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Über die beiden Grenzvolumen von Flüssigkeiten 
beim absoluten Nullpunkt der Temperatur und bei 
unendlich hohem Druck. 


Von 


Friedrich Kôrber. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 9. Dezember 1911 von G. Tammann. 


Um die Grenzvolumen der Flüssigkeiten, deren Volumeniso- 
thermen E. H. Amagat) bis zu 3000 Atm. experimentell festgelegt 
hat, beim absoluten Nullpankt der Temperatur und bei unendlich 
hohem Druck mit einander vergleichen zu kônnen, waren zwei 
Aufgaben zu lôsen: 

1. Es waren die Volumenisobaren bei » — 1 Atm. zu tieferen 
Temperaturen zu verfolgen; denn bisher waren sie nur vom Siede- 
punkt abwärts bis 0°, bei einigen, nach Beobachtungen von Pierre, 
bis — 30° oder — 40° bestimmt; eine Extrapolation der Volumen- 
werte für T — 0 aus diesen Stücken der Isobaren, d. h. eine 
Extrapolation über mehr als 200° hin, hätte nur äuferst unsichere 
Werte liefern kônnen. 

2. Es waren aus den Bestimmungen von Amagat môglichst 
genaue Werte des Grenzvolumens für p = zu berechnen. 

Die experimentelle Lôsung der ersten Aufgabe und die rech- 
nerische der zweiten im Anschluf an die Zustandsgleichung von 
G. Tammann ?) (o—v,-+).(K+p) = C.T ist im folgenden mit- 
geteilt. 


1) Ann. de Chim. et de Phys. (6) 29, 505. 
2) Nachr. der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften Gôttingen 1911, math.- 
phys. Klasse. 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kl. 1912. Heft 1. 1 
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1. Die Bestimmung der Volumen bei tiefen 
Temperaturen. 


Die Bestimmungen wurden bis zum Schmelzpunkt, bei einigen 
Flüssigkeiten mit geringem spontanen Kristallisationsvermügen auch 
noch unter den Schmelzpunkt hinunter bis —130° oder — 1400 
nach der dilatometrischen Methode ausgeführt. 

Die Dilatometer wurden aus Jenaer Glas 16 hergestellt, 
dessen linearer Ausdehnungskoeffizient nach Kamerlingh Onnes 
und Clay durch die Gleichung bestimmt ist: 

= 1.|1+ {780 4-7 +30 5(5)- 28 8(500) | 10) 
ds 7° 100 7 \100 7 (100 
Zur Berechnung der Volumenänderungen des Dilatometers mit 
sinkender Temperatur wurde der kubische Ausdehnungskoeffizient 
gleich dem dreifachen Werte des linearen gesetzt. 

Da mit sinkender Temperatur die Wärmeleitfähigkeit von 
Flüssigkeiten und amorphen Stoffen stark abnimmt, mufte die 
Oberfläche des Gefäfes des Dilatometers môglichst gro8 gewählt 
werden, damit Fehler infolge des verlangsamten Wärmeaustausches 
nach Môüglichkeit vermieden wurden. Die Dilatometergefäfe von 
2—2,5 cem Inhalt wurden deshalb aus Glasrohr von der mittleren 
Wandstärke von 0,2 mm und einem Durchmesser von 3—4 mm in 
der ungewôhnlichen Länge von etwa 15 cm hergestellt. Um zu 
lange Bäder zu vermeiden, in denen nur sehr schwer durch Rühren 
Temperaturkonstanz erreicht worden wäre, wurden die Dilatometer- 
gefäBe mehrfach im Zickzack hin- und bergebogen. 

Die Kapillare des Dilatometers hatte einen inneren Durch- 
messer von etwa 2mm. Die Verwendung engerer Kapillaren verbot 
sich wegen der mit sinkender Temperatur zunehmenden Zähigkeiït 
der Flüssigkeiten, besonders im unterkühlten Zustande. Im ganzen 
Temperaturgebiet, auf das sich die unten mitgeteilten Versuchs- 
resultate beziehen, zeigte der Flüssigkeitsmeniskus keine wabr- 
nehmbaren Formänderungen. Erst bei tieferen Temperaturen und 
zwar nur im unterkühlten Zustande wurden die Flüssigkeiten für 
eine genaue Bestimmung im Dilatometer zu dickflüssig; ein grofer 
Teil der Flüssigkeit adhärierte hier an der Wand und der Meniskus 
nahm eine für die Ablesung ungeeignete Form an, indem er sich 
in der Mitte trichterformig vertiefte. Auf die Kapillaren wurde 
eine Millimeterteilung geätzt. Die Kalibrierung geschah durch 


1) Communications from the Physical Laboratory at the University of Leiden 
No. 95. 
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Auswiegen mit luftfreiem Wasser; das Auswiegen wurde bei den 
etwa 12—13cm langen Kapillaren für etwa 8—10 Stellungen des 
Wassermeniskus vorgenommen; es ergaben sich keine Abweichungen 
von der zylindrischen Gestalt, die Fehler bedingt hätten, die gegen 
die sonstigen Versuchsfehler nicht unbedingt zu vernachlässigen 
wären. Zur Erleichterung des Einfüllens der Flüssigkeiten war 
am Ende der Kapillaren ein weïteres Rohr vom Durchmesser von 
etwa 8—10 mm angeschmolzen. 

Bei den gewählten Dimensionen von Dilatometergefäf und 
Kapillarenweite entsprach einem Fehler in der Bestimmung der 
Stellung des Meniskus in der Kapillaren von 1 mm ein Fehler in 
der Volumenbestimmung von etwa 0.001. Da die Ablesungsfehler 
aber kaum jemals mehr als 0,2 mm betrugen, so belaufen sich die 
durch die Unsicherheit der Ablesung bedingten Fehler im Maximum 
auf 0,0002. 

Die Bestimmungen wurden zunächst zwischen Zimmertempe- 
ratur und — 80° in einem Âther-Kohlensäure-Bad ausgeführt, das 
zur Erreichung môglichst gleichmäBiger Temperatur ständig kräftig 
gerührt wurde. Um ein Beschlagen des als Badgefäf dienenden 
Dewargefäfes zu verhindern, wurde dieses mit Hülfe einer Papp- 
scheibe und eines Gummiringes in ein GefäB gesetzt, dessen Boden 
mit Phosphorpentoxyd bedeckt war. Vor dem Füllen wurden die 
Dilatometer mehrmals mit den sorgfältig gereinigten Substanzen 
ausgespült. Vor dem Einfüllen in die Dilatometer lieB ich die 
Flüssigkeiten einmal kräftig aufsieden, um môglichst alle Luft 
auszutreiben. Die gefüllten Dilatometer wurden dann jedesmal 
längere Zeit in ein Bad von der Siedetemperatur der zu unter- 
suchenden Flüssigkeit gebracht, um etwa beim Einfüllen aufge- 
nommene Luft wieder auszutreiben. 

Von —80° ausgehend wurde für verschiedene Temperaturen 
— 80,0°, — 50,09, — 30,0°, 0,0°, + 20,0° die Stellung des Flüssigkeits- 
meniskus in der Kapillaren bestimmt. Diese für die angegebenen 
Temperaturen direkt beobachteten Stellungen des Meniskus wurden 
noch dadurch kontrolliert, daB ich den Wert für die betreffende 
Temperatur aus mehreren für wenig hôhere und tiefere Tempera- 
turen beobachteten Stellungen interpolierte. Fielen direkt be- 
obachteter und interpolierter Wert mehr als 0,2 mm auseinander, so 
wurde die Bestimmung wiederholt. Unter Berücksichtigung der 
Volumenänderungen des Dilatometers wurden für die angegebenen 
Temperaturen die Volumen der Flüssigkeit berechnet und durch 
Division durch das Volumen bei 0° auf dieses als Einheit bezogen. 
Zur Kontrolle wurde dieselbe Flüssigkeit stets gleichzeitig in zwei 

1* 
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Dilatometern untersucht. Wenn die berechneten Volumen, bezogen 
auf das bei 0°, bei einer Temperatur um mehr als 0,001 von ein- 
ander abwichen, wurden die Messungen wiederholt. 

Um mich zu überzeugen, daB infolge der schlechten Wärme- 
leitung die Erwärmung der untersuchten Stoffe nicht merklich 
zurückblieb gegen die des ständig stark gerührten Bades, nahm 
ich mehrmals auch eine Bestimmung der Volumen bei sinkender 
Temperatur vor, die aber stets zu Resultaten führte, die nur inner- 
halb der Fehlergrenzen von den bei steigender Temperatur er- 
mittelten abwichen. 

Die Temperaturbestimmung geschah mit Hülfe eines in 6,5 
Grade geteilten Pentanthermometers, dessen Angaben nach der 
Korrektionstabelle der physikalisch-technischen Reichsanstalt korri- 
giert wurden, und zwar wurden stets sofort die korrigierten 
Temperaturen abgelesen. Der maximale Fehler bei der Ablesung 
des Thermometers betrug 0,2°; da die stärksten beobachteten Dila- 
tationen weniger als 0,0015 pro Grad Temperaturänderung betrugen, 
übersteigen die durch die Ungenauigkeit der Temperaturablesung 
môglichen Fehler in keinem Falle den Betrag von 0,0003. Da 
es zuweilen vorkam, daB die Abweichungen der gleichzeitig in 
zwei verschiedenen Dilatometern bestimmten Volumen unterein- 
ander stärker waren, ist zurückzuführen auf auch bei kräftigem 
Rühren nicht gänzlich zu vermeidende Temperaturdifferenzen 
zwischen den beiden Dilatometern, die den Betrag von 0,2° über- 
schritten und die Fehler der Ablesung auf den Dilatometerskalen. 
Nach den Resultaten der gleichzeitig in 2 Dilatometern ausge- 
fübrten Untersuchungen übersteigen die Febler der unten mitge- 
teilten Werte in keinem Falle den Betrag von 0,0008; bei der 
Mehrzahl der Stoffe sind sie kleiner als 0,0005. 

Am Schlusse einer Beobachtungsreihe wurde das gut abge- 
trocknete Dilatometer gewogen, um das Gewicht der untersuchten 
Flüssigkeit zu ermitteln. Aus diesem und dem Volumen bei 0° 
wurde das spezifische Gewicht bei 0° berechnet. 

Die ermittelten Werte der Volumen bei 0,0°, — 30,0°, — 50,0° 
und — 80,0° gelang es, innerhalb der Grenzen der Versuchsfehler 
durch einen Ausdruck der Form: vr = v,+aT+b.T* darzustellen. 
Die drei Konstanten v,, a und b wurden aus den Volumenwerten 
für = 278, 228 und 193 berechnet. 

Die Bestimmungen bei Temperaturen unterhalb — 80° wurden 
in einem Pentanbad ausgefübrt. Das von Kahlbaum bezogene 
»nPentan aus Petroleum“ blieb bei den tiefen Temperaturen ge- 
nügend klar, so da eine genaue Ablesung von Thermometer und 
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Dilatometerskala môglich war. Zur Abkühlung wurde unterhalb 
— 80° flüssige Luft benutzt. Ein weites Messingrohr wurde in das 
Pentanbad geführt und mit flüssiger Luft gefüllt; dieses Rohr 
konnte gleichzeitig als Rührer benutzt werden. Es wurde solange 
flüssige Luft nachgefüllt, bis das Pentan genügend tief abgekühlt 
war. Die Beobachtung geschah dann bei steigender Temperatur. 
Der AnschluB der Volumen unter — 80° an die früher über — 80° 
bestimmten war stets ein befriedjgender. Bei —80° wichen die 
Volumen aus beiden Beobachtungsreihen nur innerhalb der Grenzen 
der Versuchsfehler von einander ab. 

Bei den gut kristallisierenden Flüssigkeiten wurde auferdem 
noch die Volumenänderung beim Schmelzen ermittelt. Es war bei 
diesen Bestimmungen erforderlich, daf die Flüssigkeit von unten 
herauf sehr langsam kristallisierte, damit bei der Kristallisation 
nach Môglichkeit keine leeren Räume entstanden. Diese Bestim- 
mungen der Volumenänderungen beim Schmelzen sind erheblich 
unsicherer als die anderen Messungen, da einerseits die Volumen- 
änderung der kristallisierten Masse mit der Temperatur vernach- 
lässigt werden mufte, und andererseits die Annahme gemacht wurde; 
daf die kristallisierte Masse das Dilatometer lückenlos erfüllte. 
Bei den Stoffen, für die eine Angabe des Schmelzpunktes in der 
Literatur nicht gegeben war, wurde er durch Aufnahme einer Ab- 
kühlungs- und Erwärmungskurve bestimmt. 

Für die gut unterkühlbaren Alkohole wurde noch eine Dichte- 
bestimmung bei etwa —190° nach der Methode des Schwebens 
eines Tropfens in einer Flüssigkeit gleicher Dichte ausgeführt. 
Die Ergebnisse dieser Versuche stehen an Genauigkeit allerdings 
weit zurück hinter den dilatometrischen Messungen. U. Behn ünd 
F. Kiebitz !) haben für die verschiedenen Temperaturen die spezi- 
fischen Gewichte der flüssigen Luft ermittelt; sie liegen zwischen 
0,791 bei —195,7° und 1,131 bei — 182,4°. 

Nach den Volumenwerten der Alkohole bei hüheren Tempe- 
raturen war zu erwarten, daf bei etwa — 190° ihre Dichten inner- 
halb dieser Grenzen der Dichte der flüssigen Luft liegen. Ein 
unterküblter Alkoholtropfen muf also in der flüssigen Lutt bei 
einer bestimmten Temperatur schweben. Es tritt dies ein bei der 
Temperatur des Schnittpunktes der Dichteisobaren von Alkohol 
und flüssiger Luft. Bei so tiefen Temperaturen kônnen die durch 
die Formel vr — v,+aT+T" dargestellten Volumenisobaren und 
entsprechend die Dichteisobaren als geradlinig betrachtet werden, 


1) Ann. d. Phys. 12, 421 (1903). 
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da das Glied bT* noch keïinen merklichen EinfluB auf die Gestalt 
der Kurve ausübt. 

Die Beobachtungen wurden in folgender Weise ausgeführt : 
In môglichst frische flüssige Luft vom Siedepunkte —192,5° in 
einem Dewargefäfi, das oben mit einem Wattepfropfen geschlossen 
war, um stôrende Eisbildung in der flüssigen Luft nach Müglich- 
keit zu vermeiden, wurden aus einer sehr fein ausgezogenen Pipette 
einige Tropfen Alkohol getropft. Bei der Abkühlung wurden sie 
glashart und blieben vollkommen klar durchsichtig. Sobald sie 
sich genügend abgekühlt hatten, sanken sie in der flüssigen Luft 
unter. Von einer Auflôsung des Alkohols in der flüssigen Luft 
war auch nach längerer Zeit nichts zu bemerken. Mit steigender 
Temperatur, die mit dem Pentanthermometer verfolgt wurde, beob- 
achtete man von einer bestimmten Temperatur an, da die Kugeln 
von den nicht gänzlich zu vermeidenden Konvektionsstrômen etwas 
gehoben wurden; zunächst sanken sie aber immer wieder schnell 
zu Boden. Bei weiterer Steigerung der Temperatur trat dann 
ein Zustand ein, in dem eine Wirkung der Schwere auf die Alko- 
holkugeln nicht mehr mit Sicherheit zu erkennen war; in diesem 
Moment wurde die Temperatur abgelesen. Der Zustand des Schwe- 
bens dauerte einige Minuten innerhalb eines Temperaturintervalles 
von 0,3—0,4° an. Dann begannen die Kugeln zunächst kaum 
merklich entgegen den Konvektionsstrômen an die Oberfläche zu 
steigen. Der Unsicherheit in der Bestimmung der Temperatur des 
Schwebens von 0,3—0,4° entspricht eine Unsicherheïit der Dichte- 
bestimmung von 0,005—0,010. 


Versuchsergebnisse. 


Es wurden nach der Dilatometermethode die Volumenisobaren 
von Âther, Âthylalkohol, Methylalkohol, Allylalkohol, Aceton, 
Âthylbromid, Âthyljodid, Schwefelkohlenstoff und Phosphortri- 
chlorid ‘) zu tiefen Temperaturen untersucht, soweit sich der An- 
wendung dieser Methode keine Hindernisse in den Weg stellten, 
sei es daf die Flüssigkeiten beim Schmelzpunkt kristallisierten, 


1) Propylalkohol und Àthylchlorid, für die Amagat ebenfalls Volumeniso- 
thermen bestimmt hat, wurden nicht untersucht. Die Wärmeausdehnungen des 
von Amagat untersuchten Propylalkohols lassen keine Entscheidung darüber zu, 
ob Amagat Normal- oder Isopropylalkohol benutzt hat. Aus seinen Volumen- 
änderungen wäre zu schlieBen, daB sein Propylalkohol ein Gemisch nicht sicher 
festzustcllender Konzentration jener beiden Alkohole gewesen ist. Athylchlorid 
wurde nicht untersucht, weil die Isothermen von Amagat nicht zu genügend hohen 
Drucken verfolgt worden sind. 
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sei es daB die unterkühlten Flüssigkeiten dickflüssig wurden. Die 
grôBtenteils von Kahlbaum bezogenen Flüssigkeiten wurden, wenn 
erforderlich, durch fraktionierte Destillation und durch gründliches 
Trocknen von Beimengungen môglichst befreit. Die Siedepunkte 
waren fast alle recht konstant. Um die von mir untersuchten 
Präparate näher zu charakterisieren, sind in der folgenden Tabelle 
die Siedepunkte, reduziert auf den Normaldruck von 760 m/m, und 
die spezifischen Gewichte, bezogen auf Wasser von 4° als Einheit 
zusammengestellt. 


Tabelle 1. - 
Stoff | Siedepunkt LS 
Âther 34,6 ° 0,7356 
Àthylalkohol 78,10 0,8065 
Metbylalkohol 64,8 0—65,0 ° 0,8103 
Allylalkohol 96,49 0,8699 
Aceton 56,2 °—56,3 ° 0,8140 
ÀÂthylbromid 38,4 ° 1,4973 
Athyljodid 71,79 1,9845 
Schwefelkohlenstoff 46,20 | 1,2918 
Phosphortrichlorid 76,0° 1,612S 


Ein Vergleich dieser Beobachtungen mit den in der Literatur !) 
angegebenen Werten zeigte, daB für die Mehrzahl die Überein- 
stimmung mit früheren Beobachtungen durchaus befriedigend ist. 
Bemerkenswerte Abweichungen finden sich bei folgenden Flüssig- 
keiten: 1) bei Methylalkohol: Der Siedepunkt ist von der Mshr- 
zahl der früheren Beobachter um etwa 1° hôher angegeben; der 
an meinem Präparat beobachtete Siedepunkt steht aber in guter 
Übereinstimmung mit den Beobachtungen von Kopp vom Jahre 
1855 *) und von Schiff *); das spezifische Gewicht ist etwas kleiner 
als nach den Messungen früherer Autoren; nur mit den Dichten 
nach Graham “) und Dittmar und Fawsitt ®) stimmt es gut tüber- 
ein. 2) bei Athylbromid: Die Dichte meines Präparates ist etwas 
grüBer, als nach den Angaben früherer Beobachter; dem von Weg- 


1) Eine fast vollständige Angabe der von mir zum Vergleiche herangezogencn 
Bestimmungen früherer Beobachter tindet sich im Landolt-Bôürnstein. 

2) Lieb. Ann. 94, 282 (1855). 

3) Lieb. Ann. 220, 100 (1883). 

4) Lieb. Ann. 123, 105. 

5) Trans. Roy. Soc. of Edinb. 33 (II), 509 (1888). 
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mann) angegebenen Werte kommt mein Wert aber sehr nahe. 
8) bei Âthyljodid: Der Siedepunkt ist um 0,5—1,0° tiefer als der 
von früheren Beobachtern bestimmte, stieg aber, wenn der grüBere 
Teil der Flüssigkeit verdampft war, nicht unerheblich an; der von 
mir beobachtete Dichtewert ist etwas grôBer als die früher beob- 
achteten. Bei der Abkühlung zeigte das Jodäthyl auch noch nach 
der Reinigung eine starke Trübung; dies läft darauf schlieBen, 
daB das von mir benutzte Athyljodid noch erhebliche Beimengungen 
enthielt; infolgedessen sind die Werte für Jodäthyl in einen Teil 
der folgenden Tabellen nicht aufgenommen. 

Tabelle 2 enthält die Zusammenstellung der von mir be- 
stimmten Volumenwerte, bezogen auf das Volumen bei 0° als 
Einheit. 


Tabelle 2, 

Phos- |Schwefel- 
fi N Àthyl- | Methyl-| Allyl- Âthyl- | Âthyl- gs à Mer 
emp. | Âther | skohol | alkohol | alkohol [*t°2|hromid| jodid f 

cHorid sto 


293.0 |1.0316| 1.0216 | 1.0225 | 1.0204 1|1.0284 |1.0283 |1.0236 | 1.0226 | 1.0234 
273.0 |1.0000 | 1.0000 ! 1.0000 | 1.0000 11.0000 |1.0000 |1.0000 | 1.0000 | 1.0000 
243.0 |0.9585 | 0.9703 | 0.9670 | 0.9712 |0.9618 |0.9635 |0.9683 | 0.9674 | 0.9681 
223.0 |0.9327 | 0.9508 | 0.9456 | 0.9520 |0.9381 |0.9400 |0.9480 | 0.9461 | 0.9482 
193.0 |0.8970 | 0.9223 | 0.9140 | 0.9239 |0.9043 |0.9077 |0.9174 | 0.9163 | 0.9192 
183.0| — — 0.9036 — — — — — — 


163.0 |0.8643 — — — — — |0.8877| — | 0.8914 
153.0| — | 0.8860 — 0.8869 — ([0.8679| — — — 
133.01 — 1 0.8683 — — — — — — — 


In Tabelle 3 sind die Werte der Konstanten v,, « und b der 
Interpolationsformel vr = v,+aT+bT" angegeben, mit denen die 
Formel eine Berechnung der beobachteten Volumen innerhalb der 
Grenzen der Versuchsfehler unterhalb 0° ermôglicht. Die Reïhen- 
folge der Flüssigkeiten ist gegen Tabelle 3 geändert. Die Flüssig- 
keiten sind in Tabelle 4 nach der Stärke der Assoziation geordnet, 
indem zunächst die vier normalen Stoffe Âther, Âthylbromid, 
Phosphortrichlorid und Schwefelkohlenstoff angeführt sind. Die 
stark assoziierten Alkohole stehen am Ende, zwischen beiden 
Gruppen das nur schwach assoziierte Aceton. 


1) Zeitschr. f. phys. Chem. 2, 234. 
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Tabelle 3. 
Stoff % a. 106 b.108 
Âther 0.7512 | 379 195 
Âthylbromid 0.7662 436 154 
Phosphortrichlorid 0.7703 552 106 
Schwefelkohlenstoff 0.7700 606 87 
Aceton 0.7468 548 139 
Allylalkohol 0.7557 815 292 
Âthylalkohol 0.7581 770 425 
Methylalkohol 0.7291 874 433 


Während unterhalb 0e die Interpolationsformel mit vorstehen- 
den Konstanten die wahren Volumen recht befriedigend wieder- 
zugeben imstande ist, versagt die Formel oberhalb 0°. Bei unge- 
änderter Beibehaltung der Konstanten ergeben sich schon bei + 20° 
fast durchweg Abweichungen von 0,0015—0,0020 zwischen beob- 
achtetem und berechnetem Volumen. Da die berechneten Werte 
stets kleiner als die gemessenen sind, würde ein besserer Anschluf 
der Formel auch bei hôheren Temperaturen bis in die Nähe des 
Siedepunktes durch Hinzufügung eines Gliedes «7° zu erwarten sein. 

Ein Vergleich der von mir bestimmten Ânderungen des Vo- 
lumens mit der Temperatur mit früher beobachteten Werten lehrte, 
daf der Anschluf der Beobachtungsreïhen aneinander ein befrie- 
digender ist. Bei +20° überschreiten die Abweichungen nur bei 
der kleineren Zahl der untersuchten Flüssigkeiten den Wert 0.000b, 
den mittleren Fehler meiner Bestimmungen. Nur beim Methyl- 
alkohol kommen Abweïchungen von etwa 0.0020 vor; doch gehen 
hier die Angaben der verschiedenen Beobachter weit auseinander, 
so da auch hier die von mir beobachteten Werte sich mit einem 
Teile der früher bestimmten innerhalb der Grenzen der Versuchs- 
fehler decken. Die von Pierre) ermittelten Werte weichen bei 
Phosphortrichlorid für —30° um 00010, bei Methylalkohol für 
— 40°, Jodäthyl und Schwefelkohlenstoff für — 30° um 0.0015 und 
bei Bromäthyl für — 30° sogar um 0.0020 von meinen Resultaten 
ab. Nur bei Athylalkohol stimmen meine Angaben mit denen 
Pierres überein. Volumenbestimmungen unter 0° herunter finden 
sich noch bei Methylalkohol; sie rübren her von Dittmar und 
Fawsitt ?). An deren Bestimmungen zeigen meine Volumenwerte 
weit besseren Anschluf als an die Pierres. 

1) Ann. de Chim. et de Phys. [3] 16, 362; Lieb. Ann. 56, 139 (1845); Ann. 


de Chim. et de Phys. [3] 20, 10; Lieb. Ann. 64, 168. 
2) Trans. Roy. Soc. of Edinb. 83 (IL), 509 (1888). 
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Im folgenden soll die Frage untersucht werden, ob die nach 
der Formel vr = v,+aT+bT* auf die Temperatur der flüssigen 
Luft extrapolierten Volumen- bezw. Dichtewerte den wahren Werten 
für diese Temperatur gleichgesetzt werden dürfen. Tabelle 4 ent- 
hält die durch Extrapolation ermittelten Volumen und Dichten 
der infolge der Unterküblungsmüglichkeit für diese Untersuchungen 
allein in Frage kommenden Alkohole, Tabelle 5 die experimentell 
ermittelten Temperaturgrenzen des Intervalles des Schwebens der 
Alkoholtropfen in der flüssigen Luft. 


Tabelle 4. 
Ur = Vo + aT + bT? Dichte 
Stoff 
1110 HI==T6S REA) HQE 
Âthylalkohol 0.8334 0.8249 0.9677 0.9777 
Methylalkohol 0.8141 0.8046 0.9953 1.0071 
Allylalkohol 0.8340 0.8253 1.0440 1.0550 
Tabelle 6. 
Temperatur des | Temperatur des 
Stoff Beginnens des Endes des 
Schwebens Schwebens 
Àthylalkohol — 191.79 — 19130 
Methylalkohol — 190.70 — 190.30 
Allylalkohol — 189.0° — 188.6° 
jo | 
v 
® 182 
il2 9 b 
G 184 
186 
188 
190 
192 
194 
a 
196 
0,8 09 10 11 
Dichte 
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Figur 1 läft erkennen, da die nach der Formel vr = v, 
+aT+6T* berechneten Dichteisobaren des Âthylalkohols (1), des 
Methylalkohols (2) und des Allylalkohols (3) die Dichte-Tempera- 
turkurve (a b) der flüssigen Luft nach Behn und Kiebitz bei Tempe- 
raturen schneiden, die innerhalb der durch die Punkte auf ab ange- 
gebenen Grenzen der Intervalle des Schwebens der Alkoholtropfen 
liegen. Mit grofer Wahrscheinlichkeit ist also eine Extrapolation 
der Volumenwerte nach der Formel bis hinunter zur Temperatur 
der flüssigen Luft gestattet. 

Nachdem so festgestellt ist, da$ eine Erweiterung des Gültig- 
keitsbereiches der zwischen 0° und — 80° aufgestellten Interpola- 
tionsformel 


vu = v,+aT+bT 


zu tieferen Temperaturen gestattet ist, da sich bei —190° noch 
keine Anzeichen finden, daf unsere Formel nicht mehr gilt, entsteht 
die Frage, ob man berechtigt ist, das Gültigkeitsgebiet der Formel 
bis zum absoluten Nullpunkt auszudehnen, daf heift, ob +, als 
Wert des Volumens bei ? — 0 unter Atmosphärendruck aufgefafit 
werden darf. Auf diese Frage werde ich im 3. Kapitel näher 
eingehen. 

Die Zusammenstellung der Konstanten der Interpolationsformeln 
für die Isobaren der verschiedenen untersuchten Flüssigkeiten in 
Tabelle 3 läBt einen beachtenswerten Zusammenhang zwischen den 
Koeffizienten der Formel und der molekularen Beschaffenheit der 
Flüssigkeiten erkennen. 

Die ersten 5 Stoffe unterscheiden sich in der GrôBe der Koeffi- 
zienten, besonders der b-Werte sehr deutlich von den letzten drei 
Flüssigkeiten. Die ersten 5 Stoffe sind, nach der Temperatur- 
abhängigkeit der Eôtvüsschen Konstanten zu urteilen als normal 
oder nur schwach assozüert zu betrachten, während wir es bei 
den Alkoholen mit recht erheblich assoziierten Flüssigkeiten zu 
tun haben. Die b-Werte sind ein Mafñ für die Krümmung de 
Volumenisobaren : 

Lai TE 
fs dus 
es zeigt sich also, da die Isobaren der assoziierten Flüssigkeiten 
viel schwächer gekriüimmt sind, als die der normalen Stoffe. Diese 
Erscheinung hat ibren Grund wobl darin, daB die in den bisher 
untersuchten Füällen’) mit einer Volumenkontraktion verbundene 


1) v. Laar. Z. f. phys, Chem. 31, 12 (1599). 
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Aufspaltung der Polymolekel mit steigender Temperatur weiter 
fortschreitet. Die dadurch bedingte, infolge der eintretenden Ver- 
armung an Polymolekeln mit steigender Temperatur stets kleiner 
werdende Volumenkontraktion kann leicht zur Folge haben, daf 
die stark positive Kriümmung der Isobaren, wie wir sie bei den 
normalen Flüssigkeiten beobachten, geschwächt erscheint. 

Die folgende Tabelle enthält die auf die Temperatur des 
Schmelzpunktes extrapolierten Volumen der Flüssigkeit (y), die 
Volumenwerte der kristallisierten Masse (vw) und die Volumen- 
änderungen beim Kristallisieren, einmal bezogen auf das Volumen 
der Flüssigkeit bei 0° als Einheït (vs — vx), dann bezogen auf 1 gr 
Substanz (v1— 3) gr. In der ersten Spalte finden sich die Schmelz- 
punkte nach Landolt-Bôrnstein. Sofern sich dort keine oder nur 
unsichere Werte des Schmelzpunktes fanden, wurde er durch Auf- 
nahme einer Abküblungs- und Erwärmungskurve bestimmt: Aceton, 
Phosphortrichlorid und Schwefelkohlenstoff. Bei Allylalkohol schei- 
terte die Bestimmung des Schmelzpunktes und der Volumenände- 
rung beim Schmelzen daran, daB bei der Abkühlung bis — 190° 
keine Kristallisation eintrat; bei Âthylalkohol gelang es nicht, 
vx zu bestimmen, da die Kristallisationsgeschwindigkeit zu klein war. 


Tabelle 6. 
Stoff Schmelz- ue ca pic fi 
punkt r A — Uhr (of — vkr) gr 
Âther | — 117.69 | 0.8572 | 0.7985 0.0587 | 0.0798 
Methylalkohol — 9499 | 0.8984 | 0.8377 0.0607 0.0749 
Aceton — 99.00 | 0.8850 | 0.8404 0.0446 0.0548 
Âthylbromid — 125.50 | 0.8660 | 0.7951 0.0709 0.0474 
Âthyljodid — 118.00 | 0.8793 | 0.8253 0.0540 0.0272 
Phosphortrichlorid | — 95.10 | 0.9022 | 0.8472 0.0550 0.0341 
Schwefelkohlenstoff | — 115.79 | 0.8866 | 0.8313 | 0.0553 0.0428 


2. Die Gleichung der Volumenfläche und die Berech- 
nung ihrer Konstanten. 


G. Tammann') hat für einige der von Amagat untersuchten 
Stoffe den Nachweis geführt, daB es müglich ist, unter Verzicht 


1) Gôttinger Nachr. 1911. Math.-phys. Klasse. 
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auf einen guten Anschluf bei kleinen Drucken, mit Hülfe dreier 
Konstanten die von Amagat bestimmten Volumen von 500 Atm. 
an mit durchaus befriedigendem Anschluf an die Beobachtungen 
zu berechnen, und zwar nach der Gleichung: 
1) (v—v=x).(K+p) = C.T. 
Die der Berechnung zu Grunde liegenden Beziehungen leiten sich 
sehr einfach aus dieser Gleichung ab. Die Gleichung der Schnitt- 
kurven parallel den Koordinatenebenen lauten: 

1. Isotherme: 
a) (v— =>) .(K+p) == (C. TVTe com —— A.KX. 
A bedeutet das freie Volumen für den Druck p = 0: À — 


Vp = 0 — Vp = 00° 


2. Isobare: 
C 
D no) = (pr TT 
3. Isometrische Linien: 
C 
c) K+p ru (tea el de ri de 


Gleichung a) ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, 
während b) und c) geraden Linien entsprechen. Deren Steigang 
ergibt sich durch Differentiation der Gleichungen b) und c): 


do\ dp\ 
(ar), = 4, und Fi = B,, 
Gleichung c) geht also für p = 0 über in 
2) Nu HT 


Tr=0o ist die Temperatur, bei der die betreffende isometrische 
Linie v — const die v, T-Ebene schneidet. 

À und a, stehen in dem Zusammenhange, daB für p — 0 die 
Beziehung gilt: 
3) Ares 0507) 
also gilt auch 

AK 
4) C= 7 = a9=0.K. 
Die Berechnung der Konstanten der Gleichung 1) aus den von 
Amagat bestimmten Isothermen nach Gleichung a) fübrt nur zu 
recht unsicheren Werten von ÆÀ und damit auch von tp=o und 
von C. Es hat dies seinen Grund darin, daB X nur in der Ver- 
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KYz in der Gleichung a) auftritt. Mit viel grôBerer 
Sicherheit ist die Berechnung von X nach der aus der Gleichung 
der isometrischen Linie abgeleiteten Beziehung X = B,.T,=1—1 
môglich. In den Tabellen Amagats sind die E = Werte für 
verschiedene Volumen bei einigen der untersuchten Flüssigkeiten 
angegeben. Sofern das nicht der Fall ist, kônnen sie aus den 
Isothermen leicht berechnet werden. Die Berechnung von 7,=: 
ist durch die im Vorhergehenden mitgeteilten Bestimmungen der 
Volumenisobaren bei Atmosphärendruck bis zu tiefen Temperaturen 
ermôglicht. G. Tammann') hat nach dieser Methode folgende 


Werte von Æ berechnet: 


bindung 


… Stoff K 
Âthyläther 2792 Atm 
Âthylalkohol 2911 , 
Methylalkohol 8050 ,, 


Schwefelkohlenstoff 3691 ,, 


Nach dem gleichen Verfahren habe ich für die übrigen Stoffe, 
die Amagat untersucht hat, bis auf Propylalkohol und Âthylchlorid 
die Werte des Binnendrucks ermittelt. » bedeutet in Tabelle 7 
den aus Amagats Volumenisothermen für ein bestimmtes Volumen 
v bei der betreffenden Temperatur durch Interpolation ermittelten 
Druck in Atm. 


Tabelle 7. 
Allylalkohol: 
P 
v 9.60 | 35.45° B,. Ty =1 K 

0.98 413 764 13.6 252.4 3433 
0.96 776 1154 14.6 231.4 3378 
0.94 1230 1641 15.9 210.2 3342 
0.92 1776 2229 17.5 188.8 3304 

X — 3364 


1) Güttinger Nachrichten 1911, math.-phys. Klasse. 
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Aceton: 

p 

v 0.00 ° | 35.050 B, Ty K 
22 14.0 
0.96 490 1016 15.0 3620 
0.94 826 1388 16.0 3594 
0.92 1241 | 1841 17.1 3541 
0.90 1739 2391 18.6 3513 
K — 3574 
Âthylbromid: 

p 
v 10.10° | 42.25 0 B, Ti K 
0.98 351 779 13.3 257.0 3418 
0.96 622 1085 144 240.4 3462 
0.94 958 1437 149 293.0 3323 
0.92 1364 1883 16.1 204.7 3296 
K = 3375 

Âthyljodid: 

p 

v 10.60 ° 42.550 B, 10 X 


p 
v 10.100 42.100 B, To=1 
. 0.98 426 868 13.8 255.0 
0.96 771 1244 14.8 236.4 
0.94 1191 1691 15.4 217.0 
0.92 1689 2233 17.0 197.6 
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Es bestätigte sich allgemein das schon von G. Tammann !) 
beobachtete Kleinerwerden der Werte des Produktes B,. T,=1, 
wenn 7,-1 klein wird. Diese Abweichungen sind durch die An- 
nahme zu erklären, daf bei tiefen Temperaturen die wahre Volumen- 
fläche über der durch die Gleichung 1) dargestellten Fläche liegt 
(vergl. Kap. 3). 

Mit den so gewonnenen X-Werten berechnete ich die Werte 
VOn Ÿ»=w und C nach einem Verfahren, das von dem von G. Tam- 
mann angewandten etwas abweicht. G. Tammann wollte unter 
Zugrundelegung einer môglichst kleinen Anzahl von Werten des 
Volumens die ganze Volumenfläche berechnen. Infolgedessen be- 
nutzte er zur Berechnung der Werte von v,—, und a, nur die 
Volumenwerte für p — 1000, 2000 und 3000 Atm. auf einer ein- 
zigen Isothermen, der für 0°. Ich legte dagegen Wert auf eine 
môglichst sichere Berechnung der ,=%-Werte. Dazu hätte ich 
eigentlich alle Werte von Amagat benutzen und aus der Gesamt- 
heit der berechneten v,-%-Werte den Mittelwert ableiten müssen. 
Diese sehr zeitraubende Arbeit glaubte ich verringern zu dürfen, 
da ich annahm, daf man einen genügend sicheren Wert von = 
erhält, wenn man nur für jede Isotherme aus zwei Volumenwerten, 
für p — 1500 und 3000 Atm., nach Gleichung a) den Wert von 
’r= berechnet und aus diesen Werten für die verschiedenen Iso- 
thermen das Mittel bildet. 4,—0 wurde für jede Isotherme nach 
Gleichung 3) berechnet und dann der Mittelwert gebildet. 

Die Abweichungen meiner Werte von den v,-%-Werten 
G. Tammanns liegen bei Âther bei 0.0038, bei den Alkoholen bei 
0.0025—0.0035, bei Schwefelkohlenstoff bei 0.0045. 

Tabelle 8 enthält die für die verschiedenen Isothermen auf 
dem beschriebenen Wege berechneten Werte von 4,t;=% und 
ä;=o, von den letzten beiden auBerdem die Mittelwerte. Unter 
den Mittelwerten von v,—% ist noch der Wert der mittleren Ab- 
weichung der für die einzelnen Temperaturen berechneten = 
Werte gegen den Mittelwert angegeben. 


1) Gôttinger Nachrichten 1911; math.-phys. Klasse. 
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Tabelle 8. 
Âthyläther: 

Temp. | A | Up= w | Ap=0 
0.00° 0.2955 0.6963 0.001082 

10.80 ° 0.3069 0.6960 0.001082 

20.20 ° 0.3175 0.6955 0.001083 

80.35 ° 0.3317 0.6931 0.001093 

40,45 ° 0.3454 0.6914 0.001102 

49,95 0 0.3573 0.6907 0.001106 

Mittel:  0.6938 0.001091 
+ 21 
Âthylalkohol: 

Temp. | A Tp= © ap = 0 
0.00° | 0.2694 0.7352 0.000987 
9.60 ° 0.2790 0.7346 0.000987 

19.80 ° 0.2861 0.7362 0.000977 

80.65 0 0.2981 | 0.7348 0.000982 

40.85 0 0.3041 0.7365 0.000978 

Mittel:  0.7355 0.000982 

= moi 

Methylalkohol: 
Temp | A Tp= © | Gp = 0 
53e 589 

0.002 0.2800 0.7228 0.001025 
9.20% 0.2912 0.7209 0.001032 
23.85 ° 0.3039 0.7220 0.001024 
39.05 ° 0.3183 | 0.7222 0.001020 
Mittel: 0.7220 0.001025 

LUE 

Allylalkohol: 

9.60 © 0.2646 0.7466 0.000956 

35.45 ° 0.2350 0.7483 0.000924 

Mittel:  0.7475 0.000930 
+ 9 


Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kl, 1912. Heft 1. 
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Aceton: 
Temp. | À Vp = © | ap = 0 

0.00 ° | 0.2943 | 0.7018 0.001078 
35.05 ° 0.3323 0.7005 0.001079 
Mittel:  0.7012 0.001079 

+ 7 

Âthylbromid: 

10.100 | 0.3022 | 0.7050 0.001068 
42,25 0 0.3387 0.7023 0.001074 
Mittel:  0.7037 0.001071 

+ 14 

Âthyljodid: 
10.60 ° 0.2878 | 0.7271 0.001015 
42,55 0 0.3178 0.7274 0.001007 
Mittel:  0.7273 0.001011 

+ 2 

Phosphortrichlorid: 

10.10 0 0.2802 0.7322 | 0.000990 
42.10 0 0.3159 0.7284 0.001003 
Mittel: 0.7298 0.000997 

+ 14 

Schwefelkohlenstoff. 

0.00 ° 0.2804 0.7221 0.001027 
9.15 ° 0 2886 0.7221 0.001023 
19.35 © 0.3005 0.7206 0.001028 
29.95'0 0.3117 0.7200 0.001029 
41.250 0.3250 0.7185 0.001034 
49.15 0 0.3345 0 7178 0.001038 

Mittel:  0.7201 


+ 15 


| 0.001038 
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Die Übereinstimmung der v,--Werte für die verschiedenen 
Temperaturen ist befriedigend. Die stärksten Abweichangen vom 
Mittel finden sich bei Âther und Schwefelkohlenstoff. Hier beob- 
achten wir auch einen deutlichen Gang der Werte von = mit 
der Temperatur, dessen Grund wahrscheinlich in Fehlern der X- 
Werte zu suchen ist. 

Es war zu erwarten, daB die Zustandsgleichung 1) bei Ein- 
führung der aus allen bekannten Isothermen gewonnenen Mittel- 
werte aus den angeführten Gründen einen besseren AnschluB an 
die beobachteten Volumen geben würde, als ïhn G. Tammann mit 
seinen Konstanten erhalten konnte. Diese Erwartung hat sich, 
wie Tabelle 9 zu entnehmen ist, bestätigt; besonders beim Schwefel- 
kohlenstoff kommen die berechneten Volumenwerte den wahren 
Werten viel näher. Die Tabelle enthält die Werte der Konstanten 
K,v%=% und C für die einzelnen Flüssigkeiten und von 500 zu 
500 Atm. die Volumen nach Amagat (v,,) und die mit 10000 
multiplizierten Differenzen der berechneten Volumen gegen die 
beobachteten: ZJv.10*; Zv ist der Wert: Volumen nach Amagat 
minus berechnetes Volumen. Unter der Spalte der 4v-Werte ist 
noch der mittlere Fehler der berechneten Volumen gegen die beob- 
achteten angegeben. Bei dieser Mittelbildung sind die bei einem 
Teile der Flüssigkeiten bei kleinen Drucken besonders bei hohen 
Temperaturen auftretenden positiven Abweichungen unberücksich- 
tigt gelassen; diese Werte sind in der Tabelle eingeklammert. 


Tabelle 9. 
Âthyläther : K = 2792, vy=o = 0.6938, C'= a,=0.KÆ — 3.0461 


0:00 4=—= nn 80° À = 0.3096/20.20° À = 0.3199/30.35° À = 0.3310 


ne. | Zv.10: | Vum _|æ. 10: 

1 | 1.0000 | (+ ga) 1.0166 Cu139) | 1.0320 C8 | 1.0495 | (+247) 

500 | 0.9465 | + 1 | 0.9575 | +11 | 0.9674 | (+ 21)| 0.9782 | (+ 37) 
1000 | 0.9130 | — 1 | 0.9219 | + 1 | 0.9295 | + 2 | 0.9880 | + 5 
1500 | 0.8885 | +10 | 0.8956 | “+ 4 | 0.9020 | + 1 | 0.9089 | — 2 
2000 | 0.8684 | +11 | 0.8750 | + 8 | 0.8805 | + 3 | 0.8870 | + 4 
2500 | 0.8522 | +13 | 0.8580 | + 9 | 0.8631 | + 5 | 0.8686 | + 2 
8000 | 0.8387 | <+14 | 0.8439 | + 9 | 0.8485 | + 5 | 0.8530 | — 3 
+8 | +7 + 8 [+ 1 

2* 


Vam | Av. 10* 
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40.459 A — 0.3420 49.959 A = 0.3528 


Vam Æ» . 10{ Dam Av. 10 
1 1.0680 (+322) — — 

500 0.9889 (+ 50) 0.9995 (+ 69) 
1000 0.9464 + 9 0.9545 +13 
1500 0.9160 — 8 0.9231 + 1 
2000 0.8928 —.2 0.8988 — 2 
2500 0.8740 — 2 0.8790 — 7 
3000 0.8578 — 8 0.8629 er 1 
| | — 1 | 0 


Âthylalkohol: À = 2911. = = 0.7355. C — 2.8586. 


0.000 À = 0.2681 | 9.609 À = 0.2775 119.809 À — 0.2875/30.65° À — 0.2981/40.35° À — 0. 


? 
1,5 4%. 10* Vam 40.10) mn Av.10* Vas | 4.10: CRE | do 


1 | 10000 | —36 | 10103 | —27 | 10213 | 17, | 10884" — 9 | admire 
500 | 0.9616 | —27 | 0.9689 | 34 | 0.9775 | -34 | 0.9863 | —35 | 0.9950 | — 
1000 | 0.9344 | — 6 | 0.9409 | —11 | 0.9477 | —18 | 09552 | —22 | 09618 | — 
100 | 09130 | +6 | 09187! +1 | 09250! —2 | 09315] —7 | 09372| — 
2000 | 0.8954 | +10 | 0.9008 | + 5 | 0.9062 | + 2 | 09121 | — 1 | 0.9174| — 
2500 | 0.8806 | + 9 | 0.8854 | + 6 | 08904 | + 2 | 0.8958 | — 1 | 0.9006 | — 
3000 | 0.8679 | + 4 | 0.8720 | — 2 | 0.8771 0 | 0.8816| — 7 | 0.8863 | — 

— 6 | —9 | 10 | tt _ 


Methylalkohol: Æ —= 3050. v,=s — 0.7220. C — 3.1263. 


0.002 À — 0.2800 | 9.20° À = 0.2893 |23.85° 4 — 0.3043,39.05° À — 0.3199 


# Tom | A4%.104 N L Vam Av .10* 
+ ———— — 
1! 10000 | —20 | 1.0101 | —12 1.0268 | / + 5 1.0438 | +19 
500 | 0.9604 | —22 0.9685 |  —20 0.9813 | —21 0.9943 | —25 
1000 | 0.9324 | — 5 0.9391 | — 7 0.9499 | —12 0.9610 | —18 
1500 | 0.9105 | + 8 0.9161 | +1 0.9257 | — 3 0.9356 | — 8 
2000 | 0.8923 | +12 0.8976 | + 8 0.9060 | + 2 0.9148 | — 4 
2500 | 0.8769 | + 9 0.8816 | + 5 0.8893 | — 1 0.8974 | — 6 
3000 | 0.8640 | + 9 0.8677 | — 1 0.8752 | — 2 0.8827 | — 6 

— 1 | —4 | ho | 1 
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Allylalkohol : K — 3364, v,-x = 0,7475, C — 3,128b. 


9.600 A —= 0.2628 35.450 A — 0.2869 


Van Av.10* Ua Av .10* 


| en | | — ] 


Aceton: K — 3574, v,-x — 0.7012, C = 3.8568. 


0.00° A —= 0.2946 35.059 A = 0.3323 


Ê Dam A4%.10* Lam Av.10* 
ni 5 u Ï 

1 1.0000 (+42) 1.0503 (+168) 
500 0.9593 — 4 0.9967 (+ 40) 
1000 0.9311 0 0.9609 = 2 
1500 0.9091 A 0.9346 21 
2000 0.8909 +8 0.9139 4 
2500 0.8753 + 8 0.8964 — 8; 
3000 — —_ 0.8812 = 

+2. 64 + 


- Âthylbromid: K = 3375, ty-œ — 0.7087, C — 3.6146. 


10.10° A —= 0.3032 42.250 A = 0.3376 


1 1.0137 (4-68) 1.0617 (4204) 
500 0.9684 d 6 1.0017 (+40) 
1000 0.9377 EE 0.9653 +12 
1500 0.9142 430 0.9368 6 
2000 0.8949 +8 | 09154 ar 
2500 0.8786 hi 0.8969 —8 
3000 _— _ —. _ 


té RARE 
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Âthyljodid: K — 3838, = — 0.7273, C — 3.3697. 


10.60° A = 0.2867 42.550 A — 05190 


“ LP 4v.10* tn Av.10t 
«1 

1 1.0120 —10 | 1.0518 (+55) 
500 0.9747 —19 1.0037 —10 
1000 0.9473 — 5 0.9713 —14 
1500 0.9255 I + 5 0.9466 — 7 
2000 0.9077 +12 0.9262 — 5 
2500 0.8921 +10 0.9095 — 1 
3000 | 0.8785 + 3 0.8947 — 5 
| — 1 — 7 


Phosphortrichlorid: À — 3427, v,_x — 0.7298, C — 3.4167. 


10.10° A = 0.2823 42.109 A — 0.3142 


Ds | A4%.10# Lam 4.10 
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Nach den Schätzungen von G. Tammann ‘) beträgt der mittlere 
Fehler der Bestimmungen Amagats wenigstens 0.0006. Der Mittel- 
wert der sämtlichen Abweichungen 4v für die einzelnen Flüssig- 
keiten beträgt nach Tabelle 9 nur in einem Falle, beim Âthyl- 
alkohol 0.0009; bei den übrigen Stoffen liegt er zwischen 0.0002 
und 0.0004, also unterhalb des Wertes des mittleren Fehlers. 

Damit ist die von G. Tammann bisher nur für 4 Flüssigkeiten, 
Âther, Âthylalkohol, Methylalkohol und Schwefelkohlenstoff, nach- 
gewiesene Gültigkeit der Zustandsgleichung 1) für b weitere Flüssig- 
keiten erwiesen worden; bei den schon von G. Tammann berech- 
neten Flüssigkeiten, besonders beim Schwefelkohlenstoff hat sich 
ein noch besserer AnschluB der berechneten Werte an die beob- 
achteten bei genauerer Berechnung der Konstanten ergeben. 

Besonders starke Differenzen ZJv beobachtet man bei kleinen 
Drucken — unterhalb 1000 Atm. —, die meist mit steigender 
Temperatur grôBer werden. Diese Abweichungen sind bei der 
Berechnung des mittleren Fehlers nicht berücksichtigt worden. 
Da in diesen Fällen Zv positiv ist, sind also hier die wahren Vo- 
lamen grôBer als die berechneten. Je hôher die Temperatur ist, 
um so hôher liegt die Volumenfläche Amagats über der durch 
Gleichung 1) dargestellten Fläche. DaB das wahre Verhalten der 
Flüssigkeitsvolumen bei kleinen Drucken der Gleichung 1) nicht 
gehorcht, geht schon hervor aus der Gestalt der Isobaren für 
p = 1 Atm. Gleichung 1) fordert für die Isobaren geradlinigen 
Verlauf, während die Isobaren bei p — 1 Atm. durchweg eine 
beträchtliche positive Krümmung zeigen. Der verstärkte Anstieg 
der Volumenfläche im Gebiete kleiner Drucke bei hôheren Tempe- 
raturen kommt auch in der Volumenisobaren für p — 1 Atm. zum 
Ausdruck. Eine Interpolationsformel der Form vr = v,+aT+bT"* 
genügt hier nicht mehr zur Wiedergabe der Isobaren; erst die 
Zufügung eines Gliedes cT° würde wohl wieder einen befriedigenden 
Anschluf ermôüglichen. Diese weit über die Versuchsfehler reichen- 
den Abweïichungen der Volumenfläche von der durch Gleichung 1) 
dargestellten bei kleinen Drucken machen für das Gültigkeits- 
gebiet der Gleichung 1) besonders bei hôheren Temperaturen eine 
Abgrenzung gegen das Grebiet kleiner Drucke notwendig. 

Die Hochbiegung der wahren Volumenfläche gegen die be- 
rechnete tritt stark hervor nur bei den normalen Flüssigkeiten : 
Âther, Aceton, Âthylbromid, Âthyljodid, Phosphortrichlorid und 
Schwefelkohlenstoff. Bei den assoziierten Alkoholen sind bei den 


1) Gôttinger Nacbrichten 1911, math.-phys. Klasse. 
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entsprechenden Drucken und Temperaturen die Differenzen Zv viel 
kleiner, z. T. sogar negativ; der Anstieg zu grôBeren positiven 
Zv-Werten mit steigender Temperatur ist zwar ebenfalls deutlich 
zu erkennen, jedoch viel schwächer als bei den normalen Flüssig- 
keiten. 


3. Die Gestalt der Volumenfläche beitiefen 
Temperaturen. 


Schon bei der Berechnung der X-Werte nach Gleichung 2) 
haben wir erkannt, daB bei tiefen Temperaturen die Zustands- 
gleichung nicht mehr geeignet sein wird, die wahre Volumenfläche 
wiederzugeben. Welcher Art wir uns die hier auftretenden Ab- 
weichungen vorzustellen haben, soll jetzt näher untersucht werden. 

Gleichung 1) fordert die Gleichheit der Grenzvolumen für 


_ unendlich hohen Druck und für den absoluten Nullpunkt der Tempe- 


ratur. Es soll nun geprüft werden, ob für die untersuchten Flüssig- 
keiten nach unseren Kenntnissen über ihre Volumen in Abhängig- 
keit von Druck und Temperatur die Gleichung vr-0 = ty=® als 
erfüllt anzunehmen ist. 

Ich môüchte zunächst die Betrachtungen durchführen unter 
Verzicht auf die Nernst-Plancksche Forderung, daf 


. dv 

_ 0 (ar), ne 
da also alle Isobaren senkrecht auf die vp-Ebene auftreffen. Die 
von mir bis tiefstens T — 130 verfolgten Isobaren lassen eine 
stärkere Abnahme des Ausdehnungskoeffizienten als sie der Formel 
dr = v,+aT+bT* entspricht, bei tieferen Temperaturen nicht 
erkennen, jedenfalls noch nicht bei den tiefsten Temperaturen, bei 
denen ich gemessen habe. Die Frage, ob die für diese Flüssig- 
keiten bei tiefen Temperaturen zu erwartende Abnahme der spe- 
zifischen Wärme einer entsprechenden Ânderung des Ausdehnungs- 
koeffizienten parallel geht, beabsichtige ich weiter zu verfolgen. 

LieBe man eine Erweiterung des Gültigkeitsgebietes der Inter- 

polationsformel or — v,+aT+bT* bis zum absoluten Nullpunkt 
zu, so würde v, direkt das Volumen bei T — 0 und p — 1 Atm. 
messen. Entsprechend der aus Tabelle 8 zu entnehmenden mitt- 
leren Unsicherheit der v,—+-Werte für die einzelnen Flüssig- 
keiten von 0.001—0.002 sind in der folgenden Tabelle die Volumen 
nur auf 3 Dezimalstellen angegeben. 
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Tabelle 10. 
Stoff 0r=0, p=1 Up = © (Oro, put —" 2300)" 10 
Àthylâther 0.694 57 
Àthylbromid 0.704 62 
Phosphortrichlorid 0.730 40 
Schwefelkohlenstoff 0.720 50 
Aceton 0.701 46 
Allylalkohol 0.748 8 
Àthylalkohol 0.730 | 22 
Methylalkohol 0.722 7 


Vergleicht man die beiden Grenzvolumen bei p — © und 
T = 0, p — 1 miteinander, so findet man, daB das Volumen beim 
absoluten Nullpankt unter Atmosphärendruck sich für alle unter- 
suchten Stoffe merklich grôBer ergibt als das Volumen bei unend- 
lich hohem Druck. Auffällig ist der auch hier hervortretende 
Unterschied der normalen und assoziüierten Flüssigkeiten. Bei den 
ersten fünf Stoffen, den normalen, beträgt der Wert (vr—0,p=1 — Ÿp= œ) 
im Durchschnitt 17°/o des freien Volumens À bei 0°, bei den drei 
anormalen Alkoholen dagegen nur 4. °). 

Wir wollen uns jetzt ein Bild davon machen, welche Ânde- 
rungen wir an der durch Gleichung 1) gegebenen Volumenfläche 
auf Grund der Tatsache der Kompressibilität der Flüssigkeiten 
beim absoluten Nullpunkt anbringen müften. 

Wir müfBten eine Hochbiegung der Volumenfläche für tiefe 
Temperaturen und endliche Drucke in der in Fig. 2 veranschau- 
lichten Weïise annehmen. Das Volumen bei p — O0 und T = 0 
nach Gleichung 1), dargestellt durch den Punkt a, ginge dabei 
über in das grôBere dem Punkte & entsprechende. Ob die Volumen- 
isothermen beim absoluten Nullpunkt noch dem für hôhere Tempe- 
raturen gültigen Isothermengesetze a) gehorchen würden, ist eine 
offene Frage. 

Die Isobaren sind im Gebiete der Gültigkeit von Gleichung 1) 
gerade Linien. Die Isobare für p — 1 Atm. würde, die Gültig- 
keit von Gleichung 1) für kleine Drucke vorausgesetzt, durch die 
Gerade ac dargestellt (Fig. 2). Wegen der für Atmosphärendruck 
festgestellten Kriümmung der Isobaren kann die Isobare für 
p = 1 Atm. nicht mit der Geraden ac zusammenfallen. Die Beob- 
achtung, daB die Isobare für Atmosphärendruck bei tieferen Tem- 
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Fig. 2. 


peraturen stets geradliniger wird, ist nicht in dem Sinne zu deuten, 
daf bei tieferen Temperaturen die Isobare der Gleichung 1) ge- 
horcht. Diese Deutung wäre zulässig, wenn die Extrapolation 
der Isobaren beim absoluten Nullpunkt zum Werte v,—% führen 
würde. Da das nicht der Fall ist, müssen wir folgern, daB die 
wahre Volumenisobare für p — 1 Atm. bd in ihrem ganzen Ver- 
laufe über der Geraden ac liegt. Eine entsprechende Abweïchung 
vom geradlinigen Verlaufe würden alle Isobaren bei tiefen Tem- 
peraturen zeigen, nur würde mit steigendem Druck die Abweichung 
erst bei tieferen Temperaturen einsetzen, entsprechend der in 
Figur 2 durch die Kurve ef angedeutete Abnahme der Breite des 
Gebietes, in dem wir die Hochbiegung der realen Volumenfläche 
gegen die Fläche der Gleichung 1) anzunehmen hätten. 


Die in Figur 2 für hôhere Temperaturen bei kleinen Drucken 
in der Umgebung des Punktes c gezeichnete Hochbiegung der 
Fläche soll den im vorigen Kapitel in jenem Druck-Temperatur- 
gebiet festgestellten Differenzen der nach Gleichung 1) berechneten 
Volumen gegen die von Amagat bestimmten Rechnung tragen. 
Das Gebiet, in dem Gleichung 1) versagt, ist auf der Volumen- 
fläche durch die Kurve ge begrenzt. 

Vom Verlauf der isometrischen Linien müBte man sich folgendes 
Bild auf Grund der nach den Extrapolationen anzunehmenden 
Hochbiegung der Volumenfläche machen. Bei unbegrenzter Gültig- 
keit der Gleichung 1) wiürden die Verlängerungen sämtlicher gerad- 
linigen isometrischen Linien eine in der »v-Ebene im Abstande 
p = —K liegende Parallele zur v-Achse schneiden. Die Ablen- 
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kangen, die diese Linien durch die Hochbiegung der Voluménfläche 
bei tiefen Temperaturen erfahren würden, sind am klarsten in der 
Projektion auf die pT-Ebene, wie sie in Fig. 3 gegeben ist, zu 


Fig. 3. 


erkennen. Die geradlinigen Stücke der hier gezeichneten Kurven 
mit ihren gestrichelten Verlängerungen verdeutlichen den Verlauf 
im Falle, daf der Gültigkeitsbereich der Gleichung 1) nach tieferen 
Temperaturen hin keine Begrenzung zeigen würde. Für T = 0 
würde nach der Gleichung der isometrischen Linie c) B, — oc 
werden. Auf die Bedenken, die dem Unendlichwerden des Diffe- 


rentialquotienten (5) entgegenstehen, hat schon G. Tammann ) 
hingewiesen. In Figur 3 ist nun angedeutet worden, wie wir uns 
die Beeinflussung der Gestalt der isometrischen Linien infolge der 
Hochbiegung der Volumenfläche bei tiefen Temperaturen vorzustellen 
hätten. Innerhalb des durch die gestrichelte Kurve abgegrenzten 
Gebietes der pT-Ebene, in dem allein die Deformation einträte, 
würden wir ein Umbiegen der isometrischen Linien in der Richtung 
nach der pv-Fläche beobachten. Mit abnebmendem Volumen würden 
die Abweichungen gegen den geradlinigen Verlauf stärker, und es 
würde der Fall eintreten, daB die Projektionen der isometrischen 
Linien die p-Achse bei positiven Drucken treffen. Ob die p-Achse 
mit abnehmendem Volumen unter weiter wachsendem Winkel von 
den Projektionen der isometrischen Linien geschnitten würde, oder 
ob die Winkel wieder abnehmen würden, spielt für unsere Be- 
trachtungen keine Rolle. Soviel ist zu erkennen, daB für endliche 
Drucke infolge der Hochbiegung der Fläche ein Unendlichwerden 


des Differentialquotienten () nicht eintreten würde. Mehr 


Interesse hat die Erôrterung der (4) -Werte an den Stellen 


1) Gôttinger Nachrichten 1911; math.-phys. Klasse. 
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T»=0, also an den Schnittpunkten der Projektionen der isome- 
trischen Linien mit der T-Achse. Hier würde sich mit kleiner 
werdendem Volumen, solange wir uns im (Gebiete des normalen 
Verlaufes befinden, ein ständiges Wachsen der () -Werte 
p=0 
zeigen, sobald wir aber in das Gebiet der Abweichungen eintreten, 
würden die (2) - Werte wieder abnehmen. Es ist hiernach 
p=0 
einleuchtend, daB die isometrischen Schnitte nicht mehr unter dem 
der Gleichung 2) entsprechenden Winkel auf die T-Achse auftreffen 
würden, sondern unter viel kleineren. Die isometrischen Linien 
würden also die T-Achse bei tieferen Temperaturen treffen, als es 
beim geradlinigen Verlauf derselben, d. h. bei Gültigkeit von 
Gleichung 2) der Fall wäre. Auch die Abnahme des Produktes 


‘B,.T,=1 bei kleinen Werten von 7,-=:1 findet durch die be- 


schriebene Aufbiegung der realen Volumenfläche ihre Erklärung. 

Wie verhält sich die Hochbiegung der Volumenfläche bei tiefen 
Temperaturen gegenüber den Folgerungen des Nernstschen Wärme- 
theorems? Planck !) hat aus diesem gefolgert, daS der Ausdehnungs- 
koeffizient des Volumens bei Annäherung an den absoluten Null- 
punkt sich dem Werte Null nähern müfte. Mit Planck käme man 
also zu dem SchluB, da bei sehr tiefen Temperaturen unsere 
Interpolationsformel für die Volumenisobare ihre Brauchbarkeit 
verlieren müfte, da das Volumen sehr viel langsamer abnähme, 
als die Formel verlangen würde. Die Konstante v, der Inter- 
polationsformel würde nur einen unteren Grenzwert des Volumens 
beim absoluten Nullpunkt darstellen. Wenn also auch die Forde- 
rung von Planck zuträfe, so bliebe die Folgerung, daf 


Vr=0,p=1 = Tp=o 


wäre, doch noch bestehen. Denn durch den von Planck geforderten 
Verlauf der Volumenisobaren wiürde das Volumen vr_0,»—1 noch 
grôBer ausfallen als nach meiner Interpolationsformel. Man kommt 
also unabhängig von den beiden diskutierten Annahmen über die 
GrôBe der Wärmeausdehnung bei T = 0 zu dem Resultate, da 
beim absoluten Nullpunkt die Kompressibilität der amorphen Stoffe 
noch merklich ist. 

Betreffs des Verlaufes der isometrischen Linien würde sich, 
wenn die Wärmeausdehnung bei 7" = 0 Null wäre, eine bestimmte 
Richtung ergeben, mit der sie auf die pv-Ebene aufträfen. Es gilt 


1) Planck, Thermodynamik. 8. Aufl. Leipzig 1911, 271. 
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allgemein die Beziehung: 


e 
de) Mon 11 | 
(az LS 

dp /r 
Da nun beim absoluten Nullpunkt für die Kompressibilität 


ein endlicher, für die Wärmeausdehnung ein verschwindender Wert 
anzunehmen wäre, ergäbe sich die Forderung 


: dp\ 
Bay (ar) m0 


v 


Alle isometrischen Linien träfen dann normal auf die vp-Ebene auf. 


Zum Schluf môchte ich Herrn G. Tammann für die Anre- 
gungen bei Ausführung dieser Arbeït auch an dieser Stelle meinen 
besten Dank aussprechen. 


Zur astronomischen Ortsbestimmung auf See- und 
Luftschiffen. 


Von 


C. Runge. 
Mit 4 Figuren im Text. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Oktober 1911. 


Die Beobachtung der Hôhe eines Gestirns liefert mit Hilfe 
eines Chronometers bekanntlich einen geometrischen Ort für den 
Standort des Beobachters eine ,Standlinie“‘, und innerhalb eines 
hinreichend kleinen Teils der Erdoberfläche kann diese Standlinie 
als eine Gerade angesehen werden. Aus zwei zu gleicher Zeit 
beobachteten Hôhen zweier Gestirne ergibt sich der Standort des 
Beobachters als Schnittpunkt der beiden Standlinien. Sind die 
beiden Hôhen nicht zu gleicher Zeit beobachtet worden und ist 
der Beobachtungsort inzwischen gewechselt, so kann er immer 
noch als Schnittpunkt zweier Standlinien bestimmt werden, indem 
man die beiden beobachteten Standlinien auf denselben Zeitpunkt 
reduziert. Dazu ist aber erforderlich, daf man weiB, wie der 
Beobachter inzwischen seinen Ort geändert hat. Man braucht 
dann nur jeden Punkt der Standlinie von dem Augenblick der 
Beobachtung an gleichzeitig dieselben Veränderungen des Orts 
mitmachen zu lassen, die der Beobachter macht, so erhält man in 
jedem Augenblick eine Standlinie auf der er sich zu der betref- 
fenden Zeit befunden haben muf. Handelt es sich um einen hin- 
reichend kleinen Teil der Erdoberfläche, so kann man sagen, 
da die Standlinie bei diesen Verschiebungen grade und sich selbst 
parallel bleibt. Wir kônnen uns auch so ausdrücken: Es werde 
ein Koordinatensystem eingeführt, das sich über den Teil der 
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Erdoberfläche, um den es sich handelt, parallel mit sich in der 
Art bewegt, da der Anfangspunkt in derselben Zeit dieselben 
Veränderungen des Orts macht wie der Beobachter d. h. sich 
parallel dem Beobachter und um die gleichen Strecken fortbewegt ; 
relativ zu einem solchen System bleibt die Standlinie unverändert. 
Man braucht daher nur beide Standlinien in dieses System einzu- 
tragen, so liefert der Schnittpunkt den Standort des Beobachters 
zu jeder beliebigen Zeit. 

Das ist grade das Verfahren, dessen sich die Seeleute bedienen, 
wenn sie die astronomisch bestimmten Standlinien relativ zu dem 
Schiffsort nehmen, der sich durch die Logge ergibt. Denn wenn auch 
der gegiBte Schiffsort von dem wahren Schiffsort verschieden ist, 
so weichen doch seine Veränderungen in der Zeit zwischen 
den Beobachtungen (abgesehen von Versetzungen von denen s0- 
gleich die Rede sein soll) von den wahren nur unerheblich ab, und 
wir kôünnen ihn daher zum Anfangspunkt eines beweglichen Koor- 
dinatensystems machen relativ zu dem die beobachteten Standlinien 
festliegen. So verzeichnen z. B. die Seeleute das Resultat der 
Beobachtung einer Sonnenhôühe als 7! W, wenn sie sagen wollen, 
daf die Standlinie dadurch erhalten wird, da man eine durch den 
Schiffsort der Logge in der richtigen Richtung gezogene Grade 7! 
nach Westen verschiebt. Der wahre Schiffsort braucht dann na- 
türlich keineswegs 7’ westlich vom gegiften Schiffsort zu liegen; 
die môgliche wahre Lage wird relativ zum gegiften Schiffsort 
eben durch die ganze Standlinie ausgedrückt. 

Dabei haben wir angenommen, daf keine unbekannten Ver- 
setzungen des Schiffes in der Zwischenzeit stattgefunden haben. 
Wenn das der Fall wäre, so würden die wahren Standlinien zwar 
in einem beweglichen Koordinatensystem, das die wahren Orts- 
veränderungen mitmacht, festliegen; in einem System aber, das 
die unbekannten Versetzungen nicht berücksichtigt, würden sie 
sich verschieben und zwar würden sie in diesem System grade die 
nicht berücksichtigten Verschiebungen ausführen. 

Unter der Voraussetzung nun, da es sich um eine Versetzung 
bandelt, die während der Zeit zwischen den Beobachtungen das 
Schiff gleichmäfig verschiebt d.h. in gleichen Zeiten um das gleiche 
Stück und in derselben Richtung, kann man daran denken, die 
unbekannte Versetzung dadurch zu ermitteln, daB man mebr als 
zwei Standlinien bestimmt. Es ist die Aufgabe dieser Abhandlung 
zu zeigen, wie das zu machen ist. 

Wir wollen zunächst annehmen, es seien zu drei verschiedenen 
Zeiten Standlinien beobachtet und relativ zu dem Schiffsort der 
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Logge, den wir zum Koordinatenanfangspunkt machen, graphisch 
in ein System eingetragen, dessen Abszissen und Ordinaten Breiten- 
und Längenunterschiede gegen den Schiffsort der Logge bedeuten. 
Wenn sich nun zeigt, daB die drei Standlinien nicht durch einen 
Punkt laufen, so kann unter der Voraussetzung fehlerfreier Beob- 
achtungen zunächst geschlossen werden, daf eine Versetzung statt- 
gefunden haben muf. Aber noch mehr, man kann aus den drei 
Standlinien und den zugehôürigen Zeïten eine Standlinie für jede 
beliebige andere Zeit ableiten. Das geschieht in der folgenden 
Weise. 


Fig. 1 


Es sei z. B. die mit 9* (Fig. 1) bezeichnete Grade eine um 
9 morgens ermittelte Standlinie und die mit 11: und 4" bezeich- 
neten seien um 11* vormittags und 4* nachmittags gewonnen. Die 
um 9 und 11 vormittags gefundenen Standlinien laufen ziemlich 
nahe an dem Schiffsort der Logge vorbei, so daB sie ohne die 
dritte Standlinie die Vorstellung erwecken würden als sei keine 
wesentliche Abweichung vorhanden. Die dritte Standlinie läBt 
nun über eine Versetzung keinen Zweifel. Wir belegen nun die 
Standlinien mit je einer Zeitskala mit äquidistanten Intervallen. 
Auf der Strandlinie 9 ist z. B. die Zeitskala so anzuordnen, daf 
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den Schnittpunkten mit den Standlinien 11° und 4* die Zeiten 11" 
und 4 zukommen, und analog auf den andern beiden. Wollen 
wir nun wissen, wo sich das Schiff z. B. um 8: nachmittags be- 
fand, so brauchen wir nur auf den drei Zeitskalen die Punkte 
aufzusuchen die der Zeit 8" nachmittags entsprechen. Sie liegen 
auf einer Graden und diese Grade ist eine Standlinie für die Zeit 
8: nachmittags. 

Der Beweis liegt in dem bekannten Satze, daf die Verbin- 
dungslinien der gleichnamigen Punkte zweïer auf zwei beliebigen 
Graden angeordneten äquidistanten Skalen die Tangenten einer 
Parabel bilden und daB alle diese Tangenten auf jeder von ihnen 
und auf keiner andern Graden wieder eine äquidistante Skala ab- 
schneiden. 

Die Babn des wahren Schiffsortes muB nämlich die drei Stand- 
linien zu den ihnen entsprechenden Zeïten schneiden und da er 
sich nach Voraussetzung mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, 
so müssen sich die Abschnitte zwischen den Standlinien wie die 
betreffenden Zeitintervalle verhalten. So verhält sich z. B. in 
Fig. 1 RQ : QP wie 2:56. Jede Grade, die diese Bedingung er- 
füllt, stellt eine môügliche Bahn des Schiffsortes dar. Alle diese 
Graden sind nun offenbar Tangenten der Parabel und auf jeder 
von ihnen kônnen wir eine äquidistante Skala konstruieren. Alle 
gleichnamigen Skalenpunkte liegen dann wieder auf einer Parabel- 
tangente, die dann die Standlinie für den betreffenden Zeitpunkt 
darstellt. Für die Grade RQP z. B. muf der Schiffsort sich um 
9ù in À um 11° in Q, um 4* in P befunden haben und um 8* nach- 
mittags muB er sich demnach in dem Punkte S der Graden RQP 
befinden, der dieser Zeit entspricht mithin auf der Graden, die 
wir als Verbindungslinie der dieser Zeit entsprechenden Skalen- 
punkte erhalten hatten. 

Wenn also drei ein Dreieck bildende Standlinien in dem sich 
mit dem gegiften Schiffsort bewegenden Koordinatensystem ge- 
zeichnet sind, die drei gewissen Zeiten entsprechen, so kônnen wir 
in der beschriebenen Weise ohne Schwierigkeit für jeden belie- 
bigen andern Zeïitpunkt eine Standlinie finden, ohne die Versetzung 
des Schiffes zu kennen. Dabei ist nur vorausgesetzt, da die Ver- 
setzung während der in Betracht kommenden Zeit gleichmäBig ist 
d. h. in gleichen Zeiten von gleicher GrôBe und Richtung. 

Gesetzt nun es wäre zu irgend einer Zeit noch eine vierte 
Standlinie durch Beobachtung gefunden worden, 50 brauchten wir 
diese nur zum Schnitt zu bringen mit der für dieselbe Zeit aus den 
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drei andern abgeleiteten Standlinie, um den wahren Standort zu er- 
halten. In derselben Weise wie wir in dem eben besprochenen 
Falle durch den Punkt P die Grade PQR legten, kônnen wir dann 
durch den Standort eine Grade zichen, die uns die Versetzung 
d. h. die Bewegung des wahren Standorts relativ zu dem gegifiten 
Standort darstellt. Der wahre Standort bewegt sich mit konstanter 
Geschwindigkeit durch die gezeichneten Standlinien hindurch, in- 
dem er jede Standlinie zu der ihr entsprechenden Zeit durchkreuzt. 
Diese Bahn des wahren Standorts ist selbst ebenfalls eine Tan- 
gente der Parabel und wird als solche als Verbindungslinie gleich- 
namiger Skalenpunkte erhalten. 

Bei den Zeitangaben, die zur Konstruktion der Standlinien 
erfordert werden, kommt es offenbar nur auf Verhältnisse von 
Zeïtdifferenzen an. Es ist daher zulässig, die Ortszeit irgend eines 
._beliebigen Ortes der Erdoberfläche zu benutzen. Ja selbst eine 
Uhr die einen beliebig grofen aber konstanten Gang hätte, würde 
richtige Resultate liefern. In der Regel wird es sich empfehlen, 
die Zeïtangaben nach der Schiffsuhr zu machen, die jeden Tag 
auf die Ortszeit des um Mittag erreichten oder zu erreichenden 
Punktes gestellt wird. 

Zwei besondere Fälle kônnen eintreten, bei denen die Tan- 
gentenschar der Parabel in ein Strahlenbüschel und eine Schar 
paralleler Graden ausartet. Diese beiden Füälle verdienen eine 
besondere Besprechung. 


Fig. 2 


3 * 
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Es môge sich beim Auftragen von drei zu verschiedenen Zeiten 
beobachteten Standlinien ergeben, daB sie alle drei durch einen 
Punkt laufen. Dann liegt es nahe anzunehmen, daB keine Ver- 
setzung stattgefunden hat. Aber das braucht keineswegs der Fall 
zu sein. Es kann dennoch eine Versetzung stattgefunden haben, 
nur ist sie an die Bedingung gebunden zu den drei gegebenen 
Zeïten die zugehôrigen Standlinien zu kreuzen. Wenn wir eine 
Grade konstruieren kôünnen, die so die Standlinien in der Reïhen- 
folge der zugehôürigen Zeiten schneidet, daf die Abschnitte zwischen 
ihnen den Zeitintervallen proportional sind, so stellt sie eine môg- 
liche Versetzung dar. In Fig. 2 z. B. wo drei um 7° um 9 und 
und um 11 30" aus Sonnenhôhen ermittelte Standlinien gezeichnet 
sind, stellt die Grade PQR eine môgliche Bewegung des wahren 
Schiffsortes relativ zum Schiffsort der Logge dar, der PQ:QR 
— (9—7):(11,5—9). Jede zu PQR parallele Grade hat aber die- 
selbe Eigenschaft und stellt deshalb auch eine môügliche Bewegung 
des wahren Schiffsortes dar. Es ist auch unmittelbar klar, da 
unter den gemachten Voraussetzungen keine anderen Linien als 
Bahnen des wahren Schiffsortes müglich sind. 


11307) 


Fig. 3 


Um eine der Graden zu finden künnen wir: unsre frühere;Kon- 
struktion benutzen. Wir brauchen uns nur vorzustellen, daf die 
drei sich schneidenden Standlinien in Wahrheit doch ein sehr 
kleines Dreieck bilden, das aber bei dem gewählten Mafistabe der 
Zeichnung in einen Punkt zusammenläuft. Wir denken uns nun 
die Zeichnung in einem so grofien MafBstab wiederholt (Fig. 3), 
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daB die drei Standlinien ein deutliches Dreieck ABC bilden. Sie 
bestimmen eine Parabel, deren Tangenten sie sind. Aber von 
dieser Parabel kommen nur diejenigen weiteren Tangenten in Be- 
tracht, deren Schnittpunkte mit den drei Standlinien von dem 
Dreieck sehr weit entfernt liegen. Denn ein Punkt, der nicht sebr 
weit von dem Dreieck entfernt ist, fällt wenn wir wieder zu der 
ursprünglichen unxergrüBerten Figur zurückkehren mit dem Schnitt- 
punkt der drei Standlinien zusammen. Die Parabeltangenten aber, 
die sehr weit von dem Dreieck entfernt sind, entsprechen als 
Standlinien betrachtet Zeitpunkten, die sehr viel früher oder sehr 
viel später liegen als die Beobachtungszeiten. Denken wir uns 
nun z. B. für einen sehr viel späteren Zeitpunkt die Skalenpunkte 
P und Q der Figur 2 auf den Standlinien AP und AC der Fig. 3 
aufgetragen (in Figur 3 liegen P und Q des grofen Mafstabes 
. wegen weit auferhalb der Zeichnung), so muB der Abstand BP 
AB 
11,59 
sein, das seit 11? verstrichen ist und dasselbe Zeitintervall muf 
der Abstand CQ gemessen durch den Skalenteil LE Er der 
Skala auf AC ergeben. Je weiter nun P und Q von B und C 
entfernt sind, um so kleiner sind AB und AC im Verhältnis zu 
BP und CQ und wir künnen ohne merklichen Fehler 


PMR 
RRQ 
setzen und erhalten demnach 
AP _ ABj/(11,5"—9*) 
AQ ACL) 
D. h. wenn wir in Fig. 3 von À aus die Länge eines Skalenteils 
AB/(11,5°—9%) auf AB und die Länge eines Skalenteils AC/ 
(11,5*—7?) auf AC abtragen, so gibt die Verbindungslinie ihrer 
Endpunkte eine Parallele zu PQ. Statt eines Skalenteils kônnen 
natürlich auch mehrere Skalenteile beiderseits benutzt werden. 
Damit haben wir die Richtung vo PQR gefunden und kônnen nun 
wieder zu der unvergrôBerten Figur 2 zurückkehren. Um für 
irgend eine beliebige Zeit die entsprechende Standlinie zu finden, 
haben wir nur auf einer der Graden PQR (Fig. 2), die durch die 
drei beobachteten Standlinien bestimmte Zeïitskala zu beachten 
und den betreffenden Punkt der Skala mit dem Schnittpunkt der 
drei Standlinien zu verbinden. So ist z. B. in Figur 2 die ge- 
strichelte Linie AS die Standlinie für 4 Gesetzt um 4 wiürde 


gemessen durch den Skalenteil gleich dem Zeiïtintervall 
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nun abermals eine Sonnenhôühe genommen und damit als Stand- 
linie relativ zu dem gegiBten Schiffsort die punktierte Linie er- 
mittelt, die jene in S schneidet, so ist S der wahre Schiffsort um 
4 und eine Parallele durch S zu PQR stellt die Bewegung des 
wahren Schiffsorts relativ zum Schiffsort der Logge dar (in der 
Figur ist diese Parallele mit —:—.— bezeichnet). 

Der zweite Fall, der eine besondere Betrachtung verdient, ist 
der wo zwei von den drei beobachteten Standlinien einander pa- 
rallel sind. In diesem Falle bestimmen diese beiden Standlinien 
auf der dritten eine Zeitskala und der Skalenpunkt, der der Zeit 
der Beobachtung der dritten Standlinie entspicht, muB der wahre 
Schiffsort zu der betreffenden Zeit sein. Hier genügen also drei 
Standlinien, um den wahren Schiffsort zu ermitteln; aber nur für 
den Zeïitpunkt der dritten Standlinie. Die Versetzung bleibt un- 
bekannt; denn jede durch den ermittelten Punkt gelegte Grade 
schneidet die drei Standlinien in der Reïhenfolge ihrer Zeiïten so, 
daB die Abschnitte zwischen den Standlinien den Zeitintervallen 
proportional sind. Jede dieser Graden stellt dann also eine môg- 
liche Bahn des wahren Schiffsortes dar. Für jeden Zeitpunkt er- 
halten wir eine Standlinie, die den ersten beiden Standlinien pa- 
rallel ist und durch den betreffenden Skalenpunkt der dritten 
Standlinie läuft. Kommt noch eine weitere Beobachtung hinzu, 
die uns für irgend einen Zeïtpunkt eine vierte Standlinie liefert 
von anderer Richtung als die ersten beiden, so bestimmt diese mit 
der ihrem Zeitpunkt entsprechenden aus den ersten Beobachtungen 
abgeleiteten Standlinie den wahren Schiffsort zu dieser Zeit und 
damit ergibt sich dann auch die ganze Bahn des Schiffsortes als 
Verbindungslinie der beiden ermittelten Schiffsorte mit der Zeit- 
skala wie sie durch die ersten beiden Standlinien auf ihr be- 
stimmt wird. 

Die Praxis würde also in dem allgemeinen Falle die sein, daf 
man die ersten drei beobachteten Standlinien in ein Koordinaten- 
system nach Breite und Länge einzeichnet, dessen Anfangspunkt 
in jedem Augenblick der gegifte Schiffsort ist. Auf diesen drei 
Standlinien (oder auch nur auf zweien von ihnen) werden Zeit- 
skalen angebracht jede mit äquidistanten Intervallen derart, daf 
jede Standlinie die Zeitskalen der andern beiden in Punkten 
schneidet, denen die Zeit jener Standlinie entspricht. Alsdann wird 
die vierte beobachtete Standlinie eingetragen und zugleich für den 
ihr entsprechenden Zeitpunkt aus den drei ersten eine fünfte 
Standlinie als Verbindungslinie der dieser Zeit entsprechenden 
Skalenpunkte abgeleitet. Der Schnittpunkt der vierten und fünften 
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Standlinie ist der wahre Schiffsort für den ihnen entsprechenden 
Augenblick !). 

Die Babn, die der wahre Schiffsort in diesem Koordinaten- 
system (d. h. relativ zu dem gegifiten Schiffsort) mit der Zeit be- 
schreibt, erhält man dadurch, daf man auch auf der fünften!Stand- 
linie eine Zeitskala entwirft, die von den ersten Standlinien in 
den ihren Zeitpunkten entsprechenden Skalenpunkten geschnitten 
wird und auf dieser Skala die Zeit abliest, die dem Schnitt mit 
der vierten Standlinie zukommt. Alsdaun bildet die Bahn des 
wabren Schiffsorts die Verbindungslinie der dieser Zeit ent- 
sprechenden Skalenpunkte der Standlinienskalen. In den beiden 
besonderen oben besprochenen Fällen ist die entsprechende Kon- 
struktion dagegen auf die dort beschriebene Weise auszuführen. 

Es empfehlt sich ein ausführliches Beispiel anzugeben, genau 
in der Form, wie es in Wirklichkeït vorkommen kann, damit man 
sieht, daf keine erhebliche Arbeïit zu den Rechnungen hinzukommt, 
die man ohnehin machen muf. 

Auf einem Dampfschiffe seien aus einer Mittagshôhe und drei 
andern Sonnenhôhen vier Standlinien gefunden und zwar wollen wir 
bei den drei letzteren annehmen, daB wie üblich mit der gegifiten 
Breite in die Rechnung eingegangen una die Ortszeit ermittelt 
ist, deren Differenz gegen die am Chronometer bestimmte Zeit die 
Länge ergibt. Zugleich ist ebenfalls wie üblich die Aenderung 
in Bogenminuten berechnet, die längs der Standlinie die Länge 
erleidet, wenn man die Breite um eine Minute vergrôBert, d. h. 
der Differentialquotient der Länge nach der Breite. Die ôstliche 
Längenänderung und die nôrdliche Breitenänderung sollen dabei 
positiv, die westliche Längenänderung und südliche Breitenände- 
rung negativ gerechnet sein. Im übrigen ist die folgende Tabelle 
ohne weiteres verständlich. 


Breite und Länge der | Differ. astron. 
Loggerechnung — Logge 


650 vorm. |49°15/ N; 13°35 W| O |4915/N: 13°35'W| 0 
11% vorm. |4921N; 1227 W| 8.7 | 4921 N; 12°32: W]| 5 Ost 
12% mittags [4923/N:  — co |49%38/N: 1217 W| — 
35" nachm. |49°28/N; 11°34 W |—0.7 |49°28’ N; 11°30'W| 4' West 


1 Breite und Länge da 
Schifisuhr astronomisch | ‘dp 


1) Zur Konstruktion der fünften Standlinie kann man sich die Einzeichnung 
der ganzen Skalen natürlich sparen und sich darauf beschränken, auf zwei der 
ersten drei Standlinien die Punkte zu ermitteln, die der Beobachtungszeit der 
vierten entsprechen. 
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Fig. 4 zeigt die vier Standlinien in einem Koordinatensystem, 
das den gegiBten Ort zum Anfangspunkt hat. Auf der ersten und 
zweiten sind die Zeitskalen vermerkt. Die Punkte À und B auf 
der ersten und zweiten Standlinie entsprechen dem Zeitpunkt 3: b" 
der vierten Standlinie. Ihre Verbindungslinie AB liefert mit der 
vierten Standlinie den Schnittpunkt C. Die Zeïitskala auf AB 
liefert für C den Zeitpunkt 1" 43" vormittags. Die Verbindungs- 
linie von C mit dem Punkte D, der diesem Zeïtpunkte auf der 
Zeitskala der ersten Standlinie entspricht, stellt dann die Bahn 


(3957) 


Fig. 4 


des Schiffsortes relativ zum gegiften Schiffsort dar. Die Babn 
schneidet ! die Standlinien in den Punkten D, E, F,C, die seine 
Lagen zu den Zeiten der Beobachtungen darstellen. Es findet 
also aufer der durch die Loggerechnung angegebene Ortsverände- 
rung noch eine beträchtliche Versetzung von etwa 2 Seemeilen in 
der Stunde in nordnordwestlicher Richtung statt. 

Dabei sind die Beobachtungen als exakt vorausgesetzt. Wenn 
wir bei den Sonnenhôhen Beohachtungsfehler bis zu 2’ zulassen 
würden, so kônnten wir sie so annehmen, daf alle vier Stand- 
linien durch einen Punkt gingen und daher gar keine Versetzung 
herauskäme. Immerhin würde es für den Seefahrer von Bedeutung 
sein zu wissen, da eine so grofe Versetzung mit seinen Beob- 
achtungen vereinbar ist. Ob sie wirklich vorhanden oder ob sie 
nur durch Beobachtungsfehler vorgespiegelt wird, mu er dann 
durch weitere astronomische Beobachtungen feststellen. 
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Es wird sich im allgemeinen wohl empfebhlen die Längenein- 
heit für die Breitenminuten im Verhältnis des Cosinus der Breite 
kleiner zu nehmen als die Längeneinheit für die Längenminuten 
ebenso wie bei Mercators Projektion. Dadurch lassen sich die Wir- 
kungen der Beobachtungsfehler bequemer übersehn. Für jede 
Minute um die eine Sonnenhôhe zu groB oder zu klein gemessen 
wird, verschiebt sich die Standlinie um eine Seemeile also in der 
Zeïichnung um die Längeneinheit der Breitenminute ohne ihre Rich- 
tung zu ändern auf die Sonne zu oder von der Sonne fort. Das 
Dreieck der ersten drei Standlinien bleibt dabei zu sich selbst 
ähnlich und ebenso bleibt die aus ihnen abgeleitete (oben als fünfte 
bezeichnete) Standlinie ähnlich zu dem Dreieck gelegen. Die vierte 
Standlinie dagegen behält zwar auch ihre Richtung, braucht aber 
bei einer Aenderung der Sonnenhôhen nicht mehr zu den andern 
. Standlinien ähnlich zu liegen wie vorher, und die Bahn des Schiffs- 
ortes kann sogar auch ïhre Richtung verändern. Für den Fall 
indessen, daB die vierte Standlinie sich so verschiebt, daB sie zu 
den andern äbnlich gelegen bleibt, muf auch die Bahn des Schiffs- 
ortes ähnlich gelegen bleiben. Jedenfalls gibt unsre graphische 
Darstellung auch das Mittel an die Hand zu überschlagen wie die 
Beobachtangsfehler wirken. 

Für die Ortsbestimmung im Luftschiff gelten analoge Be- 
trachtungen. Wenn man die Bewegung des Luftschiffs als vüllig 
unbekannt voraussetzt und nur Grund hat anzunehmen, da die 
Geschwindigkeit seiner Bewegung von konstanter Richtung und 
Grôfe sei, so hat man die Standlinien in einem ruhenden Koor- 
dinatensystem aufzutragen. Wenn man dagegen eine Vermutung 
über die Richtung und GrôBe der Bewegung besitzt, so wird man 
den Koordinatenanfangspunkt sich mit dieser Géheiaipen fort- 
bewegen lassen. 

Ein Motorluftschiff, daB nach dem CompaB gesteuert wird, 
muf geradeso wie ein Seeschiff eine Loggerechnung fübren und 
wird den Koordinatenanfangspunkt mit dem Schiffsort der Logge 
sich bewegen lassen. Unter Umständen wird die Annahme kaum 
zulässig sein, daf während der Zwischenzeit der Beobachtungen 
die Abtrifft nach Richtung und GrôBe dieselbe bleibt zumal wenn 
das Luftschiff seine Hôhe über dem Erdboden erheblich ändert. 
Dann bleibt für die astronomische Ortsbestimmung am Tage nichts 
anderes übrig als magnetische Beobachtungen mit heranzuziehn, 
so ungenau diese auch sein môgen. 


Die Island-Expedition im Frühjahr 1910. 
Von 


Angenheïister und Ansel. 


Vorgelegt durch Herrn Wiechert in der Sitzung vom 10. Dezember 1910. 


Erster Teil. 
Die erdmagnetischen Beobachtungen. 
Von Angenheister. 
E 


Die Diskussion der Beziehung der Sonnenflecken zu 
Polarlicht und magnetischen Stôrungen. 


Die Vermutung eines Zusammenhanges zwischen Sonnentätig- 
keit, erdmagnetischen Stürungen und Polarlichteïn stützt sicn 
hauptsächlich auf die gro$e Âhnlichkeit der Kurven der jährlichen 
Häufigkeit dieser Vorgänge. Alle drei besitzen eine gut ausge- 
sprochene 11 jährige Periode, die nahezu parallel verläuft; auch 
in vielen Einzelheiten der Kurven zeigen sich überraschende Âbn- 
lichkeiten. 

Besonders die Kurve der Sonnenflecken-Relativzahlen und der 
Jahresmittel der täglichen Schwankungen der -Deklination und 
Horizontal-Intensität verlaufen recht äbnlich; beide zeigen deutlich 
den schnellen Anstieg zum Maximum und den langsameren Abfall 
zum Minimum. 

Die magnetischen Vorgänge, die diese 11jährige Periode be- 
sitzen sind: 

1) die Amplitude der täglichen Variation im Jahresmittel-für 

alle 3 Elemente, 

2) die Stôrungen, 
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3) auch der säculare und jährliche Gang scheint nach den 
neueren Untersuchungen von Leyst mit dem Fleckenstande 
der Sonne veränderlich zu sein. 

Die Elemente der Sonnentätigkeit, die eine 11jährige Periode 

besitzen, sind: 

1) die Flecken, 

2) die Fackeln und Protuberanzen, 

3) die Korona und Koronastrahlen. 

Die Koronastrahlen scheinen von den Protuberanzen aus- 
zugehen und auch an der 11 jährigen Periode teilzunehmen. Fackeln 
und Flecken haben gleichzeitig ihre Extremwerte. Protuberanzen 
merklich verspätet. Diese Verspätung verschwindet, wenn man 
nur eruptive Protuberanzen zählt. 

Sonnenflecken sind wobl Vertiefungen in der Photosphäre. 

Sonnenfackeln dagegen photosphärische Gebilde, die sich 
über das allgemeine Niveau der Photosphäre erheben. Flecken 
sind stets mit Fackeln umzogen. Fackeln treten aber auch isoliert 
auf an Orten, wo keine Tendenz zur Fleckenbildung zu bemerken ist. 

Für einen Zusammenhang zwischen Sonnentätigkeit und erd- 
magnetischen Vorgängen spricht ferner der Umstand, daf zur Zeit, 
wo eine groBe Sonnenfleckengruppe sich in der Nähe des Zentral- 
meridians der Sonne befindet, eine starke magnetische Stôrung ein- 
zutreten pflegt. E. W. Maunder hat dieses systematisch unter- 
sucht und findet, daB die 19 grôBten magnetischen Stürme, die 
zwischen 1875 und 1903 in Greenwich registriert wurden, zeitlich 
mit dem Auftreten grofer Sonnenfleckengruppen in der Nähe des 
Zentralmeridians der Sonne zusammenfallen. Durchschnittlich be- 
gannen die magnetischen Stôrungen 14 Stunden vor dem Passieren 
des Zentralmeridians und dauerten bis 68 Stunden. Danach treten 
nach Evershed bei Annahme einer geradlinien Ausbreitung die Er- 
regungen von Sonnenfleck bis zu einem Winkel von 34° gegen die 
radiale Richtung aus und besitzen eine mittlere Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von 1600 klm/sec. Ricco fand 1000 klm/sec Ge- 
schwindigkeit oder 42!/2 Stunde für den Weg von der Sonne bis 
zur Erde. Andere Beobachter fanden in einzelnen Fällen andere 
Werte. Andere wieder fanden momentane Coincidenz zwischen 
Veränderungen in den Flecken und magnetischen Stôrungen, so 
Wild und Young (am 3. und 5. August 1872) und vor allem Car- 
rington und Hodgton (1. September 1859), die eine gro$e Eruption 
am Rande eines Sonnenflecks und gleichzeitig eine grofe erdmag- 
netische Stôrung beobachteten. Meist wurden auch an denselben 
Tagen grofe Polarlichter beobachtet. 
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Ein glänzendes Beispiel hierfür lieferte der 25. Sept. 1909 
wo die seit etwa 30 Jahren, grôBte magnetische Stôrung auftrat, 
eine groBe Eruption auf der Sonne in der Nähe des Zentralmeri- 
dians stattfand und abends auf der ganzen Erde, mit Ausnahme 
des Gebietes zwischen den Wendekreisen, ein prächtiges Polarlicht 
zu sehen war. 

Maunder und Ricco vertreten die Ansicht, da die Stôrung 
sich geradlinig von der Sonne fortpflanzt und das magnetische 
Gewitter auf der Erde eïinsetzt, wenn der Strahlenkegel von der 
Sonne, der durch die Sonnenrotation gedreht wird, die Erde er- 
reicht. 

Es sind nun einige Male Fälle beobachtet worden, wo ein 
Fleck den Zentralmeridian passierte, ohne da eine magnetische 
Stôrung eintrat. Auch läft sich nicht in den vielen Fällen, wo 
Fleck und Stôürung gleichzeitig sind, von der FleckengrôBe auf die 
GrôBe der Stôrung schlieBen, und endlich treten Stôrungen auf 
bei ganz fleckenreiner Sonne. 

Ich habe die täglichen Sonnenflecken Relativzahlen von 1907 
und 1908 mit der ,magnetischen Gestürtheit“ der einzelnen Tage 
vom selben Zeitraum für Samoa verglichen und eine Parallelität 
nicht entdecken kônnen. Ich habe ferner den Verlauf der Monats- 
summen der Relativzahlen für 1905 bis 1908 als Kurve gezeichnet 
und ,die Abweichungen der Monatsmittel von den normalen Jahres- 
mitteln“ der einzelnen magnetischen Elemente für 1905 bis 1908 
für Potsdam und Samoa gebildet und ihren Verlauf ebenfalls als 
Kurve gezeichnet und auch hierin keine ausgesprochene Parallelität 
gefunden. Parallelität scheint sich erst zu ergeben, wenn man 
über grôBere Zeiträume, über Jahre summiert; und doch sollte 
man vermuten, wenn die groBen Flecken die Ursache der grofen 
Stôrungeu sind, da sich dann auch ein durchgängiger Parallelis- 
mus bei den Flecken und Stôürungen im Einzelnen herausstellen 
müfte. Dieses ist aber sicherlich nicht der Fall. 

Der Grund hierfür ist vielleicht der, daB die gro$en Flecken 
gar nicht die Ursache der magnetischen Stôrungen sind, sondern 
andere dynamische Vorgänge auf der Sonne, die in der Nähe der 
Flecken gleichzeitig auftreten, nämlich die Fackeln und Protu- 
beranzen. Die 11jährige Periode, auf deren Realität sich ja vor- 
zugsweise die Ansicht aufbaut, daB die Flecken die Ursache der 
Stürungen sind, diese selbe Periode gilt auch für die Fackeln und 
Protuberanzen, überhaupt für alle Sonnenvorgänge, soweit wir sie 
kennen; auch für die Bildung der Koronastrahlen, die ja vielleicht 
nichts anderes als weit in den Raum fortgesetzte Protuberanzen 
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sind. Es liegt nicht allzufern, sich diese Strahlen bis in die Erd- 
nähe verlängert vorzustellen. Die Flecken selbst sind eigentlich 
die am wenigsten aktiven Elemente der Sonnentätigkeit; sie sind 
kühler als ihre Umgebung, wenigstens deutet man heute die Ver- 
breiterung der Absorptionslinien des Flecken-Spektrums dahin. 
Die Flecken sind vielleicht eine Folgeerscheinung von Fackeln und 
Protuberanzen, von explosionsartigen Ausbrüchen. Die Abkühlung 
im Fleck resultiert vielleicht aus der Expansion der Fackel. Die 
Fackeln und Protuberanzen sind die aktiven Elemente, sie ent- 
stehen und vergehen in wenigen Stunden, ja Minuten, schiefen 
empor mit mebreren hundert klm Geschwindigkeit in der Sekunde 
und verändern sich dauernd. 

Am wirksamsten für die Erde werden Fackeln und Protube- 
ranzen naturgemäB dann sein, wenn ihre Bewegungsrichtung die 
. Erde trifft Wenn man annimmt, daB sie senkrecht zur Sonnen- 
oberfläche hervorbrechen, wird dieses dann der Fall sein, wenn 
sie sich in der Nähe des Zentralmeridians der Sonne befinden. Dann 
aber sind sie, gerade im Gegensatz zu den Flecken für Fernrohr 
und Auge am schlechtesten oder fast gar nicht zu sehen. Man 
sieht sie gut nur in der Nähe des Randes, wo die allgemeine 
Helligkeit stark abnimmt. Da nun Gruppen von Fackeln und 
Protuberanzen beobachtet wurden, die, solange man sie verfolgen 
konnte, keine Tendenz zur Fleckenbildung zeigten, und ganz ohne 
Fleckengefolge waren, so werden sicherlich üfters groBe Fackel- 
gruppen die Mitte der Sonne passieren, ohne daB man sie mit 
Fernrohr und Auge wahrnimmt, weïl keine Flecken in ihrer Nähe 
auftreten. Diesen Fackeln sind vielleicht diejenigen magnetischen 
Stôrungen zuzuordnen, bei welchen man keine Flecken in der 
Sonnenmitte wahrnehmen konnte. 

Deslandres und Hale haben nun eine Methode der Fackelbe- 
obachtung mittels eines Spektroheliographen ausgearbeitet, die es 
ermôglicht, die Fackeln auch auf der Sonnenmitte in auferordent- 
licher Vollkommenheit zu photographieren. Diese Photographien 
geben erst ein richtiges Bild der Sonnentätigkeit und mit ibrer 
Hülfe ist am ehesten eine Lôsung unserer Frage zu hoffen. 

Bei den ganz grofen Fackelausbrüchen mag die Abkühlung 
der Gase wohl soweit fortschreiten, daB stets eine Verbreiterung 
der Absorptionslinien und eine Abnahme der Helligkeit, ein Fleck. 
sichtbar wird; woraus sich dann erklärt, daf grofe Stôrungen und 
Flecken meist gleichzeitig beobachtet werden; nur darf man nicht 
die Zeit wo der Kleck sichtbar wird in Beziehung setzen zum 
Ausbruch der magnetischen Stôrung; sondern die Zeiten, die mit 
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einander verglichen werden müssen, sind die Zeit des Ausbruches 
der Fackel oder die Zeit, wo die Erde den von der Fackel aus- 
gehenden Strahlenkegel erreicht, und die Zeit des Einsetzens der 
Stôrung. Dieser Ausbruch der Stürung wird aber wohl nicht ge- 
rade mit der Zeit zusammenfallen, wo der Fleck den Zentral- 
meridian passiert. War die Ausbruchstelle der Fackel beim Aus- 
bruch weit vom Zentralmeridian entfernt, so kann man, wenn ge- 
radlinige Fortpflanzung der Stôrangsursache senkrecht zur Sonnen- 
oberfläche vorausgesetzt wird, keine erdmagnetische Wirkung er- 
warten. Diese wird erst dann zu erwarten sein, wenn die Sonnen- 
rotation den Stôrungskegel bis zur Erde hin gedreht hat. D.h. 
wenn die stôrende Ursache die Sonnenmitte erreicht. Aber es ist 
nicht notwendig, daf die Stôrungsursache sich geradlinig fortbe- 
wegt. Wenn die stôrende Ursache aus einer ausgeschleuderten 
Wolke elektrischer Teilchen besteht, so kann eine Ablenkung dieser 
Teilchen aus ihrer gradlinigen Bahn durch einen Sonnenmagnetis- 
mus eintreten. Dabei ist zweierlei vorausgesetzt, erstens daf die 
Teilchen, die in den Protuberanzen und Fackeln emporgeschleudert 
werden, elektrische Ladungen tragen, und zweitens, daB eine mag- 
netische Kraft auf der Sonne vorhanden ist, die diese Teilchen aus 
ihrer gradlinigen Babn ablenkt. Beides ist sehr wohl müglich; 
freie Elektrizitätsmengen kommen ja auch sonst auf der Sonne 
vor; wenigstens deuten die Beobachtungen von Hale darauf hin. 
Er konnte durch die Beobachtung des inversen Zeemanneffektes 
Magnetfelder in den Sonnenflecken nachweïsen. Aus der Anordnung 
der Flokuli um einen Sonnenfleck schloB er auf den Drehungssinn 
dieses Wirbels. Aus der magnetischen Wirkung folgte dann, daf 
das Magnetfeld im Kleck durch einen Wirbel negativer Ionen ent- 
stand. Die GrôBe des Zeemanneffektes ergab sich zu 3000 Gauf als 
magnetische Feldstärke des Flecks. So ist hier in einem konkreten 
Fall das Vorhandensein von negativen Ionen und von Magnet- 
feldern auf der Sonne nachgewiesen. Die direkte magnetische Wir- 
kung dieser Magnetfelder der Sonne auf den Erdmagnetismus ist 
übrigens zu klein um gemessen werden zu kônnen. Die hohe Tempe- 
ratur an der Sonnenoberfläche erklärt ungezwungen die Entstehung 
von Jonen auf der Sonne. Glühende Metalle und glühende Kohle 
entsenden dauernd negative Ionen. Beide sind an der Sonnen- 
oberfläche vorhanden. Allerdings bleiben bei den Laboratoriums- 
versuchen die Flammengase positiv zurück, während Hale doch auf 
negative Ladung seiner Flokuli schliefen muf. Auch ultraviolettes 
Licht kann als Ionisator an der Sonnenoberfläche wirken. 
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Elektrische Teilchen und Magnetfelder sind also wohl auf der 
Sonne vorhanden und eine zeitliche Verschiebung erdmagnetischer 
Stôrungen gegenüber einer Eruption auf der Sonne oder dem Er- 
scheinen des Eruptionszentrum im Zentralmeridian der Sonne, er- 
hält so eine plausibele physikalische Erklärung in der Ablenkung 
der von der Sonne ausgesandten elektrischen Teiïlchen durch Mag- 
netfelder auf der Sonne. Deslandres (Compt. R. N. 2. 1910) hat 
eine solche Erklärung der Verspätung erdmagnetischer Stôrungen 
versucht. Das Magnetfeld der Sonne hat er dabei durch Zirku- 
lationsstrôme elektrischer Teiïlchen erklärt (positiver Teilchen, die 
im Rotationssinn in Âquatorbreite um die Sonne zirkulieren). 

Eïinen permanenten Eigenmagnetismus der Sonne hat man 
ihrer hohen Temperatur wegen für unmôglich gehalten; allerdings 
weif man nicht sicher, in wie weit der enorme Gravitationsdruck 
im Sonneninnern die Abnahme eines eventuell vorhandenen per- 
manenten Magnetismus mit der Temperatur wieder rückgängig zu 
machen im Stande ist. Die elastischen Eigenschaften der Materie 
bei hoher Temperatur werden jedenfalls durch hohe Drucke stark 
beeinfluft. So wird die Scheerungselastizität weit oberhalb des 
Schmelzpunktes keineswegs Null, wenn starke Drucke vorhanden 
sind, wie das Studium der transversalen Erdbebenwellen im Erd- 
innern beweist. Die Materie verhält sich dort infolge des grofBen 
Drackes, trotzdem die Temperatur wohl sicher oberhalb des kriti- 
schen Punktes liegt, wie ein vollkommen elastischer fester Kürper. 
Vielleicht bewirken grofe Drucke, daf die Kôrper trotz hoher 
Temperatur Magnetisierbarkeit und permanenten Magnetismus be- 
wahren. 

Bei der Temperaturzunahme wächst die molekulare Bewegungs- 
energie so sehr an, daB die richtenden Kräfte des Magnetismus 
nicht mehr ausreichen um eine Wirkung zu erzeugen. Verhindert 
aber der Druck die Ausdehnnng, dann wird die molekulare Be- 
wegung nicht in demselben Mae anwachsen und die richtende 
Kraft daher vielleicht wirksam bleiben kônnen. 

Allerdings steht im Gegensatz zu dieser Vermutung die von 
Tammann vorgenommene Deutung einiger Messungen der Volum- 
änderung beim UÜbergang von magnetisierbarem «- in unmagneti- 
sierbares 8- und y-Eisen. Da diese Volumänderungen reversibel 
sind, läBt sich auf sie die Clausius-Clapeyronsche Formel 


aT __ 4T 
si À 
anwenden. 
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T = absol. Umwandlungstemperatur. 

dv = Volumänderung bei der Umwandlung. 

ER, — Umwandlungswärme bei konstantem Druck in mecha- 
nischem Mafe. 

Aus der Messang von 4, R, und 7 folgt nun, daf die Um- 
wandlungstemperatur sich durch steigenden Druck erniedrigt. Es 
wird hiernach auf der Sonne also auch in grôBeren Tiefen wohl 
nur ganz schwach magnetisierbares y-Eisen existieren kônnen. Im 
Erdinnern würde ebenfalls schon in geringer Tiefe (bei ‘so Erd- 
radius sind 16000 kg/em? Drack und über 600° Celsius zu erwarten) 
nur y-Eisen existieren kôünnen. Sinkende Temperatur kôünnte es 
unter VolumvergrôBerung in den stärker magnetisierbaren Zustand 
überführen. Bidlingmaier sieht hierin einen Grund der Säkular- 
variation. 

Man kann die Versuche, die erdmagnetischen Stôrungen zu er- 
klären, in zwei Gruppen teilen. Der eine Versuch (A. Schuster) 
nimmt an, daB die ultravioletten Strahlen der Sonne die obere 
Erdatmosphäre ionisieren, und daB die stark leitende Luft der 
oberen Schichten (etwa 300 klm hoch) sich horizontal gegen das 
Kraftliniensystem des Erdmagneten verschiebt. Diese horizontalen 
Luftstrômungen rühren von den täglichen Barometerschwankungen 
her und die durch diese Bewegung der leitenden Luft entstehenden 
Induktionsstrôme erzeugen magnetische Effekte auf der Erde. Den 
regelmäBigen Strômungen infolge der täglichen Barometeroscilation 
entsprechen die täglichen Variationen. Stôrungen entstehen dann 
durch plôtzliche Ânderungen der Leitfähigkeit der oberen At- 
mosphäre infolge von Ânderungen in der Intensität des von der 
Sonne ausgesandten ultravioletten Lichtes. Für die Erklärung 
der täglichen Periode hat diese Theorie wohl viel Wahrscheinlich- 
keit. Dagegen macht es einige Schwierigkeit mit Hülfe dieser 
Theorie, das fast ganz simultane Auftreten der Stôrungen auf der 
ganzen Erde, auch auf der von der Sonne abgewandten und dem 
ultravioletten Licht nicht zugängigen Nachtseite zu erklären; und 
ferner die besondere Stärke der Stôrungen und Polarlichter in 
bestimmten Gebieten, den Polarlichtzonen. 

Der andere Erklärungsversuch nimmt an, daf elektrische Teil- 
chen von der Sonnne ausgehen. Birkeland und Deslandres nehmen 
an, daf Elektronen von der Sonne ausgehen, Arrhenius, daf nega- 
tive Ionen unter Lichtdruck wandern. 

Die Elektronen Birkelands erleiden bei ihrem Eintritt ins 
Magnetfeld der Erde eine magnetische Ablenkung. Sie kônnen 
daher auch an die Nachtseite der Erde gelangen; vornehmlich 
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werden sie in die Polarlichtzonen eingesogen. Andererseits bildet 
sich auch ein Ring von Elektronen in der Aquatorebene. Hier- 
durch lassen sich manche Eigentümlichkeiten der Stôrungen er- 
klären, so ihr fast ganz simultanes Auftreten auch an der Nacht- 
seite der Erde und ihre besondere Stärke in den Polarlichtzonen, 
aber andererseits erscheint die in den Stôrungen zutage tretende 
Energie zu grof, als daB sie aus einem Elektrizitätszuflu8 von der 
Sonne herrübren kônnte. Vielleicht kommt den von der Sonne 
kommenden im Erdfeld abgelenkten Elektronen nur eine auslôsende 
Rolle zu, indem sie durch StoB die obere Atmosphäre ionisieren; 
auch an der Nachtseite und besonders in der Polarlichtzone. Die 
erdmagnetische Stôrung selbst kommt dann durch Bewegung dieser 
stark ionisierten Luft gegen das Kraftliniensystem der Erde als 
eine elektromagnetische Induktionswirkung zustande. 

Es treten also wohl im wesentlichen zwei Vorgänge bei erd- 
magnetischen Stürungen auf, die den Zusammenhang der Stôrungen 
mit der Sonnentätigkeit und den Polarlichtern erklären, nämlich 
der StoB elektrischer Teilchen, die von den Ausbrüchen auf der 
Sonne stammen; dieser StoB ionisiert die obere Atmosphäre, und 
bringt sie zum Leuchten (Polarlicht) und zweitens Induktionsstrôme 
infolge der Bewegung leitender Gasmassen gegen das Kraftlinien- 
system des Erdmagneten. Wenn man diese Anschauungen zu- 
grunde legt, wird man leicht zu der Vermutung geführt, daB beim 
Durchgang der Erde durch den Schweif des Halleyschen Kometen 
diese Vorgänge in besonderer Weise hervortreten mufBten. Denn 
beide Vorgänge kônnen sich auch in der Atmosphäre eines Ko- 
metenschweifes abspielen, Stofionisation und Leuchten kann auch 
dort durch Elektronen von der Sonne hervorgerufen werden. 
Ebenso werden Induktionsstrôme auftreten kônnen, wenn die mag- 
netische Erde durch den Schweïif hindurchtritt. 

Die Frage nach der Geschwindigkeit der Ausbreitung der 
Stôrung von der Sonne zur Erde hin, die am ehesten Aufschluf 
über die Natur der Stôrung geben kônnte läft sich nun vielleicht 
auf folgende Weise untersuchen. Es ist ôfters behauptet worden, 
daB die Kometen ïihre grôfite Lichtstärke in Perioden starker 
Sonnenfleckentätigkeit zeigen, also gleichzeitig mit der Polarlicht- 
häufigkeit. Ferner ist bekannt, daf die Kometen neben dem 
schwachen, kontinuierlichen Spektrum, das wahrscheinlich von re- 
flektiertem Sonnenlicht herrührt, noch ein Bandensprektrum zeigen, 
welches von gasfôrmigem Kohlenwasserstoff-Cyan herrührt. Dieses 
Spektrum wurde im Swistschen Kometen 65000000 kim vom 
Kern entfernt beobachtet. Man kann nicht gut annehmen, da 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1912. Hett 1. 
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infolge hoher Temperatur leuchtende Gasmassen dieses Spektrum 
aussenden, denn es wurde bei Kometen beobachtet, die soweit von 
der Sonne entfernt waren, daB eine so hohe Temperatur hôchst 
unwahrscheinlich ist. Man wird also wohl elektrische Vorgänge 
als Ursache ahnehmen müssen, wie wir sie auch in der Erd- 
atmosphäre als Polarlicht beobachten kônnen. Schon die oben er- 
wähnte gemeinsame Abhängigkeit der Leuchterscheinungen in Ko- 
meten und in der Erdatmosphäre (Polarlicht) von der Sonnentätig- 
keit deutet darauf hin, da wir es hier mit verwandten Phäno- 
menen zu tun baben. Falls die Polarlichter der Erde durch 
Aufprallen von Elektronen, die von der Sonne kommend auf die 
Erdatmosphäre treffen, entstehen, so kann man wohl vermuten, 
daB auch Elektronen von der Sonne kommend die Gasteile des 
Kometenschweifes treffen und zum Leuchten bringen. Die Licht- 
erscheinungen im Kometenschweïif und in der Erdatmosphäre, und 
die magnetischen Stürme sollten daher einen parallelen Verlauf 
nehmen, wenn Komet und Erde sich gleichzeitig im Strahlungs- 
kegel der Sonnentätigkeit befinden. Wenn die Stôrung sich mit: 
Lichtgeschwindigkeit und geradlinig fortpflanzt, sollten die Er- 
eignisse nabezu gleichzeitig auftreten; auftretende Phasenver- 
schiebungen kônnten môglichenfalls Auskunft über die Natur der 
Strahlung geben. 

Bewegt sich die Erde selbst durch den Kometenschweïf hin- 
durch, so kann man gleichfalls erwarten, daf die elektrischen 
Vorgänge, die das Gasspektrum im Kometenschweif veranlassen, 
einen Einflu8 auf unsere Atmosphäre und auf den Erdmagnetis- 
mus gewinnen. Wie die Polarlichtstrahlen der Erde so müssen 
dann die elektrischen Strahlen im Kometenschweiïf der ablenkenden 
Wirkung des Erdmagneten unterliegen. Eine Anderung der Ge- 
stalt des Kometenschweifes, der die elektrischen Strahlen enthält, 
und auf der Erde ein Nordlicht, eine magnetische Stôrung kônnte 
die Folge sein. Wenn die Gase des Kometenschweïfes stark ioni- 
siert sind, so müfBte auch der Durchgang der magnetischen Erde 
elektrische Strôme in den elektrisch leitenden Schweifgasen indu- 
zieren, die ihrerseits wieder magnetische Wirkungen auf der Erde 
ausüben kônnten. Vielleicht sind solche Wirkungen bei der äuBerst 
dünnen Verteilung der Materie im Kometenschweïf nur gering. 

Genaue erdmagnetische und Polarlicht-Beobachtungen in den 
Hauptstôrungsgebieten, den Polarlichtzonen, zur Zeit, wo ein naher 
Komet unter ständiger Beobachtung der Sternwarten steht, oder 
wo sogar die Erde durch den Schweif des Kometen hindurch tritt, 
kônnen also sehr wohl einen Beitrag zur Lüsung der Frage nach 
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der Natur erdmagnetischer Stôrungen und der Polarlichter und 
ihres Zusammenhanges mit der Sonnentätigkeit liefern. 


IT. 
Reisebericht. 


Diese Überlegungen und die Nachricht, daB von vielen Seiten, 
vor allem auch von Herrn Professor Birkeland aus Christiania 
am Nordkap für die Zeit des Durchgangs der Erde durch den 
Schweïif des Halley’schen Kometen erdmagnetische und luftelek- 
trische Beobachtungen angestellt werden würden, haben mich ver- 
anlaft, die geophysikalische Kommission der Kôniglichen Gesell- 
- schaft zu Gôttingen zu bitten, mir die Beobachtung der erdmag- 
netischen Vorgänge in der Polarlichtzone, wo ein Maximum der 
Wirkong zu erwarten war, für diese Zeit zu ermôglicheu. 

Durch die Vermittelung dieser Kommission, wurden mir vom 
Kultusministerium 2000 Mk. zur Ausführung des Planes zur Ver- 
fügang gestellt. Die Kônigliche Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Gôttingen gab aus eigenen Mitteln noch 500 Mk. hinzu um luft- 
elektrische Beobachtungen zu ermôglichen. Der geophysikalischen 
Kommission der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen fühlen wir uns 
für ihre gütige Verwendung zu grofem Dank verpflichtet. 

Zur Ausführung des Planes wurde nach Verständigung mit 
Herrn Professor Birkeland als Beobachtungsstation Dyrafjord auf 
Island gewählt. Dort befand sich noch von der norwegischen Po- 
larlichtexpedition vom Jahre 1902 her ein Haus füc magnetische 
Registrierungen und eins für astronomische und absolute magne- 
tische Messungen, eine meteorologische Hütte, ein Pfeiler zu Wol- 
kenbeobachtungen und eine Mire; ferner stand dort eine verlassene 
Walfischfängerstation, in der eine Unterkunftsmôglichkeit war. 
Es schien mir besonders wertvoll, an diesen Platz zu gehen, weil 
dort schon einhalb Jabr lang magnetische Beobachtungen vorge- 
nommen waren, sodaB also die Säkularvariation sich durch den 
Vergleich dieser Beobachtungen mit denen, die ich zu machen be- 
absichtigte, schon recht gut ergeben mufte. Leider habe ich bisher 
die hierzu nôtigen Daten von der ehemaligen norwegischen Expe- 
dition noch nicht erhalten. 

Es war überhaupt unser Bestreben, die Arbeiten in Dyrafjord 
und auf der Hin- und Rückreise so einzurichten, da8 auch abge- 
sehen von der speziellen Untersuchung des Kometeneinflusses, 
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Beobachtungen angestellt wurden, die wissenschaftlich wertvolle 
Resultate erwarten liefen. Das gilt besonders auch von den luft- 
elektrischen Beobachtungen. 

Unsere Reisevorbereitungen wurden im geophysik. Institut zu 
Gôttingen getroffen; dem auch der grôfte Teil unserer Instrumente 
entstammte. 

Unsere wissenschaftliche Ausrüstung bestand aus einem System 
Eschenhangen’scher Registrierinstrumente Deklinograph, Horizon- 
tal-Intensitäts-Variometer und einer von mir konstruierten Tor- 
sions-Wage, die ich unten näher beschreiben werde. Ferner ein 
Tesdorf'scher Theodolith für absolute Messungen und ein Inkli- 
natorium von Sartorius. Leider war es ganz unmôglich, trotz vieler 
Anfragen, einen Erdinduktor geliehen zu erhalten. 

Als Ubren dienten 2 Glashütter Uhren von Lange, Dresden 
und ein Schiffschronometer von Knoblich. (Geliehen von der Güt- 
tinger Sternwarte.) 

Als astronomisches Instrument diente ein kleiner Theodolith 
und ein Sextant. Ferner war ein kleines Instrument vorhanden 
zur Bestimmung der Polarisation des Himmelslichtes, das von Herrn 
Jensen, Hamburg gütigst geliehen wurde. Über die luftelektrischen 
und meteorologischen Instrumente wird Herr Ansel im IL. Teil 
berichten. 

Die Reise wurde am 7. April von Güttingen aus angetreten 
und führte von Kopenhagen in 10 Tagen über Leith und Farôra 
nach Reykiavik; dort war ein 4tägiger Aufenthalt, der unter an- 
derem dazu benutzt wurde, im Interesse und auf Wunsch der deut- 
schen Mechäniker- und Optiker-Vereinigung Erkundigungen über 
Beschaffung von Isländer Doppelspat einzuziehen. Hierüber ist 
an anderer Stelle mehrfach von uns berichtet worden. 

Von Reykiavik führte die Reise zu Schiff weiter nach Dyra- 
fjord, das am 27. April erreicht wurde. Die ersten Tage wurden 
in Thingeiri verbracht, und die Erlaubnis zum Benutzen der 
Walfischstation als Wohnung bei dem norwegischen Besitzer tele- 
graphisch eingeholt; nach Empfang dieser Erlaubnis wurde dorthin, 
an die andere Fjordseite, übergesiedelt; die Beobachtungshäuser 
von Schnee und Eis gereinigt und mit Brettern und Glasscheiben 
repariert. Am 4. Mai begann die regelmäBige erdmagnetische Re 
gistrierung, die bis zum 1. Juni ununterbrochen fortgesetzt wurde. 
Am 2/3 Juni wurde gepackt und am 4. die Heimreise angetreten, 
und am 20. Juni Gôttingen wieder erreicht. Es wurden auf der 
Hin und Rückreise in den angelaufenen isländischen Hafenplätzen 
erdmagnetische Messungen gemacht. 
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UT. 


Die erdmagnetischen Messungen und Registrierungen 
in Dyrafjord. 

Die Verarbeïtung der erdmagnetischen Registrierungen ge- 
schah in derselben Weise wie die erdmagnetischen Beobachtungen 
des Samoa-Observatoriums verarbeitet worden sind. (Siehe hierüber 
Abhandl. d. Kgl. Ges. d. Wiss., Band IX, Nr. 1) Nur wurden wegen 
der grôBeren Unruhe der Kurve nicht Stundenmittel, wie für Samoa, 
sondern Halbstundenmittel gebildet. Die tägliche Periode und die 
Kurve der 24stündigen Mittel von 3 zu 3 Stunden wurde ebenso 
wie für Samoa (dort von 6 zu 6 Stunden) gebildet. 

Die Basis wurde durch absolute Messungen kontrolliert. 


1. Messungen der Horizontal-Intensität. 


Die absoluten Messungen der Horizontal-Intensität erfolgten 
mittels des auch in Samoa benutzten ,Anschluf-Theodolith‘ (siehe 
Abhandl. d. Kgl. Ges. d. Wiss., Bd. IX, Nr. 1). 

In Dyrafjord wurden folgende absolute Horizontal-Intensitäts- 
Messungen vorgenommen und aus ihnen der Basiswert berechnet. 


Schwingung | Basiswert d. H. I. 


Datum Jan Ablenkung 


| 

| 
8. Mai | | 

| k 0.11263 


10 à k 

ER à 

itoé ï 

18: à n ; 0.11254 
19. ? k 

a. € 

24. ‘ 

28. | J l 0.11245 
FRS | * | : 


Die Basis hat sich also für die provisorische Aufstellung recht 
gut gehalten. Und die Schlüsse, die man aus dem Verlauf der 
Kurven, speziel der Nachstôrung ziehen kann, haben daher recht 
groBe Sicherheit. 

Es scheint mir eme geringe Wanderung von etwa 1'/pro Tag 
vorhanden zu sein. Dieses macht für einen Tag etwa 0.3 mm auf 
der Registrierkurve und für die Gesammtdauer der Registrierzeit 
im Maximum 1cm. Die Unsicherheit ist natürlich viel geringer, 
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da die oft wiederholten Ablenkungsbeobachtungen eine gute Kon- 
trolle geben. 
Die Rechnung wurde vollzogen nach der Formel: 
mod 


BH —lg0— 5 lgsnp—lg T0 KH(1+ sin g) 


sing wurde korrigiert auf gleiche Temperatur, Variation von D. 
und H. I, Ungleichheït der Ablenkungswinkel. T'wurde korrigiert 
auf gleiche Temperatur, Variation von H. I. auf unendlich kleine 
Bôügen, auf Torsion, Uhrgang. 


2. Deklinationsmessungen. 


| Winkel zwischen Nadel und Mire, 


Azimut d à 
Dam reduziert auf Basis D F'Mire F | Basis D 
8. Mai 31°19' | 
10. ; 24 ? Mittel 31°.21’ 39 3!,6 34° 24! 6 
12. , 20 

Basisversetzung 
LA 30° 53! 
16:44 52 
1654 53 
as DD | Mittel 30°53/.5 3° 31.6 33057’.1 
+ MR 54 
24. , | b4 | 
Mu 53 
30. ? 54 | 


Die obigen Deklinationsmessungen wurden mit Fadenauf- 
hängung vorgenommen; natürlich wurde der TorsionseinfluB des 
Coconfadens bestimmt, auBerdem wurden noch zur Kontrolle 4 
Messungen mit Pinne vorgenommen, die 3 mal einen um 2'—3" grôfe- 
ren, einmal einen 1.6 kleineren Deklinationswinkel ergaben. Eine 
Ânderung der Basis schien mir nicht wahrscheinlich, ich habe da- 
her die beiden Mittelwerte 34°24'.6 für 4.—12. Mai und 33°657 für 
12. Mai bis 1. Juni angenommen. 

Die Azimutbestimmung der Mire geschah mit Hülfe der Sonne 
im ersten Vertikal, gerechnet wurde dabei nach den Napier’schen 
Analogien. 


Meine Beobachtungen ergaben für Az — 3°6/.0 
= 20 (38180 im Mittel 
= 47 

Ansels Beobachtungen ergaben für Az — 3°3.3 im Mittel 


von ebenfalls 4 Messungen. 


Zur Rechnung verwendet wurde Az 3°8’.6 im Mittel 
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3. Inklinationsmessungen. 


Die Inklinationsmessungen erfolgten mit Hülfe eines Inkli- 
natoriums von Sartorius. Leider ist es mir nicht gelungen, einen 
Erdinduktor geliehen zu erhalten. Ich habe Anfragen darüber 
an die Observatorien in Potsdam, Wilhelmshafen, Aachen und 
Christiania gerichtet, leider waren die Institute nicht in der Lage 
ein solches Instrument zu verleihen. Die Inklinationsmessungen 
lassen viel zu wünschen übrig, trotzdem die Nadel für die Expe- 
dition nochmals auf das Sorgfältigste in der Werkstätte von Sar- 
torius (Gôttingen) poliert und ausbalanziert worden war. 

Die Genauigkeit der Vertikal-Intensitäts-Registrierung ist eine 
wesentlich grüBere als die der absoluten Inklinationsmessungen. 
Auf den Rat des Herrn Prof. Ad. Schmidt verfuhr ich folgender- 
. maBen. Ich benutzte die eine der beiden Nadeln Nr. X zu rela- 
tiven, die andere IX zu absoluten Messungen. Nadel X wurde 
während der ganzen Registrierzeit nicht ummagnetisiert, sondern 
nur zum SchluB der Registrierzeit zweimal hinter einander: IX 
dagegen wurde bei jeder Messung ummagnetisiert. Mit IX wurden 
nun wenige Messungen, über die ganze Registrierzeit verteilt, an- 
gestellt, mit X dagegen so oft wie môglich, fast täglich. 


Datum Nr. der Nadel | Werte für 1 X, (nicht reduziert) 

8. Mai | IX 

10%.‘ IX 

tait XX 77°43'.0 

16 f 4 39.7 

| rie is age à 41.0 

«til x 3920 

18. , Exvs 928.5 0.5083 
FC x 38.0 51 
20. IX 

2. p'< 33.2 58. 
2%. + 4112 53 
28. , x | 35/.7 78 
24. ? X 36.5 56 
ne Le | . | 30/5 70 
tes L| X 33/.6 | 47 
2: S | 38.6 

28. , Là ee 29'5 81 
29. re 39.7 74 
EAN X 38.6 66 
AL FOSC 32.5, 320, 361.5 73 
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Da hier 1’ im Inklinationswinkel etwa 707 in der Vertikal- 
Intensität ausmacht, ist es recht schade, daB nur so ungenaue 
Messungen zustande kommen konnten. Es hat daher keinen Sinn 
mit diesen absoluten Messungen von I. die Basis der Vertikal-In- 
tensität zu verfolgen, denn die Sicherheit der Basis der Wage- 
registrierungen von Tag zu Tag ist eine weit grôBere als die der 
absoluten Messung von I. Man sieht aus dem Verlauf der Kurven, 
daf die Wanderungsbeträge der Wageregistrierung z. B. vom 22. 
V. bis 1. VI. nicht mehr als ein paar Millimeter betragen künnen. 


Da die Wage trotz erheblicher Schwankungen von 5—10 cm und 
Y_p? 
einer Empfindlichkeit von etwa mt 


doch stets zur selben Tages- 


zeit, wenn einigermafen Ruhe herrscht, zur. selben Ruhelage zu- 
rück kommt. Es schien mir daher geraten, die berechneten Basis- 
werte der Wage in Gruppen zusammenzufassen und die Mittel- 
werte als wahre Basiswerte anzunehmen. Die Wanderungsbeträge 
aber nach dem Aussehen der Kurve zu beurteilen und einzuführen. 
Jedenfalls ist dieser Weg sicherer als die Basiswerte direkt aus den 
unsichern Inklinationsmessungen abzuleiten. Die eventuellen Wan- 
derungsbeträge der Wageregistrierung sind, nach dem Aussehn der 
Kurven geurteilt, sicher gering und vielmals kleiner als die Schwan- 
kungen, die sich für die Basis ergeben würden, wenn man die un- 
sichern Inklinationswerte verwenden würde. Immerhin besitzen 
die Werte der Vertikalintensität, wegen dieser doch nur mangel- 
haften Kontrolle eine erheblich geringere Zuverlässigkeit als die 
Werte der Deklination und Horizontal-Intensität. Die Empfndlich- 
keit wurde nach den üblichen Methoden (GauB aus I und II 
Hauptlage) bestimmt. 


4. Skalenwertbestimmungen. 


Datum | Dekl. ein r | Dekl. sin’ | H.1# | V.L «” 

6. Mai | 35 1026 | 18 | 6.77 
; nm 

Us il : : TS UE 

1-27 è ; 24 |151 

2 SU He - ï 23 | 48 

1 Juni | k s 24 | 4b 

n Y44 013 |0”.54 0”.87 Schnellregistrierung. 


Der Torsionseinfluf des Deklinographen betrug etwa 1°,. 


Die Island-Expedition im Frübhjabr 1910. 57 


5. Messung der Temperaturkoeffizienten. 


Der Temperaturkoeffizient wurde durch Erwärmung des Re- 
gistrierraumes mittels Lampen, und gleich darauf erfolgende Ab- 
küblung durch Offnen der Tür, zu ermitteln versucht. Für H. I. 
wurde der Koeffizient so klein gefunden, daB er bei der geringen 
Temperaturschwankung nicht von Bedeatung zu sein scheint und 
‘deshalb auch nicht in Rechnung gebracht wurde. Bei der Vertikal- 
Intensität ergab sich wohl ein erheblicher Temperaturkoeffizient. 
Aber die Temperaturschwankung innerhalb eines Tages ist so ge- 
ring, daf sie selbst auch hier keinen Einflu8 auf die tägliche Pe- 
riode der Vertikal-Intensität gewinnt. Die Temperaturschwan- 
kung von Tag zu Tag im Laufe des Monats ist dagegen grôBer 
und hier tritt ein Einfluf wohl zu Tage; er ist daher auch in 

Rechnung gestellt worden. 


Die Torsionswage. 


Die in Dyrafjord benutzte magnetische Wage ist in der Werkstatt 
des Geophysikalischen Instituts zu Güttingen nach dem bekannten 
Prinzip der Torsionswage nach meinen Angaben gebaut worden. 

Ein etwa 0.02 mm dicker und etwa 25 cm langer Stahldraht 
wurde von 2 Trägern horizontal gespannt. Zwischen Träger und 
Draht war an der einen Seite noch eine Messingblechfederung ein- 
geschaltet. Der Draht konnte auf der einen Seite durch eine 
Schraubvorrichtung tordiert werden ohne dabei seine Spannung zu 
ändern; auf der anderen Seite konnte er ohne Torsion angespannt 
werden. An diesen Stahldraht war mittels Klemmbacken in der 
Mitte ein 7cm langer und ‘—1cm breiter und 0.1cm dicker 
Stahlmagnet befestigt, der mit Balanzierschräubchen, Astasier- 
schräubchen und an der unteren Seite mit einem Spiegel von Ober- 
flächenversilberung versehen war. Das unter dem Magnetspiegel 
angebrachte Prisma war durch zwei bequem erreichbare und hand-. 
liche Schrauben um eine horizontale und vertikale Axe drehbar 
das übrige ist aus der Figur 1 leicht zu erkennen. 

Der Vorteil, den diese Wage mir gewährt hat, liegt vor allem 
in der bequemen Handlichkeit und der leichten Erreichbarkeit aller 
Teile; die eine schnelle Einstellung, besonders auch des Prismas, 
ermôglichen. Ferner wird durch die Torsionsaufhängung die un- 
regelmäBige Reibung der Spitzen- und Schneidenlagerung vermiedén, 
und ferner die Môglichkeit gegeben den Temperaturkoeffizient zu 
eliminieren. Es läBt sich nämlich die Bewegung der Magnetnadel 
infolge der Momentänderung bei Temperaturwechsel kompensieren 
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durch eine entgegengesetzte Bewegung der Magnetnadel infolge 
der Torsionsänderung beim Temperaturwechsel. Es muB nur aus- 
probiert werden, daf die Anfangstorsion nach der entsprechenden 
Richtung und in der entsprechenden Grôfe erteilt wird, was ja 
immer môglich ist, da mit Hülfe der Balanziergewichte bei jeder 
beliebigen Anfangstorsion die horizontale Nullage der Magneten 
wieder hergestellt werden kann. ÆEs mu also bei der horizontalen 
Nullage des Magneten die bereits erteilte Anfangstorsion den 
magnetischen Nordpol in die entgegengesetzte Richtung zu treiben 
streben, als der Erdmagnetismus es tut, auf der nôrdlichen Halb- 
kugel also nach oben, dann wird bei steigender Temperatur einmal 
die Torsionskraft abnehmen und infolgedessen der Nordpol der 


Fig. 1. Die Torsionswage. 


Nadel sich senken; infolge der gleichzeitigen Momentabnahme, 
wird sich der Nordpol aber heben, da sie dem Druck der Balanzier- 
gewichte und der Anfangstorsion, die sie beide nach oben treiben, 
Folge leisten muf. Beide Bewegungen sollen nun gleich grof sein. 


IV. 
Ergebnisse der Beobachtungen. 
1. Die Stôrung vom 18.—20. Mai 1910 (Zeit des Durchganges), 


Vor allem interessiert natürlich die Frage, ob ein Einfluf des 
Kometen beobachtet werden konnte. 
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Die Entwicklung des Halleyschen Kometen blieb leider weit 
hinter den Erwartungen zurück. Es ist sogar zweifelhaft, ob ein 
Durchgang der Erde durch den Schweif stattgefanden hat. Zur 
erwarteten Zeit früh Morgens am 19. Mai 1911 hat er wohl nicht 
stattgefunden, denn J. Hartmann beobachtete den Kometen noch am 
Abend des 19. Mai derart, daB der Durchgang noch nicht erfolgt 
sein konnte. Da somit die Zeit des Durchgangs bisher nicht genau 
fixiert ist, ist es schwer, dem Durchgange, falls er überhaupt statt- 
gefunden hat, bestimmte magnetische Ereignisse zuzuordnen; we- 
nigstens ist dies der Fall, wenn man an eine Ânderung des mag- 
netischen Zustandes der Erde denkt, die beim Eintritt in den 
Schweïif des Kometen beginnt und beim Verlassen endet, die also 
etwa — nach der Vorausberechnung — eine Stunde dauern sollte. 
Besonders schwierig wird dies noch durch die besonders starken 
Bewegungen der Magnetnadeln die gerade in der Zeit vom 18.—20. 
Mai in Island auftraten. 

Ferner kann man an einen zeitlich etwas ausgedehnten Ein- 
flu8 des Kometenschweïifes denken. An einen EinfluB, der eine 
längere Zeit hindurch andauerte, während die Erde sich in der 
Nähe des Kometenschweifes befand. Tatsächlich zeigt der 19. Mai, 
der für den Durchgang vorausberechnete Tag, an dem der Durch- 
gang, wenn er überhaupt stattgefunden hat, spät abends erfolgt 
ist, die grôBte erdmagnetische Stôrung die in der Zeit vom 4. Mai 
bis 1. Juni in Dyrafjord registriert wurde. Aber zwei Gründe 
sprechen dagegen, hier einen Eïinfluf des Kometen zu vermuten. 

1. Die Stôrung unterscheidet sich in nichts von den anderen 
Stôrungen, die in der obigen Zeit registriert wurden, nur da sie 
ein wenig stärker ist. Vor allem zeigt sich auch hier, genau wie bei 
den anderen Stôrungen, die so sehr charakteristische Wiederholung 
des Stôrungsbildes an den benachbarten Tagen, die unten noch 
eingehender besprochen werden wird (Siehe Abbildung der Stô- 
rungen 1, 2, 3, 4). 

2. Es findet sich gerade zu dieser Zeit eine auBerordentlich 
groBe Gruppe von Sonnenflecken und Fackeln in der Nähe des 
Zentralmeridians der Sonne, so da man doch dieser wohl die Stü- 
rung zuordnen mufñ. 

Es scheint mir daher, daB zunächst keine Gründe vorliegen, 
die einen Einfluf des Kometen auf das erdmagnetische Feld be- 
weisen, trotzdem gerade in der für den Durchgang vorausberech- 
neten Zeit (etwa in den benachbarten 24") die stärkste magnetische 
Bewegung der ganzen Registrierzeit stattfand. 

Leider sind die Leuchterscheinungen im Kometen nur schwach 
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entwickelt gewesen. So besteht wenig Hoffnung, daB zur selben 
Zeit, als die magnetischen Stôrungen im Mai beobachtet wurden, 
parallel laufende Ânderungen in den Leuchterscheinungen des Ko- 
meten wahrgenommen worden sind. Immerhin soll, wenn alle 
Beobachtungen über den Kometen besonders von tropischen Stern- 
warten vorliegen, das Material noch einmal darauf hin geprüft 
werden. Tafel 1 gibt ein Bild der erdmagnetischen Registrierungen 
vom 18.—20. Mai. 


2. Die tägliche Periode an gestôrten und ungestôürten Tagen. 


Die Verarbeitung der erdmagnetischen Beobachtungen von 
Dyrafjord hat zu einigen Überlegungen Anla gegeben. 

Besonders wichtig scheint mir das, was ich die Wiederholung 
des Stôrungsbildes nennen môchte. Bekannt ist, daB sich oftmals 
in den Registrierkurven Ausbiegungen, Stôrungen zeigen, die sich 
mehrere Tage hintereinander wiederholen. Auch in den Registrie- 
rungen äquatornaher Stationen, so des Batavia- und Samoa-Obser- 
vatoriums sah ich mehrfach solche Stôrangen, die etwa 1—3 Stunden 
dauern. In ganz anderem Mae ist dies in Island der Fall. Was 
in den Tropen Ausnahme, ist hier durchaus Regel. Die Stôrungen, 
die während der Registrierzeit in Island auftraten, waren in Island 
selbst recht bedeutend; der Vergleich mit Tropen-Stationen zeigte 
jedoch, daf sie dort nur wenig, zum Teil gar nicht hervortraten. 
Wir haben es also meist mit ,polaren“ Stôrungen zu tun; bei 
diesen ändert sich in Island der Charakter des ganzen Tages und 
diese Ânderung wiederholte sich an mehreren Tagen hintereinander. 
In der Horizontal-Intensität in Island trat hierbei eine positive 
Stôrung während des Tages und eine spiegelbildlich hierzu ver- 
laufende negative Stôrung während der Nacht auf. Beide getrennt 
durch eine Zeit verhältnismäBiger Ruhe, bei der sich die Magnet- 
nadeln in der Nähe der normalen Lage aufhielten. An den fol- 
genden Tagen wiederholt sich das Bild in oftmals überraschender 
Treue. Tafel 1 gibt ein Bild solcher Stôrung in allen Einzelheiten, 
im MaBstabe der Registrierung für alle 3 Elemente. Tafel 2 zeigt 
in verkleinertem Mafstab in Halbstundenmitteln den Verlauf der 
Horizontal-Intensität für fast die ganze Registrierzeit. (Ohne 
durch zuviel Einzelheiten zu stôren, lassen diese Kurven die Wie- 
derholung des Stérungsbildes gut erkennen. Aber auch zwei ver- 
schiedene Stérungen verlaufen in ähnlicher Form. Dies zeigt Tafel 
3 in grüBerem MaBstabe als Tafel 2 und für 3 besonders charak- 
teristische Stôrungen. Die Eintrittszeiten der Extreme der Stô- 
rungen sind gleich. Die grofe Ahnlichkeit des Verlaufes an allen 
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Fig. 2. Tägl. Periode der Deklination. : 
I aus allen Tagen berechnet, mit EirschluB der gestôrten. II am ruhigsten Tage. 
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Fig. 8. Tägl. Periode der Hor. Int. 
I aus allen Tagen. IT am ruhigsten Tage. 


0.52140 
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gestôrten Tagen, ist aber keineswegs blof eine Verstärkung der 
normalen täglichen Periode. Die normale tägliche Periode verläuft 
ganz anders wie die Kurve der Horizontal-Intensität des ruhigsten 
Tages der Registrierzeit zeigt (Kurve III auf Taf. 3). Fig. 2 und 3 
zeigen die Kurve der mittleren täglichen Periode der Deklination 
und Horizontal-Intensität und zwar für ungestôrte Tage II. und für 
alle Tage (mit Einschluf der gestôrten) I. Auch hier zeigt sich 
deutlich, daB es sich bei den Stôrungen durchaus nicht um eine 
blofe Vertiefung der täglichen Periode handelt. 
Dies führt uns zu der physikalischen Seite der Sache. 


M 
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Fig. 4. Tägl. Periode der Vert. Int. aus allen Tagen. 


Die täglichen Variationen verdanken ihre Stärke der Ioni- 
sation der oberen Atmosphäre durch ultraviolettes Licht. Wenn 
nun die Ursache der Stôrungen lediglich eine Verstärkung der 
ultravioletten Strahlen wäre, so müfte man in erster Linie eine 
Verstärkung derjenigen Stromsysteme des täglichen Variations- 
feldes erwarten, die an der Tagseite gelegen sind; also nur eine 
Vertiefung dieses Teiles der täglichen Periode. Vielleicht tritt 
auch tatsächlich etwas derartiges in geringem Mafe ein; weit 
grôBer aber ist der Effekt der dadurch entsteht, daB offenbar bei 
Stôrungen auferdem andere Stromsysteme auftreten, die ganz an- 
ders gelagert sein müssen als diejenige, die das tägliche Variations- 
feld darstellen — die sogar in Island an der Nachtseite am stärk- 
sten sind — und deren magnetische Wirkung zu ungestürter Zeit 
recht gering sein muf. Vorhanden kônnen diese Stromsysteme 
auch zu ungestôrter Zeit sein. Nur treten sie nicht hervor. 

Der allgemeinen Zirkulation der oberen Atmosphäre, z. B. der 
West-Ostdrift entsprechend, kann ein allgemeines System schwacher 
Induktionsstrôme vorhanden sein, das nur zur Zeit starker Ioni- 
sation durch die Sonnentätigkeit, und nur an den Stellen der At- 
mosphäre, wo die Ionisation stark auftritt, zu groBer Stärke an- 
wächst, und vornehmlich nur dort und nur dann magnetische Wir- 
kong hat. 
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Die Kurven der Stôrungen haben ganz das Aussehen, wie es 
in groBen Zügen die Theorie von Birkeland verlangt. Elektrische 
Teilchen, von der Sonne kommend, gelangen ins Magnetfeld. der 
Erde, erleiden eine Ablenkung darin und werden vorzugsweise in 
bestimmte Zonen, auch auf der Nachtseite der Erde eingesogen; 
es entsteht dadurch eine positive Stôrung an der Tagseite, eine 
negative an der Nachtseite, getrennt durch zwei Bereiche ver- 
hältnismäfiger Ruhe. 

Solange die Sonnentätigkeit anhält bleibt diese Anordnung 
erhalten, scheinbar als ob sie fest im Raume ruhte und die Erde 
drunter fortdrehte. Bedingt ist diese Anordnung durch die Lage 
des Beobachtungsortes zum magnetischen und zum Drehpol durch 
die magnetische Steifheit und Bahnrichtung der ankommenden 
elektrischen Teilchen. Falls sich hierin nichts ändert, wiederholt 
. sich das Stôrungsbild am nächsten Tage in grofen Zügen. Ver- 
änderungen in der Steifheit und Babnrichtung der elektrischen 
Teilchen (durch die Sonnenrotation etc.) bedingen vielleicht die 
Veränderungen im Stôrungsbild von Tag zu Tag und zwischen 
den verschiedenen Stôrungen. 

Aus energetischen Gründen wird man allerdings wohl an- 
nehmen müssen, daf die von der Sonne kommenden elektrischen 
Teiïlchen, wie schon oben ausgeführt, nur als Ionisatoren dienen 
und nicht selbst durch iïhre Bewegung den magnetischen Effekt 
erzeugen. Die Energie der Stôrung rührt vielmehr wohl von In- 
duktionsstrômen her, die Rotation der Erde ist schliefilich die 
Energiequelle. 

Die grofe Ahnlichkeit, die auch in vielen Einzelheïten der Stô- 
rungen verschiedener Tage am selben Orte besteht, während wieder 
von Ort zu Ort gerade bei polaren Stôrungen grofe Unterschiede 
herrschen, so wie die oftmals genaue Spiegelbildlichkeit der Tag- 
und Nachtstôrung scheint durch Verhältnisse bedingt zu sein, die 
man sich starr mit dem Orte verbunden denken mu. Eine so 
genaue Wiederholung würde mir bei so labilen Gebilden, wié 
diskrete Stromwirbel, z. B. Polarlichtdraperien nicht wahrscheinlich 
sein. Solche Wirbel môgen auch auftreten und einen geringen 
Anteil an der Stôrung liefern, nicht aber deren Gang im Grofen 
bestimmen. Man wird daher wohl nicht in den Bahnen der elek- 
trischen von der Sonne kommenden Teiïlchen die Strôme zu erkennen 
haben, deren grofe magnetische Wirkung in groBen Zügen oben 
geschildert wurde und die sich in solcher RegelmäBigkeit wieder- 
holten, sondern man mu8 wobl Induktionsstrome annehmen, die 
durch die Bewegung der stark ionisierten oberen Luft gegen das 
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mit dem Beobachtungsort starr verbundene magnetische Kraft- 
liniensystem entstehen. Eine getreue Wiederholang dieser Strôme 
bat .nichts Unwahrscheinliches. Die Konfiguration des Kraftlinien- 
systems des Ortes bedingt also in erster Linie den Stôrungscha- 
rakter; darum sind auch die Stérungen um so komplizierter gebaut, 
je inhomogener das magnetische Kraftfeld in der Nachbarschaft 
gebaut ist. 

Die Stôrungen sind also ebenso wie die normale tägliche Pe- 
riode durch Induktionsstrôme bedingt. Der Stôrungsbetrag besitzt 
ferner selbst eine gut ausgesprochene tägliche Periode, da sich ja 
das Stôrungsbild bei mehreren aufeinander folgenden Erdumdrehun- 
gen wiederholt, und die Lage der Maxima und Minima sich für ein 
und denselben Ort bei verschiedenen Stôrungen nur wenig ändert. 
Trotzdem sind die normale tägliche Periode und die Stôrung etwas 
gänzlich von einander verschiedenes. Die mittlere tägliche Periode 
bekommt in Polargegenden ein ganz anderes Aussehen, wenn man 
sie nur von ungestürten, oder von allen Tagen ableitet (siehe Tafel 
4). Physikalisch besteht der Hauptunterschied darin, daB die Ioni- 
satoren, die durch ihre Ionisation die zu den Induktionsstrômen 
nôtige Leitfähigkeit liefern, verschieden sind. Der eine, ultra- 
violettes Licht, erfährt keine Ablenkung im Magnetfeld der Erde, 
und wirkt daher nur auf der Tagseite, der andere, elektrische 
Teilchen, erfährt eine solche Ablenkung; die Lage seines Wirkungs- 
kreises ist deshalb durch diese Ablenkung bedingt und bevorzugt 
infolgedessen bestimmte Gebiete, die sich auch über die Nachtseite 
erstrecken kônnen (Polarlichtzonen). 

Die Lage und Tiefe der Maxima und Minima bei der täglichen 
Periode schwanken von Tag zu Tag nur langsam und recht regel- 
mäfBig, der RegelmäfBigkeit der Vorgänge entsprechend, von denen 
ihre Tiefe und Lage abhängt, nämlich mit der Deklination der 
Sonne und mit den täglichen Oscillationen des Luftdruckes. Die 
Lage der täglichen Maxima und Minima der Stôrungen schwanken 
von Tag zu Tag und von Stôrung zu Stôrung mit stärker ver- 
änderlichen Vorgängen, mit der Lage der Einstrômungsgebiete 
der elektrischen Teilchen auf der Erde, die wiederum von der Lage 
der Centren der Sonnentätigkeit (Fackeln) und von der Geschwin- 
digkeit der Teilchen abhängt und mit diesen beiden Faktoren 
schwankt. 

Daf übrigens bei der täglichen Periode die Steigerung der 
Ionisation durch einen Ionisator bedingt ist, der keine Ablenkung 
im Magnetfeld der Erde erfährt, sondern auf die Tagseite be- 
schränkt ist, (ultraviolettes Licht) beweisen recht gut die räum- 
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lichen Vektordiagramme der täglichen Periode für Samoa, die auf 
wenige Minuten genau ein schnelles Anwachsen und Abnehmen 
der Vektoren um Sonnen-Auf- und Untergang zeigen. 


8. Die vierundzwanzigstündigen Mittel von 6 zu 6 Stunden 
und die Nachstérungen. 

Ebenso wie in der Verarbeitung der erdmagnetischen Beobach- 
tungen in Samoa, sind auch hier die 24stündigen Mittel der drei 
Elemente gebildet und zwar hier fortschreitend von 3 zu 3 Stunden, 
da Halbstundenmittel vorlagen und durch den kleineren Zeitraum 
von 3 Stunden (für Samoa wurde von 6 zu 6 Stunden fortge- 
schritten) eine getreuere Abbildung der Stôrungen erreicht wird, 
was bei der auferordentlich starken Bewegung der Kurven in 
Island recht erwünscht ist. 

Diese Kurve der fortschreitenden 24stündigen Mittel gibt ein 
Bild der Stôrungen nach Elimination der täglichen Periode und 
macht dadurch die Stôrungen frei von diesem lokalen Einflusse. 


Fig. 5. 24stündige Mittel der Hor. Int. von Batavia=u. Apia u. der X Comp. von Potsdam. 
(1cm = 207, nach oben wachsend). 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Matb.-phys. Klasso. 1912. Hoft 1. b 
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Die Darstellung der Stôrung, die diese Kurven der 24stündigen 
Mittel geben, sind daher besonders geeignet zum Vergleich der 
Stôrungen verschiedener Orte der Erde. 

Ich habe nun diese Kurve der 24stündigen Mittel für 4 Sta- 
tionen für die Horizontal-Intensität gezeichnet, für Island, Potsdam, 
Samoa und Batavia. Es zeigt sich dabei folgendes. In der Zeit 
vom 16. bis 23. Mai 1910 erzeugt die starke Stôrung vom 18./19. 
einen Abfall der Kurve; das Minimum wird am 19. erreicht und 
nun kehrt die Kurve langsam wieder zu ihren Normalwerten zu- 
rück, die etwa am 23. erreicht werden. Für Batavia, Samoa und 
Potsdam verlaufen die Kurven recht äbnlich, nur daf die Ampli- 
tude mit wachsender geographischer Breite abnimmt. Der Unter- 
schied zwischen der Kurvenlage beim Minimum am 19. und dem 
Maximum am 23. Mai beträgt 

für Potsdam 51°,5 Nôrdl. Br. 207 
Samoa 13°5 Südl. Br. 417 
Batavia 5 , $ 52 


Mai 1910. 
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Fig. 6. Verlauf der Hor. Int. in Island u. Batavia vom 17.—23. Mai (24 stündige Mittel von 3 zu 3 Stundé 
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(Für Potsdam ist die X-Com- 
ponente statt der H. I. zu- 
grunde gelegt; wegen der ge- 
ringen Declination 95 West 
kann der Unterschied zwi- 
schen ZX und ZH für Pots- 
dam bei unserer Frage ver- 
nachlässigt werden.) 

Der Effekt einer Stôrung 
besteht also bei allen drei 
Stationen in einer Erniedri- 
gang der Horizontalkompo- 
nente, die erst nach einer 
Reiïhe von Tagen wieder ver- 
. schwindet. In den täglichen 
Registrierkurven der Statio- 
nen tritt dies schon deutlich 
zu Tage; die durch die Stü- 
rung aus der Normallage ge- 
brachte Horizontal-Intensität 
kehrt erst langsam in ihre 
Ruhelage zurück, wie die 
kleine Kurve der 24stündigen 
Mittel von 3 zu 3 Stunden 
von Batavia (Fig. 6); und 
für eine andere Stôrung die 
Kurve der Stundenmittel (Fig. 
7) für Samoa sehr anschaulich 
zeigt. Diese Kurven, für 
Batavia und Apia, die ein 
verkleinertes Bild der Bewe- 
gung der Magnetnadel bei den 
Stôrungen und währerid der 
folgenden Tage geben, zeigen 
nichts von einer täglichen 
Wiederholung des Stôrungs- 
bildes wie wir es in Island 
fanden; ein mit der Erdro- 
tation periodisches Stürungs- 
feld scheint hier also nicht zu 
wirken. Die Lage eines sol- 
chen scheint im wesentlichen 
auf die hôheren Breiten be- 
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Fig. 7.. Verlauf der Hor. Int. in Samoa vom 9. IX. bis 15. IX. 1907 (Stundenmittel). 
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schränkt zu sein. Die Rückwanderung der Kurve der 24 stündigen 
Mittel von 6 zu 6 Stunden in die normale Lage, also das Ab- 
klingen der Stôrung, trägt an tropischen Stationen meistens recht 
deutlich den Charakter einer e-Funktion. Durch Konstruktion der 
logarithmischen Kurve dieser 24 stündigen Mittelwertskurve wurde 
dies an mehreren Beispielen der Samoa-Kurven untersucht. Die 
Kurve der 24stündigen Mittel zeigt den Gang des magnetischen 
Elementes befreit von allen mit der Erdrotation periodisch ver- 
laufenden Eiïnflüssen, also befreit von der täglichen Periode na- 
türlich auch von dem Einfluf des täglichen Stôrungsfeldes, das in 
Polargegenden mit der Erdrotation oscilliert. Es restiert also der 
nicht (mit der Erdrotation) periodische Gang der Stôrung. Dieser 
ist in den niederen Breiten stärker ausgeprägt. Es ist also in den 
Stôrungen ein Anteil enthalten der mit abnebmender Breite wächst. 
Falls man annimmt, was wohl das Wahrscheinlichste ist, daB die- 
sem Anteil ein elektrisches Stromsystem entspricht, so muf es in 
der AÂquatorgegend am stärksten ausgebildet sein. Das glatte 
Aussehen und das Fehlen eines mit der Erdrotation periodischen 
Stôrungseinflusses bei Kurven aus niederen Breiten führt zu der 
Vermutung, daf wir es hier mit einem einzigen einfach gebauten 
Stromsystem zu tun haben, das man sich in erster Annäherung 
vielleicht als einen Ring um die Erde in den Tropen vorstellen 
kann. Da wir es auch hier wohl mit Induktionsstrômen zu tun 
haben, ist natürlich auch der einfache Bau des magnetischen Kraft- 
liniensystems in den Tropen ein wesentlicher Grund für das glatte 
Aussehen der Kurve. 

Wesentlich anders liegen die Verhältnisse in hohen Breiten, 
in Island. Dort besteht der Stôrungsverlauf im wesentlichen aus 
einem mit der Erdrotation periodisch wiederkehrenden Stôrungs- 
system; und zwar einem doppelten, einem positiv (in d. H. I. 
wirkenden System an der Tagseite, einem negativen an der Nacht- 
seite. Die mittleren Amplituden dieser positiven und negativen 
Stôrung nehmen beim Nachlassen der Stôrung ab, wie eine um die 
normale Lage oscillierende gedämpfte Schwingung (Fig. 6). Die 
Bewegung der Magnetnadel erfolgt hier im Verlauf einer Stôrung 
zwar sehr heftig, aber sie kehrt zur Zeit der geringeren Bewe- 
gung (Zeit zwischen der negativen Nacht- und positiven Tag- 
stôrung) in die Ruhelage zurück. Die Bewegung im Laufe einer 


Stôrung erfolgt mit abnehmender Intensität im grofen Ganzen 


symmetrisch zur normalen Ruhelage (Fig. 6). Hierin liegt ein cha- 
rakteristischer Unterschied gegenüber dem Stérungsverlauf in den 
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Tropen, wo gerade die normale Ruhelage energisch verlassen und oft 
erst im Laufe von b bis 6 Tagen wieder erreicht wird (Fig. 7). 

Die Kurven der 24stündigen Mittel von 3 zu 3 Stunden für 
Island haben kein regelmäfiges Aussehen. Wie wir schon oben 
sahen, verschieben sich die zeitlichen Lagen der Maxima und Minima 
des täglichen Stôrungsfeldes (infolge der Sonnenrotation, Bewegung 
der Stérungsquellen auf der Sonne, Ânderung der Geschwindigkeit 
der elektrischen Teiïlchen). Durch diese Verlagerungen von Tag 
zu Tag im Laufe derselben Stôrung, ist das Stôrungsfeld nicht 
mehr genau mit der Erdrotation periodisch, und die Mittelung 
über einen 24stündigen Zeitraum eliminiert den mit der Erdro- 
tation periodischen Teil mehr oder weniger, jenachdem gerade eine 
mehr oder weniger grofe Verlagerung der Maxima und Minima 
stattgefunden hat. Dies gibt den Kurven für uns etwas Willkür- 
. liches da wir eine Gesetzmäfigkeit in diesen Verlagerungen noch 
nicht kennen und diese uns einstweilen als etwas unbestimmtes 
willkürliches entgegentreten. Verstärkt wird dies unregelmäBige 
Aussehen noch durch den Einfluf der Teilmaxima und Minima die 
das tägliche Stôrungsmaximum und -minimum umgeben wie — um 
ein bekanntes Bild zu brauchen — wandernde Teïldepressionen in 
der allgemeinen Zirkulation der Atmosphäre. 

Immerhin läft sich aber erkennen, daB der Verlauf és 
Kurve ein wesentlich anderer ist als der für Batavia. 

Aus dem Aussehen der Kurven, die die direkte Bewegung der 
Magnet-Nadel (i. d. H. I) darstellen (Fig. 6 u. 7) und aus den 
Kurven der 24 stündigen Mittel läBt sich wohl folgendes zusammen- 
fassend schliefen. Bei den oben betrachteten Stôrungen liegt ein 
homogenes einfach gebautes Stromsystem in den Tropen (Ring um 
die Erde in den Tropen), das eine Erniedrigung der Horizontal- 
Intensität erzeugt. Eine tägliche Periode dieses Stôrungsfeldes 
ist, wenn überhaupt vorhanden, dort nur gering. Seine Intensität 
nimmt im Laufe mehrerer Tage nach Ausbruch der Stôrung lang- 
sam ab, wodurch die Horizontal-Intensität langsam wieder in ihre 
Normallage zurückkehrt. Die Wirkung dieses Systems nimmt mit 
wachsender Breite ab. In den hohen Breiten (Island) lagert da- 
gegen ein komplizierteres Stôrungssystem, dem zwei Hauptstü- 
rungen, positive Tag- und negative Nachtstôrung (in H. L.) ent- 
sprechen, die sich mit der Erdrotation periodisch wiederholen und 
im Laufe mehrer Tage abklingen. Dieses System ist beweglicher, 
ändert seine Tage von Tag zu Tag etwas, scheinbar unregelmäBig, 
Die Wirkung dieses Stôrungssystems nimmt mit abnehmender 
Breite ab. In weit entfernten Gegenden, Tropen, ist die Wirkung 
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dieser polaren Stôrungszentren nur schwach merklich, als kleine 
Ausbuchtungen, von 1—3 Stundendauer, die sich an aufeinander 
folgenden Tagen zuweiïlen wiederholen. 


4. Magnetische Stôrungen im Mai 1910 und die Sonnentätigkeit. 

Im I. Kapitel wurde die Vermutung ausgesprochen, daf nicht 
die Sonnenflecken sondern Sonnenfackeln die Ursache der erdmag- 
netischen Stôrungen seien; und da deshalb zwischen Fackeln und 
Stôrungen eine genauere Parallelität zu erwarten sei als zwischen 
Flecken und Stôrungen. Um dies nachprüfen zu kônnen erbat ich 
mir Kopien von allen im Monat Mai 1910 gemachten Sonnenauf- 
nahmen vom Solar Observatory in Pasadena und vom Observatorio 
del Ebro, Tortosa. Beide Institute sandten die erbetenen Kopien 
und zwar das Solar Observatory spektroheliographische Aufnahmen 
von 17 cm Durchmesser, das Observatorio del Ebro direkte Sonnen- 
photographien von 20 cm Durchmesser. 

Die spektroheliographischen Aufnahmen zeigen besonders deut- 
lich die Fackelbildung. Aus dem Vergleich dieser Bilder der 
Sonnentätigkeit mit den erdmagnetischen Registrierungen ergab 
sich ein guter Parallelismus zwischen Fackelbildung und erdmag- 
netischer Stôrung. Besonders markant im folgendem Falle. Am 
23. Mai 1910 erscheint in der Nähe des Zentralmeridians der Sonne 
eine neue Fackel ohne da an diesem und an den folgenden Tagen 
in der Nachbarschaft der Fackelgruppe oder sonst wo auf der 
Sonne ein neuer Fleck auftritt. Ein alter Fleck der schon 
am 18./19. Mai den Zentralmeridian passierte und mit dem die 
Stôrung vom 18./19. Mai korrespondiert, steht am Sonnenrand und 
verschwindet durch die Sonnenrotation am 24. Mai. Nach mehr- 
tägiger verhältnismäBig magnetischer Ruhe beginnt am 24. Mai 
eine starke Stôrung; also korrespondierend mit der neuen Fackel, 
ohne daB ein Fleck auftritt. Am 28. Mai erscheint in der Nähe 
des Ostrandes der Sonne eine grofe Fackel, die sich westwärts 
bewegt, und am 30. in die Nähe des Zentralmeridians gelangt. 
Am 30. setzt eine erdmagnetische Stôrung ein. Flecken treten 
erst am 31. Mai und 1. Juni deutlich zu Tage. 

Schon die wenigen Photographien (11 von Pasadena, 23 von 
Tortosa für etwa 1 Monat) scheinen eine grôBere Parallelität 
zwischen Fackeln und Stôrungen als zwischen Flecken und Stü- 
rungen zu beweisen. Eine sichere Entscheidung dieser Frage ist 
wohl zu erwarten, wenn für eine erdmagnetisch stark gestürte 
Zeit vielleicht für 1 Monat eine groBe Reihe spektroheliographischer 
Aufnahmen (vielleicht stündlich) vorliegen. Vielleicht würde es 
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dann auch gelingen bestimmten Phasen der Stôrungen bestimmte 
Phasen der Sonnentätigkeit zuzuordnen. Zu einer solchen Arbeit 
müften sich natürlich eine Reihe von Observatorien vereinigen. 


5. Pulsationen. 


Zum Schlu$ der Registrierzeit in Dyrafjord wurde eine 86 stün- 
dige Fein- und Schnellregistrierung vorgenommen. Die Registrier- 


geschwindigkeit betrug 25 te (Zweïistundenlauf). 


Die Empfndlichkeit wurde durch Astasierung erhôht. 
Es entsprach bei der Dekl. anfangs 1 mm — 0'.83 — 1/.1 
später 1 mm — 0’.13 — 0.44’ 
Hor. Int. 1 mm — 0”.b4 
Wage 1 mm — 07.87. 

Fast während der ganzen Registrierzeit waren mehr oder 
weniger regelmäfige Pulsationen, Schwingungen von kleiner Pe- 
riode vorbanden. Allerdings sind sie zur Zeit grofer Bewegung 
so stark auseinandergezogen, daB sie nicht so deutlich in die Er- 
scheinung treten, wie zur Zeit verhältnismäBiger Ruhe. Fig. 8 
zeigt eine Reïhe besonders regelmäBiger Pulsationen von einer 
Periode von ungefähr 45 sec. 

Die mittlere Amplitude ist in der H. I. etwa 17.5 

in der Dekl. 0.2 oder 0?.7. 
Es kommen auch noch geringe Perioden vor wie Fig. 9 zeigt, bis. 
zu 7—8 sec Länge. 

Einen Vergleich der Registrierungen in Dyrafjord mit denen 
in Potsdam und Batavia zeigte, daB auch dort zur selben Zeit 
Pulsationen stattfanden. Jedoch war es nicht môglich bestimmte 
Wellen auf allen Registrierungen zu identifizieren und Zeitunter- 
schiede des. Auftretens gleicher Phasen festzustellen. 


455.0 GreeswZr. 500 5.8 10.7 5.T LU 
2. Juni 1910 


Pulsationen. 
Declin. 


Fig. 9. Pulsationen in Island. 


V. Reisebeobachtungen. 


Auf der Hin- und Rückreise die an der West-Süd-West- und 
Süd-Ost-Küste der Insel entlang führte wurden an 6 Plätzen 
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Messungen der magnetischen Elemente vorgenommen. Die Mes- 
sungen wurden mit Hülfe der aus der Registrierzeit abgeleiteten 
täglichen Periode für Monat Mai auf ein Tagesmittel reduziert. 
Den unregelmäBigen St’rungen wurde dabei nur insofern Rechnung 
getragen, als der Reduktion auf das Tagesmittel die aus allen 
Tagen (mit Einschluë der gestôrten) abgeleitete tägliche Periode 
zugrunde gelegt wurde. 

Bei der Bestimmung der Deklination wurde bei Westmaneyrie 
und Stykkisholm und bei der ersten Messung in Reykiavik 
die Azimutrichtung aus der Karte entnommen; bei den übrigen 
Stationen mit Hülfe der Sonne bestimmt. 

, Ein Urteil über die Genauigkeit der in der Tabelle mitge- 
teilten Zahlen gibt am besten der Vergleich der beiden am 21. 
April und 11. Juni am selben Platze in Reykiavik ausgeführten 
Messungen. 


D H. I. I 
21. April 3b°46' 0.132657 75° 27' 
11. Juni 36° 5' 0.1317 75° 20". 


Die Unterschiede rühren von nicht eliminierbaren Stérungsbeträgen, 
und von Messungsungenauigkeiten her. Bei der ersten Deklinations- 
messung in Reykiawik wurde die Meridianrichtung aus der Karte 
entnommen. 


H.J.-011__ 012 O1 O1 


Fig. 10. Incl. u. Hor. Int. an 7 Plützen von Island. 


Wie genau die Anderung von I. und H, I. von Ort zu Ort 
korrespondieren, zeigt Fig. 10. Eine Ubersicht über die erhaltenen 
Resultate gibt die nachfolgende Tabelle. 
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Nähere Bezeichnung des Beobachtungsplatzes 


Datum | Ort x. Breite rail és Deklination | Hor.-Int. Inclin. | Vert.-Int. 
EU 
5. Juni 1911 10%—12% | Isafjord 66° 5’ 23°10’ 38° 32’ westl.| 0.1278 C.G.S.| 75949’ 0.5071 |Mitte der westlich von der Stadt gelegenen 
QP—4? Landzunge. 
Mai “Dyrafjord 65 53 23 25 33 54 0.1114 77 55 0.5205 |Beobachtun tion der Re Polar- 
lichtexpedition 1902 Hôffdaodde (Framnaes). 
6. Jani 4?7—6P | Patriksfjord | 65 40 24 — 36 29 0.1197 76 49 0.5157 |Wiese hinter der Landungsbrücke. 
25. April 10—124 | Stykkisholmr| 65 4 22 48 33 61 0.1089 78 11 0.5166 |Kleiner Hügel nordwestlich von der Landungs- 
brûcke. 
21. April 17—3Pu.6°—7» 
Reykjawik 64 8 22 0 86 55 0.1321 75 23 0.5102 |Mitte des südlich von der Seemannsschule ge- 
11. Jani 119—19? legenen freien Platzes. 
19. April 10*—12* | Vestmanna | 63 26 20 18 82 34 0.1406 75 17 0.5361 |100 m üstlich von der Kirche von Heimaey. 
Eyjar 
18. Juni 8®—107 | Seidisfjord | 64 55 13 50 — 0.1176 TT 2 0.5106 | Kleiner Vorhügel am westlichen Dorfansgang. 


TInbaltsverzeichnis des I. T'eiles. 


Die erdmagnetischen Beobachtungen. Seite 
I. Diskussion der Beziehung der Sonnenflecken zu Polarlicht und magnetischen 
StOTUNE EN EMEA Se EE EDEN MEME RES RES rate L 
HeReïseherichénl Lt". Satis a atteints ot T0 
III. Die erdmagnetischen Messungen ss. Apte Eh «Mn nelle 
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Die Island-Expedition im Frühjahr 1910. 


Von 


Angenheister und Ansel. 


Vorgelegt von E. Wiechert in der Sitzung vom 10. Dezember 1910. 


Zweiter Teil. 


Die luftelektrischen und meteorologischen Ergebnisse der 
Beobachtungen in Island vom 10. Mai bis 2. Juni 1910 
anlässlich des Durchganges des Halleyschen Kometen. 


Von A. Ansel. 
Mit 4 Tafeln. 


Einleitung. 


Während seines Periheldurchganges im Mai 1910 sollte der 
Halleysche Komet nach Voraussicht die Verbindungslinie Sonne- 
Erde näherungsweise schneiden, und sofern der Kometenschweif 
vorher keine Veränderung erfuhr, war zu erwarten, daf die Erde 
durch ïhn hindurch passieren werde. 

Der mutmafliche Eintritt dieses Ereignisses war auf Tag und 
Stunde im voraus bekannt;, im Zusammenhang damit tauchte die 
Frage auf, ob irgendwelche Rückwirkungen auf irdische, physikali- 
sche Vorgänge gelegentlich des Durchganges statthaben werden. 

Dies zu entscheiden war Aufgabe der Beobachtung, zeigte sich 
dann ein Einfluf, so durfte man hoften, aus den etwa beobachteten 
Wirkungen, man dachte an meteorologische, optische, luftelektrische 
und auch erdmagnetische Phänomene, weitere Einsicht in die noch 
wenig bekannte physikalische Struktur des Kometenschweïfes zu 
gewinnen. Indessen konnte sich der Einfluf nahe den Grenzen 
unserer instrumentellen Wahrnehmung abspielen, umso notwendiger 
mufte es daher sein, die Beobachtungen nicht auf die Zeit des 
Durchganges allein zu beschränken; die günstigsten Bedingungen 
zur Feststellang des Sachverhaltes bot dann die räumliche und 
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zeitliche Ausdehnung der Beobachtungen. Ein weiterer Gewinn 
verband sich damit, ganz abgesehen von dem speziellen Zweck, es 
war die Gleichzeitigkeit von Beobachtungen bestimm- 
ter geophysikalischer Vorgänge an zahlreichen Punk- 
ten der Erde. 

Es sind nun in der Folge anläflich des Durchganges viele 
Beobachtungen meteorologischer und luftelektrischer Art ange- 
stellt worden, vereinzelt wurden kleinere Expeditionen vorher 
nach entlegeneren Gegenden abgesandt, um dort die Ergebnisse 
aufzunehmen. 

Von Gôttingen aüs ging Dr. Angenheïister mit Unter- 
stützung der Kgl. Ges. der Wiss., der die Kgl. Regierung für 
diesen Zweck besondere Geldmittel zur Verfügung stellte, nach 
Island, um dort den Verlauf der erdmagnetischen Elemente zu 
- studieren; eine weitere Zuwendung aus dem Fonds der Kgl. Ges. 
der Wiss. für luftelektrische Arbeiten ermôglichte die Teilnahme 
des Verf. zur Beobachtung der luftelektrischen Vorgänge, von 
denen aus jener Gegend noch wenig bekannt war. 

Die Gründe, welche für die Wahl Islands, speziell der Beob- 
achtungsstation Hôfdi im Dyrafjord entschieden, liegen auf erd- 
magnetischem Gebiet, darauf wird Dr. Angenheister in seiner 
Publikation zurückkommen, hier sei nur erwähnt, daB am gleichen 
Ort im Jahre 1902/3 eine norwegische Polarlichtexpedition sich 
einen Winter aufgehalten hatte. 

Die vorliegende Mitteilung enthält die Resultate der luft- 
elektrischen und meteorologischen Beobachtungen, die während 
eines vierwüchentlichen Aufenthaltes auf der Station erhalten 
worden sind. 


Arbeitsplan, Ausrüstung. 


1. Nach dem Arbeitsprogramm für die in Aussicht genommene 
vierwôchentliche Beobachtungsperiode übernahm der Verf. folgende 
Arbeiten: 

1) Registrierung und Bestimmung der Absolutwerte des luft- 
elektrischen Potentialgradienten. 

2) Leitfähigkeitsmessungen. 

3) Bestimmung des Gehaltes der Luft an radioaktiven In- 
duktionen nach relativem Maf. 

4) Meteorologische Aufzeichnungen im AnschluB an die luft- 
elektrischen Messungen, Registrierung von Luftdruck, 
Temperatur und relativer Feuchtigkeit. 

5) Zeïitbestimmungen und Uhrkontrolle. 
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Diese Arbeiten waren vom Verfasser auszuführen. 

Die Vorbereitungen, Ausrüstung der Expedition mit den not- 
wendigen Apparaten hatte innerhalb vier Tagen zu geschehen. 
Dank dem bereitwilligen Entgegenkommen des Direktors vom 
physikalischen Institute, Herrn Geh. Rat Prof. Dr. Riecke, des 
Direktors vom Geophysikalischen Institute, Herrn Prof. Dr. Wie- 
chert, sowie der Firma Spindler und Hoyer, gelang es, ein 
bereits erprobtes luftelektrisches Instrumentarium zusammen zu- 
stellen, Die grôfiere Anzahl der Instrumente entstammte dem Be- 
stande des Geophysikalischen Instituts. 

Herr Prof. Dr. Ambronn ermôglichte die Überlassung eines 
Sternzeitchronometers sowie zweier Beobachtungsuhren. 

2. Bei Abreise setzte sich die instrumentelle Ausrüstung für 
die beabsichtigten Beobachtungen zusammen aus: 

a) für luftelektrische Messungen: 

1) ein selbstregistrierendes Benndorfsches Elektrometer 
nebst Zubehôr, 

2) ein Leitfähigkeitsapparat nach Gerdien, 

3) ein Gerdiensches Elektrometer zur Bestimmung der 
Radioinduktion, 

4) zwei Quarzfadenelektrometer nach Prof. Wiechert, 

b) ein transportabler Potentialgefälleapparat mit mechani- 
scher Elektrode, 

6) ein Schmidtsches Elektrometer, zwei Elektrometer nach 
Exner, Zubehôr und Reserveteile; 


b 
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meteorologische Instrumente : 

1) Registrierinstrumente für relative Feuchtigkeit, Tempe- 
ratur und Luftdruck, 

2) ein Aspirations-Thermopsychrometer, 

3) ein Aneroiïidbarometer, 

4) ein Schleuderthermometer ; 


c) zur Zeitbestimmung: 
1) ein Sternzeitchronometer, 
2) zwei Beobachtungsubren, 
3) ein Sextant (Universalinstraoment war nicht erhältlich) 
und ein Quecksilberhorizont ohne Schutzdach, 
4) ein Theodolith zu Azimuthbestimmungen. 

Die Vorbereitungen zur Reise, Herbeischaffung und Zusammen- 
stellang der Instrumente konnten erst am 3. April beginnen, am 
7. April erfolgte die Abreise von Güttingen nach Kopenhagen, am 
10. von dort nach Island. 
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Das Reiseziel, Thingeyrie, an der NW-Küste Islands, im 
Dyrafjord gelegen, wurde Ende April erreicht. Die eigentliche 
Beobachtungsstation mit ihren von der erwähnten norwegischen 
Expedition dort errichteten Hütten für erdmagnetische Messungen 
bezw. Registrierungen lag auf der andern Seite des Fjordes und 
konnte nach einer Wartefrist von einigen Tagen, die zur Einholung 
der Erlaubnis des abwesenden Besitzers bedingt waren, bezogen 
werden. Es war eine frühere Walfängerstation, mit Anlagen zur 
Trangewinnung, sowie einigen Werkstätten zur Reparatur der 
Fangfahrzeuge. 

Die Instrumente hatten, von kleineren Schäden abgesehen, die 
Reise gut überstanden. Für die Aufstellung des Benndorfschen 
Elektrometers fand sich nach einigen Instandsetzungsarbeiten in 
einem der Schuppen ein geeigneter Platz. Ein dünnes Metallrohr 
zur Aufnahme des Poloniumkollektors wurde unter dem Griebel 
des Daches, ca. 2!/:m über der Erde hindurchgeführt. Zur Er- 
dung des Instrumentes wurde auBerhalb der aus Brettern gezim- 
merten Hütte ein grôBeres Eisenstück, an das ein Kupferdraht 
angeschlossen war, in die Erde eingegraben. 

Es verging noch einige Zeit, bis eine dauernd gute Registrierung 
erhalten wurde; nacheinander stellten sich verschiedene Mängel in 
dem Funktionieren des Apparates ein: Bruch der bifilaren Auf- 
hängung, Versagen des minutlichen Kontaktes, auch die Quadranten- 
batterie, die aus Elementen für Taschenlampen bestand, und zum 
Schutz gegen durchdringende Nässe in einen kleinen Kasten ein- 
gebaut war, mufte anfänglich wegen Untauglichkeit einzelner Ele- 
mente mehrfach ergänzt werden. Schlieflich gelang es, die Bat- 
terie in guten Stand zu bringen; von den 200 Volt Spannung lagen 
je 100 Volt an den Quadranten, die Mitte mit dem Gehäuse an 
Erde. 

Infolge Frostes gefror die Zuleitungsflüssigkeit (verdünnte 
Schwefelsäure) im Elektrometer einmal vollständig, um Wieder- 
holungen solcher unliebsamen Betriebsstérungen zu vermeiden,. 
wurde das Glasgefäf in Watte gepackt und mit Seidenpapier um- 
hüllt, sodaf jede Berübrung mit den (isolierten) Metallteilen auf- 
gehoben war, dieser Schutz erwies sich als ausreichend. 

Nachdem einige Proberegistrierungen gutes Funktionieren des 
Apparates verbürgten, wurde die Nullage der Nadel auf die Mitte 
des Papierstreifens eingestellt; dies geschah mit Rücksicht auf die 
wiederholt beobachteten erheblichen Ausschläge mit Feldumkehr. 

Die Voltempfndlichkeit des Benndorfschen Elektrometers wurde 
anfänglich auf 18 mm pro 100 Volt, später zu 10 mm/100 Volt ge- 
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wählt. Vom 10. Mai ab bis zum Schluf der Registrierperiode am 
2. Juni sind alle Registrierungen gut gelungen. Trotzdem keine 
Betriebsstôrungen weiterhin vorkamen, wurden die Isolation des 
Elektrometers, die Spannung an den Quadranten, sowie die Er- 
dung täglich mehrmals, auch in den Nachtstunden nachgeprüft. 
In dem subarktischen Klima war die absolute Feuchtigkeit sehr 
niedrig, der Isolation gefährliche Insekten zeigten sich nicht, es 
traten in der Folge keine Isolationsstôrungen auf. 

Eine kurze Beschreibung des die Station umgebenden Geländes 
môüge hier noch Platz finden. 

Der in der Richtung von SO nach NW streichende Dyrafjord 
bildet einen der schônsten Fjorde an der zerklüfteten, fjordreichen 
NW-Küste Islands. An beiden Seiten wird er von einer 200 bis 
250 m hohen Hügelkette umsäumt, nach dem Inneren des Fjordes 
werden die Berge hôher, und nehmen tafelf‘rmigen Charakter an. 
Am Ende des Fjordes liegt der Glama Jôkull, ein breiter Glet- 
scher. 

Die Strandzone, gerechnet von der Gerüllhalde der steil an- 
stehenden Hänge bis zur See, ist von veränderlicher Breite, auf 
der Seite der Station und in ihrer Umgebung war sie ca. 1km 
breit, das Terrain war eben, stellenweise sumpfig von dem Schnee- 
wasser, das in zahllosen kleinen Rinnsalen von den Bergen herab- 
strômte. Die Gebäude der Station lagen nicht weit vom Strand 
entfernt auf einer kleinen Bodenschwelle, ca. 81/2 bis 4m über dem 
mittleren Hochwasser des Fjordes ; für luftelektrische Beobachtungen 
war der Platz günstig. 


a. Luftelcktrisches Potentialgefälle. 


Zur Herleitung der Absolutwerte des Feldes aus den Regi- 
strierungen des Benndorfschen Elektrometers bedarf es der Kennt- 
nis des Reduktionsfaktors. Durch einige Probeversuche wurde der 
Abstand des Poloniumkollektors von der Wand so einreguliert, daB 
der Reduktionsfaktor bezogen auf die Ebene ungefähr den Wert 1 
erhielt'). Zur genauen Bestimmung dienten zwei Hartgummistäbe 
als Träger der Poloniumsonden, die weiter mit einem vorher ge- 
aichten Quarzfadenelektrometer, welches isoliert aufgestellt wurde, 
in Reiïhe geschaltet waren. 

Der gegenseitige Abstand der Stäbe betrug 5 m, die Niveau- 


1) Die vom Elektrometer angezeigte Potentialdifferenz in Volt gemessen ist 
in diesem Falle dem in Volt/m ausgedrückten amant dti des luftelektri- 
schen Feldes gleich. 
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differenz der Sonden 0,77 m, ihr Abstand vom Elektrometer 6 m. 
Bei ausnahmsweise günstigem Wetter, wolkenlosem klaren Himmel 
und leichter Brise aus SO wurden im ganzen zwei Messungsreihen, 
jede von 20 Minuten Dauer, ausgeführt. Die Anordnung war so 
getroffen, daf die Ablesung am Elektrometer gleichzeitig mit dem 
hôrbaren minutlichen Kontakt des ca. 30 m entfernten Registrier- 
instramentes erfolgte, und um den Verlauf des Feldes in der 
Zwischenzeit kennen zu lernen, wurde aufBerdem das Quarzfaden- 
elektrometer in Intervallen von 20 Sekunden abgelesen. 

Überraschenderweise zeigte sich bei dem Vergleich der auf 
gleiche Zeitskale gebrachten Kurven der Beobachtungen und Re- 
gistrierung keine gute Übereinstimmung in dem gleichzeitigen Ver- 
lauf. Die Abweichungen liefen keine Regelmäfigkeit erkennen, 
teils sind die Eintrittszeiten der Feldschwankungen verschieden, 
. mitunter wird die Richtung der Feldänderung entgegengesetzt an 
beiden Orten. Abweiïchungen bis zu 15 Volt/m gingen daraus hervor. 

Die Differenzen konnten von verborgenen Fehlern in der 
MeBanordnung herrühren; um dies zu entscheiden, wurde die 
mechanische Elektrode in geringem Abstand von de MeBanord- 
nung aufgestellt und mitbenutzt, es waren jetzt zwei Quarzfaden- 
elektrometer abzulesen. Das Ergebnis dieser Messung zeigte Über- 
einstimmung der Werte, die mit Hilfe der mechanischen Elektrode 
und der ersten Mefanordnung mit Benutzung von Poloniumsonden 
erhalten wurden, dagegen wichen diese Werte ab von denjenigen 
des Registrierinstrumentes, der Gang war ebenso unregelmähig 
wie zuvor, die Abweichungen stiegen bis auf 20 Volt/m. 

Ein Mangel der Erdung des Registrierinstrumentes lag nicht 
vor, der Boden, in den das Eisen eingegraben, war zu der Zeit 
von Schneewasser durchtränkt, sodaf eine gute Ableitung sicher 
‘ vorhanden war. Es scheinen also die beobachteten Abweichungen 
von gleichzeitigen Verschiedenheiten des luftelektrischen Feldes 
an beiden Beobachtungsorten herzurühren. 

Eine weitere Untersuchung der Abweichungen mufte in der 
Folge unterbleiben, da sich bei dem wechselvollen Wetter eine 
günstige Gelegenheit nicht mehr bot. Solange eine Genauigkeit von 
10°/o in den Mittelwerten genügt, dürften die am Schluf ange- 
gebenen Werte des absoluten Potentialgefälles innerhalb dieser 
Grenzen richtig sein. 

Neben den langsamen Schwankungen von 40 Volt/m und einer 
Dauer von b bis 10 Minuten zeigten sich schnelle Ânderungen des 
Feldes von mehreren Volt/m (im Maximum 10 Volt/m), die sich 
innerhalb weniger Sekunden abspielten. Dasselbe wurde nach Rück- 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math-phys. Klasso. 1912. Hoft 1. 6 
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kehr der Expedition nach Güttingen bei Messungen des luftelektri- 
schen Feldes auf einer freien Wiese in der Nähe des geophysi- 
kalischen Institutes beobachtet. 


Potentialgefälle und erdmagnetische Stôrungen. 


Die von Dr. Angenheister unterhaltene Registrierung der 
erdmagnetischen Elemente zeigte wiederholt Auftreten und Verlauf 
erheblicher erdmagnetischer Stôrungen, es lag nahe, die luftelek- 
trischen Elemente daraufhin zu untersuchen, ob eine Wechsel- 
wirkung zwischen den beiden statthatte bezw. ob die Ursache der 
erdmagnetischen Stôrungen sich in denjenigen luftelektrischer Art 
wiederspiegelt. Die Frage wurde von uns beiden wiederholt unter- 
sucht, indessen konnte der Verf. nicht zu der Überzeugung durch- 
dringen, daf ein Zusammenhang nachweiïsbar ist. 

Erhebliche unregelmäBige Schwankungen des Gefälles waren 
an sich die Regel, sie traten zu allen Zeïten auf, und so mochte 
es wohl vorkommen, daf einige Zacken auf einen Zusammenhang 
mit den erdmagnetischen Stôrungen hinzuweïisen schienen; in dem 
Bilde des Gesamtverlaufes während einiger Stunden, solange die 
erdmagnetischen Stôrungen währten, war die Stôrungszeit nicht 
zu unterscheiden von einer anderen stôrungsfreien Periode gleicher 
Dauer. 

Die Leitfähigkeit der Atmosphäre, über die weiterhin berichtet 
wird, wurde während erdmagnetischer Stôrungen wiederholt, zeit- 
weise in halbstündigen Intervallen gemessen, um festzustellen, ob 
sich andere Werte als sonst ergeben. 

Ein aufergewôhnliches Verhalten der Leitfähigkeit wurde 
nicht gefunden, vielmehr lagen die während der Stôrungsperiode 
gemessenen Werte der Leitfähigkeit innerhalb desselben Bereiches, 
der zu anderen Zeiten und bei Abwesenheit erdmagnetischer Stô- 
rungen aufrecht erhalten wurde, auch hier handelte es sich um zu- 
fällige Schwankungen, die den Durchschnitt ebenso oft überschritten 
wie nicht erreichten. 

Während der Registrierperiode wurden alle vier Stunden mit 
Ausnahme 4* a. m. Aufzeichnungen über das Wetter gemacht, um 
so den EinfluB der Gestaltung des Wetters auf das Potentialgefälle 
zu erhalten, die Registrierapparate lieferten den Gang der meteo- 
rologischen Elemente. Das Ergebnis war, abgesehen von der be- 
kannten charakteristischen Wirkung von Nebel, Regen und Schnee, 
unbestimmt. 
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Täglicher Gang des Potentialgefälles. 


Zur. Ableitung des sog. ,normalen“ täglichen Ganges des Po- 
tentialgradienten pflegt man zurückzugreïifen auf denjenigen Gang, 
der sich an luftelektrisch stôrungsfreien Tagen vollzieht. Bei Er- 
mangelung solcher wird man sich eine Gruppe der am wenig- 
sten Stôrungen aufweisenden Tage herauswählen, ist auch diese 
nicht erhältlich, so ist man gezwungen, unter sich gleichwertiges 
Beobachtungsmaterial zu häufen, um aus dem Endresultat die ein- 
seitige Wirkung von Stôrungen fernzuhalten, wenn man nicht ganz 
auf die Kenntnis der ,normalen“ Feldschwankung verzichtet. 

Im vorliegenden Fall war die Registrierperiode kurz, sie fiel 
zudem in eine Zeit des Überganges vom Winter zum Sommer, mit 
schnellen und starken Witterungswechseln. Nicht ein ruhiger Tag 

der ohne Stôrungen verlief, bedeutende Schwankungen des Potential- 

gefälles waren die Regel. Die Voraussetzungen zur Herleitung des 
nnormalen“ täglichen Ganges des Gefälles waren in keiner Weise 
erfüllt, die der Anlage I beigegebenen Kurven, welche nach Stunden- 
mittelwerten gezeichnet sind, bringen dies hinreichend zum Aus- 
druck, sie lassen jedoch erkennen, daB mindestens eine einfache har- 
monische Schwankung mit einer täglichen Periode vorhanden ist. 
Nach den durchschnittlichen Stundenmitteln erhält die ganztägige 
Schwankung des Potentialgefälles den Mittelwert von 30 Volt/m; 
daf diese Schwankung eine für das Potentialgefälle am Orte der 
Beobachtung charakteristische GrôBe ist, läft sich nicht behaupten, 
es müfte denn angenommen werden, daf die recht erheblichen 
Stôrungen im Mittel über gleichartige Stunden sich gegenseitig 
aufheben, und dies trifft bei der geringen Anzahl von Beob- 
achtungen sicher nicht zu. 

Sind nun Durchschnitt, Amplitude und Periode charakteri- 
stische Grôfen bei der Beurteilung des Potentialgradienten, so 
kann es daneben noch von Interesse sein, ein Ma8 für die den 
normalen Verlauf des Gefälles überlagernden Stôrungen zu er- 
halten, da diese, mehr zufälliger Art, auch die wechselnden äuBern 
Bedingungen an einem Ort wiederspiegeln. 

Wie die Herleitung des normalen Ganges des Gefälles die 
Elimination der unregelmäfigen Schwankungen erfordert, so lassen 
sich die Absolutwerte der Stôrungen nur angeben, wenn die Grübe 
des periodischen Bestandteils bekannt wäre. Dadurch, daB das 
Resultat einer Beobachtung nur die Verbindung der von ein- 
ander unabhängigen Teilereignisse gibt, ist eine Trennung der 
Komponenten nicht môglich, und eine allgemeine Methode für 
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die Zerlegung in dem Falle einer beschränkten Zahl von Beob- 
achtungen existiert nicht. 

Aus diesen Gründen empfahl es sich nicht, das Potentialgefälle 
harmonisch zu analysieren. 

Der nächstliegende Weg, der zu einem Überblick über das 
Verhalten des Potentialgefälles während der Registrierperiode 
führen mufte, war eine Darstellung der Feldwerte geordnet nach 
relativen Häufigkeiten. Dazu wurde der Bereich der vorkommenden 
Werte der Feldintensität (von — 170 Volt/m bis +330 Volt/m) in 
Teilbereiche von 10 zu 10 Volt/m fortschreitend aufgeteilt, und 
das Verhältnis der Anzahl der in ein Intervall fallenden Beob- 
achtungselemente (Stundenmittelwerte) zur Gesamtanzahl gebildet 
und als Ordinate dem zugehôrigen Wert des Gefälles zugeordnet. 

Das Ergebnis dieser Aufteilung veranschaulicht Fig. 2 in Form 
einer noch unstetigen Linie, die offenbar vom Verteilungsmodus 
noch abhängt. Immerhin bringt die Symmetrie der Kurve zum 
Ausdruck, daB die Schwankungen um den Mittelwert (90 Volt/m) 
im ganzen einander an Zahl und GrôBe gleich sind. Daraus folgt, 
daB der Mittelwert des Feldes und damit die mittlere Oberflächen- 
dichte der Ladung während des Beobachtungszeitraumes im wesent- 
lichen erhalten blieben, trotz des die Oberflächenladung vermin- 
dernden durchschnittlichen Stromes von 3 >< 107 Amp./cm°. 

Nächst dem Mittelwert des Feldes interessiert die Verteïung 
der Feldwerte unabhängig von der Art der Aufteilung. 

Der Verlauf der Kurve legt es nahe, die Darstellung mittels 
des Wahrscheinlichkeitsgesetzes: 


— h?s? 


p(s) = Ts 


zu versuchen, wo s ein Wert der Abszisse (Potentialgefälle) und k 
die Präzisionskonstante bedeuten. Die letztere ist mit der Streu- 
ung w verbunden durch die Beziehung 


2hut—1 = 0. 


Nun kann die Streuung leicht aus den Beobachtungen be- 
rechnet werden, und mit ihr ist eine ausgeglichene Verteilung 
sofort aufzustellen. 

Auf das vorliegende Beobachtungsmaterial übertragen, ergab 
sich eine Verteilungskurve, die von der auf direktem Wege er- 
haltenen nicht unerheblich abwich, das kann einerseits durch die 
verhältnismäfig geringe Zahl der Beobachtungen bedingt sein, 
andererseits durch den Umstand, daB das Potentialgefälle selbst. 


ne 
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nicht eine nach Zufall variierende GrôBe ist. Es mag sein, das 
die unregelmäfigen Schwankungen oder Stôrungen einem solchen 
Gesetz unterliegen, während sich auferdem noch ein periodischer 
Bestandteil in dem Gesamtbilde vorfindet, der der normalen Ge- 
fälleschwankung entspricht. 

Wollte man den periodischen Anteil in ähnlicher Weise be- 
handeln wie oben das zusammengesetzte Ereignis, so würde er, 
für sich betrachtet, eine rechteckige Verteilungsfigur ergeben, 
deren Grundlinie nur von der GrôüBe der Amplitude abhängt. 

Gemäf den Voraussetzungen über die einzelnen Teilvorgänge 
ist nicht zu erwarten, daf die Verteilung der Beobachtungselemente 
durch das gewühnliche Verteilungsgesetz repräsentiert wird, jede 
andere Verteilung läft sich jedoch mittels der Methoden der 
KollektivmaBlehre’) darstellen, wobei an Stelle der speziellen 
. Verteilungsfunktion 


JF cho 
1 s) = — 
(1) p(s) Fe" 
nunmebr die allgemeine tritt; sie werde mit ®(s) bezeichnet. Mit 
dieser Funktion steht, wie in dem zitierten Lehrbuche!) gezeigt 
wird, die Sammenfunktion, definirt durch 


(2) S6) = fB(4s, 


in Beziehung. 
Weiter ergibt sich der Argumentdurchschnitt D(s) aus der 
Gleichung : 


+ 00 


(3) A = D(s) = fsB(4 
und die Streuung w aus as 

+ 00 
&@ - Re de [s— A ® (s) ds. 


Bei unstetiger Verteilung treten an Stelle der Integrale die Sammen. 
Aus der Wert der Streuung ergibt sich die Präzisionskonstante 
h gemäB der Beziehung: 


(5) 2 u°—1 = 0. 


1) Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Bd. 1, 1908. 
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Nun läBt sich die Summenfunktion durch eine unendliche, stets 
konvergente Reïhe‘) darstellen; mit der neuen Variablen: 


— h(s— À) 
lautet sie: 


(6) 2G(v) = 1+2(v)+D, ET +D, AUS 


Das erste Glied der Reïhe: ®(v) ist gegeben durch 
Any Lie 0 
6’ sac re 
(6") D(v) = = f e dr, 
—C9 

während die folgenden Glieder: ©,(v) Ableitungen der Funktion 
D(v) nach v sind und die Abweïichungen von dem speziellen Ge- 
setz (GI. (1)) zum Ausdruck bringen. Der Index à = 8, 4, 5 u.s. w. 
deutet die Ordnung der Ableitung an. Die D, sind Koeffizienten, 
die sich aus den Beobachtungsdaten ermitteln lassen !). 

Zur Prüfung des Darstellungsvermôügens dieses Funktions- 
systems und um eine bessere Anschmiegung der berechneten an 
die durch Aufteilung gewonnene Kurve zu erhalten, wurde die 
Summenfunktion gemäB Gl. (6) bis einschliefSlich @,(v) mit Be- 
nutzung der für diese Funktionen vorbandenen Tabellen?) dar- 
gestellt, und danach die jetzt ausgeglichene Verteilung gebildet 
(Fig. 2), der Anschluf an die gegebene Kurve ist damit verbessert 
worden. 

Die Gesamtstreuung ergab sich zu 80 Volt/m, diejenige der 
unregelmäBigen Schwankungen allein 60 Volt/m. Der hohe Wert 
der Streuung von 60 Volt/m erklärt es, daB eine Einwirkung des 
Kometenschweïfes auf das Potentialgefälle nicht nachweiïsbar ist, 
da dieser EinfluB um ein beträchtliches die Streuung der unregel- 
mäfigen Schwankungen telluren Ursprungs übertreffen müBte, um 
mit Sicherheit nachweisbar zu sein. 


b. Atmosphärische Leitfähigkeit. 
Die atmosphärische Leitfähigkeit wird dargestellt durch die 
Grôbe : 
4 = s[Z(n,v,)+2 (e_ v_)] 
n+ = Zahl der + Jonen in em’, v; — Beweglichkeit der + Jonen, 


1) Czuber L c.° 
2) Bruns, Kollektivmalehre. 
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die einzelnen Komponenten, 4,; 4, die polaren Leitfähigkeiten 
wurden mit Hilfe eines vielfach erprobten Gerdienschen Leit- 
fähigkeitsapparats gemessen. Jede Messung umfafite beide Kom- 
ponenten, alle Messungen erfolgten stets am gleichen Ort, ca. 30 m 
vom Wohnhause entfernt, über freiem ebenen Boden. 

Der Apparat war mit einem Goldblattelektrometer ausge- 
rüstet, das wiederholt mit Hilfe der vorhandenen Batterien ge- 
aicht wurde; die auftretenden Abweïchungen gegen die erstmals 
aufgenommene Kurve waren unerheblich und blieben ohne Einfluf 
auf die Messungsresultate. Der Reststrom von 5 Volt/Stunde im 
Mittel konnte bei der Reduktion vernachlässigt werden, da die 
für je eine Messung aufgewandte Zeit nur 4 bis b Minuten umfañt. 

Es war nun wünschenswert, auBer der Kenntnis der Absolut- 
werte der Leitfähigkeit auch eine Orientierung über ihren täg- 
lichen Gang beizubringen, um den vielleicht vorhandenen wechsel- 
 seitigen Einfluf von Potentialgefälle und Leiïtfähigkeit zu ver- 
folgen. Dazu waren die anfänglichen MeBintervalle von 4 Stunden 
unzureichend, sie muften daher verkleinert und auf die Nacht- 
stunden ausgedehnt werden. Die Aufrechterhaltung dieser Arbeit 
konnte von einem Beobachter allein nicht geleistet werden, anderer- 
seits war die Zeit jedes einzelnen von uns durch die Innehaltung 
seines Arbeitsprogrammes ausgefüllt. 

Da nun auch das wechselvolle Wetter oft die Messungen ver- 
hinderte, schien es am besten, die 4stündigen Beobachtungen aus- 
fallen zu lassen, dafür aber günstige Wetterlagen so weit als 
môglich durch aufeinanderfolgende Messungen auszunützen. Dazu 
war im ganzen dreimal Gelegenheit, es entstanden so 3 vom 
Verfasser ausgeführte Messungsreihen, die erste erstreckte sich 
vom 18. V. 12! mittags bis 21. V. 6* a.m. tagsüber in 2stün- 
digen, nachts wegen der erdmagnetischen Stôrungen in 1 und 
1/2 stündigen Intervallen. Einige Messungen dieser Reihe muften 
ausfallen, da die Lôtstelle des Lagers der Achse vom Aspirator 
sich gelôst hatte, und einige Stunden zur Reparatur bedurfte, die 
mangels Werkzeng mit Cu-Draht ausgeführt wurde. 

Nach einer Ruhepause wurde des guten Wetters wegen die 
Messungsreihe am gleichen Tage (21. V. 4" p.m.) fortgeführt bis zum 
23. V. 4h a.m. als das zunehmende schlechte Wetter, Regen und 
Wind den Abbruch der Messung notwendig machte. 

Die Ausrechnung geschah sofort nach jeder Messung, um 
etwaige Stôrungen sogleich festzustellen, die Isolationsprüfung 
erfolgte von Zeit zu Zeit. Jede Messung wurde durch meteoro- 
logische Beobachtungen ergänzt, und diese im Beobachtungsbuch 
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vermerkt. Auf diese Weise sollte ermôglicht werden, unter der 
Wirkung der noch frischen Eindrücke die Zusammenhänge zwischen 
den wechselnden meteorologischen Bedingungen und den Schwan- 
kungen der Leitfähigkeit zu erhalten. Da indessen aufer der 
bekannten Wirkung des Nebels keine Beziehungen aufzufinden 
waren, ebensowenig wie Zusammenhänge mit erdmagnetischen Stô- 
rungen, so sollten die kommenden Messungsreihen mit stündlichen 
Intervallen ausgeführt werden. Das Wetter hielt sich indessen 
dauernd unbeständig, so daf erst am Schlusse des Aufenthaltes 
noch eine Reiïhe von Messungen gelang. Die Beobachtungen be- 
gannen am 31. V. 11/2" a. m. und endigten bei zunehmendem Sturm 
am 1. VI. 12 p.m., die Vorbereitungen zu der am 4. Juni anzu- 
tretenden Rückreise schlossen weitere Messungen aus. Die er- 
haltenen Werte der Leitfähigkeit befinden sich zusammengestellt 
in Tab. 3, den Kurven des Leitfähigkeitsverlaufes (Fig. 3) sind 
die des Potentialgefälles, der Temperatur und relativen Feuchtig- 
keit beigeordnet, dabei wurden alle Angaben je auf das Zeit- 
mittel der zugehôürigen, vollständigen Leitfähigkeitsmessungen 
reduziert. Der normale Vertikalstrom, definiert durch à — 1E 
(E — Potentialgefälle) in Amp./cm° ausgedrückt, ist in die tabel- 
larische Zusammenstellung mit aufgenommen, auBerdem noch das 


Va on æ 


Als Mittelwert der Leitfähigkeit aus sämtlichen Messungen 
ergab sich 4 — 3.0 x 10 ESE, dem entspricht nach dem mitt- 
leren Potentialgefälle von 90 Volt/m ein mittlerer Vertikalstrom 
von 8 < 107 Amp./cm'. Die Extremwerte des Leitvermügens be- 
trugen min. = 0.6 > 10% ESE, Anx. — 5.4 >< 107 ESE ; die Haupt- 
masse der Exemplare liegt jedoch zwischen 2 >< 107‘ und 4 >< 107 
ESE. Die Schwankungen des Vertikalstromes lagen zwischen 


imax. = 8.7 >< 107% und évin. —= 0.4 >< 107% Amp./em’. 


Eine eindeutige Beziehung zwischen dem Gang des Potential- 
gefälles und demjenigen der Leitfähigkeit ist, wie ein Vergleich 
der Kurven lehrt, nicht vorhanden, wenigstens reicht, um eine 
solche Abhängigkeit zu konstatieren, dieses Beobachtungsmaterial 
nicht aus. Teils geht die Leitfähigkeit parallel dem Potential- 
gefälle, teils entgegengesetzt, ohne daB atmosphärische Vorgänge 
damit in Verbindung gebracht werden kôünnen. Nur der Eintritt 
von Bodennebeln prägt sich, wie auch schon von anderer Seite !) 


1) R. Süring, Ergebnisse der meteorolog. Beobachtung in Potsdam. Ver- 
ôffentlichungen des Kgl. preuB. meteorolog. Institutes, Nr. 223. Berlin 1910. 
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bemerkt, in dem Verhalten der Leitfähigkeit und des Potential- 
gefälles sehr scharf aus, dem Sinken der Leitfähigkeit geht ein 
Anstieg des Potentialgradienten dann parallel. Tritt Kondensation 
nicht ein, so ruft hohe relative Feuchtigkeit keine besonderen 
Ânderungen hervor, die nicht auch unter anderen Verhältnissen 
derselben meteorologischen Elemente eingetreten wären. Um den 
geringen Einfluf der relativen Feuchtigkeit auf das atmosphärische 
Leitvermügen weiter zu verfolgen, wurde eine prozentuale Auf- 
teilung der in gegebene Intervalle der relativen Feuchtigkeit fal- 
lenden Werte der Leitfähigkeit herangezogen. Als Unterlage 
dienten die Ergebnisse der 3 zusammengehôürigen Messungsreïhen, 
sie führten zu den aus der Tabelle ersichtlichen Verhältnissen. 


Relative |1—0—1|1—1—2/1=2-3|1—3-4/1—4-5|1—5 6 
Feuchtigkeit | lO0 rt) >< 1072 Se A0 Se TOSE Sc HO | se 107 
45—54 0, 0 0 230), | 540, | 230, | o 
55—64 , 0 0 en, ; né, 0. 
65—74 , 0 do | 154) cl 12 0 
75—84 , 0 freniog eu] PAU cu 0 
85—94 , 0 manif ts Sodogét 4, 4% 


Danach werden die mittleren Werte der Leitfähigkeit unwesent- 
lich von der relativen Feuchtigkeit beeinfluBt, bei Zunahme der- 
selben gewinnen die niederen Werte der Leitfähigkeit, die. hôheren 
nehmen ab. Allein jene traten nur bei Anwesenheit von Boden- 
nebeln auf. Da bei hoher Feuchtigkeit ebenfalls hohe Werte der 
Leitfähigkeit vorkommen kônnen, beweist obige Tabelle, es ist 
aber schwer die Ursache dieser hohen Leitfähigkeit festzustellen, 
da auch nach Prüfung der Isolation des Apparates bezw. Elektro- 
meters die Wiederholung der Messung dasselbe Ergebnis wie bei 
der ersten herbeiführte, die absolute Feuchtigkeit war überdies 
gering. 

Die groBen Ungleichheiten im Gang der polaren Leitfähigkeiten, 
4, und À_, zeigen einerseits, wie wenig geeignete Okularbeobach: 
tungen sind, um den Schlüssel zu diesen Abweichungen zu liefern 
umsomehr als auch der Einfluf meteorologischer Elemente nicht 
klar zu Tage tritt. 

Uberwiegend ist zwar 4_ <4,, aber das Verhältnis der beiden 
ist keineswegs konstant. Differenzen von über 100 °/ kamen nicht 
selten vor, ebenso zeigen 4, und 4_ zum Teil ganz entgegen- 
gesetzten Gang, und der Zusammenhang mit dem Potentialgefälle 
wird ganz unübersichtlich. Die starken Abweichungen in den 
Werten 4, und 4 würden auf vorhandene Raumladungen hin- 
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deuten, ob sie aber in solcher GrôBe vorhanden sind, kann nur 
eine dauernde Registrierung beider polarer Leitfähigkeiten auf- 
decken. An eine Fälschung der Resultate durch Isolationsstérungen 
ist nicht zu denken, weil bei stark divergierenden Werten des 
Blätchenrückganges am Elektrometer von beiden Messungen stets 
die erste wiederholt wurde, ohne daf dabei Ânderungen gegen die 
erste Messung sich gezeigt hätten. Fremdkôrper und Insekten, 
Staubbrücken etc. kommen auch nicht in Frage, die grofe Staub- 
freiheit der Luft einerseits, welche sich in den relativ hohen Leit- 
fähigkeitswerten offenbart, gab keinen AnlaB dazu und Insekten 
waren zu der Jahreszeit noch nicht vorhanden. Wenn andererseits 
ein merklicher Einfluf der Stôrung des Feldes durch den Apparat 
und Beobachter vorhanden wäre, müfte dieser aus den vorliegenden 
Messungen der Leitfähigkeit und des Potentialgefälles hervorgehen, 
Durch die Wôlbung der Niveauflächen über den Stôrungsobjekten 
(Apparat und Beobachter) werden die Kraftlinien der engeren Um- 
gebung nach diesen konvergieren und damit, solange keine Feld- 
umkehr statthat, positive Jonen in grôferer Menge dort kon- 
zentriert. Bei sonst gleicher Leitfähigkeit müften dann hôühere 
Werte von 4_ bei grüBeren des Potentialgradienten gemessen 
werden; das trifft, wie aus den wenigen, in den Kurven enthaltenen 
Beispielen ersichtlich, durchaus nicht zu und demgemäf wird dieser 
Fehler nur eine untergeordnete Rolle spielen. 

Ein Sättigungsstrom zwischen Teilen des Mefraumes, etwa 
zwischen dem engen Halse, der Verbindung des Elektrometers 
mit dem Apparat, und dem Aufsatzstifte würde keine einseitige 
Fälschung der einen oder anderen Leitfähigkeiten bewirken, aber 
beide zu hoch erscheinen lassen. Der Voltabfall infolge der 
Ladungszerstreuung befolgt dann nicht das Ohmsche Gesetz, die 
Abweichung davon läft sich auf einfache Weiïise ermitteln. Bei 
dem vom Verfasser benutzten Apparat kam dieser Fehler nicht 
in Betracht; schliefilich wäre noch an die verschiedene Wirkung 
der von Ra Em ausgehenden Zerfallsprodukte zu denken, die, 
worauf K. Kurz!) hingewiesen hat, bei Leitfähigkeitsmessungen 
mit dem Gerdienschen Apparat 4, um eïinige Prozente zu hoch 
erscheinen läBt, dadurch lassen sich die erwähnten Abweïichungen 
natürlich nicht erklären. 

Eine Auflüsung dieser Diskrepanzen wird sich vielleicht erst 
auf Grund eines umfangreicheren und genaueren Beobachtungs- 
materiales erzielen lassen, daher soll hier auf die komplizierten 


1) K. Kurz, Physik. Zeitschr., 1906, pag. 711. 


| 
| 
L 
| 
L 


die luftelektrischen u. meteorolog. Ergebnisse d. Beobachtungen in Island etc. 91 


Wechselbeziehungen zwischen Witterung und den luftelektrischen 
Bestimmungselementen nicht eingegangen werden. 

An dieser Stelle môgen noch die auf See, im nordatlantischen 
Ozean zwischen 63° und 61° N. Br. und 8°—1° W,. L. auf der 
Rückreise erhaltenen Werte der Leitfähigkeit genannt werden, 
von 7 zu verschiedenen Tageszeiten angestellten Messungen er- 
gaben alle übereinstimmend zwischen 4 = 1.1 <10* ESE und 
1 — 14x10" ESE liegende Werte. 


ce. Radioaktivität. 


Zur qualitativen Bestimmung des Gehaltes der Luft an radio- 
aktiven Induktionen wurde die übliche Methode‘), Exposition eines 
auf konstantem negativen Potentials gehaltenen Drahtes, ange- 
wandt; ein Gerdiensches Elektrometer, in das der aufgespulte 


- Draht nach der Exposition eingeführt wurde, diente zur Ermitte- 


lung der Aktivität. Zur Aufrechterhaltung einer Spannung von 
2000 Volt war eine zu diesem Zweck kurz vor Abreise der Expe- 
dition improvisierte Kombination von Zambonischen Säulen mit- 
gebracht. Bei dem erstmaligen Gebrauch zeigte sich leider eine 
bedeutende Verminderung der ursprünglichen Spannung, sie betrug 
nur mehr 500 Volt und sank in der Folge auf 400 Volt. Mit 
Rücksicht auf das Wetter konnten im ganzen nur 7 Expositionen, 
welche brauchbare Resultate lieferten, ausgeführt werden. Der 
Draht war mangels anderer geeigneter Befestigungsstellen zwi- 
schen dem Wohnhause und der Jalousiehütte (2 m über dem Boden) 
isoliert ausgespannt. Die dadurch notwendig gewordene groBe 
Länge des Drahtes (35 m) erforderte dann allerdings geranme Zeit 
zur Aufwickelung auf den Rahmen, so vergingen jedesmal vom 
Abschalten der Trockensäule bis zur ersten Ablesung am Elektro- 
meter 20—24 Minuten. 

Die Beobachtungsresultate sind in der Taf. 4 dargestellt, der 
minutliche Voltabfall abzüglich des Reststromes ist als Ordinate 
nach logarithmischer Skale eingetragen, die Zeit als Abszisse, 
der beobachtete Wert der Aktivität der Zeit (—4#)+1({,—#) zu- 
geordnet; ({—+#,) bedeutet die gesamtverflossene Zeit gerechnet 
vom Augenblick des Abschaltens der Batterie bis zu einer oberen 
Einstellung der Blättchen, #, ist die Zeit der folgenden unteren 
Einstellung. 

Die Punkte, die der Beobachtung entsprechen, sind unter sich 
durch strichpunktierte Linien verbunden. k 


1) Angegeben von Elster u. Geitel. 
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Der Verlauf der Aktivität, ihr Abklingen, lä8t vermuten, daf 
die aktiven Induktionen auf dem Drahte den Zerfallsprodukten 
der Ra Em- und der Th Em-Gruppe angehôren; ist diese Annahme 
richtig, so mu die mittels der bekannten empirischen Gesetze des 
Zerfalles radioaktiver Substanzen berechnete Abklingungskurve 
mit der beobachteten befriedigend übereinstimmen. Andernfalls 
leistet die von Prof. C. Runge!) gegebene Methode zur Er- 
mittelung der auf dem Draht niedergeschlagenen aktiven Induk- 
tionen gute Dienste. Obwohl einwandfreier verlangt diese Me- 
thode die Kenntnis der mit dem gleichen Elektrometer gemessenen 
Abklingung einer reinen, nur von Ra Em stammenden Induktion. 
Diese Vorbedingung lieB sich nicht verwirklichen, daher wurde die 
obige Annahme durchgerechnet und das Resultat mit der Beob- n: 
achtung verglichen. Zur Vereinfachung der Rechnung ist ange- 
nommen, daB bei Abschluf jeder Exposition bereits radioaktives | 
Gleichgewicht auf dem Draht eingetreten war. | 
Befindet sich auf dem Drahte ein Niederschlag von Induktionen, | 
bestehend aus Elementen der Ra- und Th-Gruppe, so wird die 
jeweils gemessene Aktivität sich aus der Summe der Teilaktivi- 
täten zusammensetzen, es ist dann: 


Co WE 2 ve 
à, ist der Aktivitätsanteil der von Ra Em stammenden aktiven ! 
Zerfallsprodukte, analog werde :, denjenigen der Th-Gruppe zu- 
geschrieben. 
ï 
| 
À 


Die in Betracht kommende Zerfallsreihe, von Ra Em ist nach 
Rutherfordschem!) Schema: 


«œ œ œ 


N B | 
ds DL he de 


Ra Em Ra A RaB RaC 


die des Th 
( p 
x | dde de 
O => O = O7 =/0 
ThEm ThA ThB Th C 


davon künnen Ra A, Ra B, RaC, ThA, Th B, ThC auf dem Draht 
vorhanden sein. Bezüglich ihrer Wirksamkeit als Jonisatoren 
stehen die &-Teilchen im Vordergrund, die der $8- und y-Strahlung 


1) Nachrichten der Kgl. Ges. der Wissenschaften zu Gôttingen 1907. 


die luftelektrischen u. meteorolog. Ergebnisse d. Beobachtungen in Island etc. 93 


tritt auf der kurzen Strecke im ElektrometergefäB dagegen zu- 
rück. Bei der Ra-Gruppe sind es nun zwei Elemente, Ra À und 
Ra C, welche beim Zerfall «-Teiïlchen aussenden, allein die geringe 
Lebensdauer von Ra À (H.-Z. — 3 Min.) hat zur Folge, daf kurze 
Zeit nach Abschluf der Muttersubstanz die Ra A-Aktivität rasch 
verschwindet, dazu genügen bereits 25 Min., in welcher Zeit sie 
auf etwa 0,003 der anfänglichen sinkt. Da nun die ersten Beob- 
achtungen dem Intervall 25—30 Min. angehôren, wird die später 
gemessene Aktivität von Ra C und ThB herrühren; über die früher 
liegende Aktivität kann demnach nichts ausgesagt werden und es 
lassen sich die Beobachtungen so deuten, wie wenn zur Zeit t — 0, 
dem Moment des Unterbrechens der Exposition eine gewisse Menge 
%,, Von RaB und n»,, von Ra C auf dem Draht vorhanden gewesen 
wäre, dann geht die folgende Aktivität auf Kosten des Zerfalles 
von Ra C und bei Anwesenheit von Th-Produkten noch von Th B 
aus, beide zerfallen nicht in gleichem Tempo, da die Halbwert- 
zeiten verschieden sind, immer soll jedoch jede Aktivität propor- 
tional der vorhandenen Menge des strahlenden Elements sein, also, 
, wn, (Menge von Ra C zur Zeit é,), i, run, (bezügl. Th B); n,,, 
No PZW. Rio 40 die zur Zeit é = 0 anwesenden Mengen Ra B, 
Ra C bezw. Th A, Th B. 

Aus der Theorie*) des sukzessiven Zerfalls nach längerer Ex- 
positionszeit läBt sich die Umwandlung von », (Ra C) ausdrücken 
durch die Differentialgleichung 


dn, 


dé 
1,, 4, sind auf Ra B, Ba C bezïügl. Zerfallskonstanten, welche mit 
den Halbwertzeiten durch die Beziehung verbunden sind. 
lg 2 


T 


= ÿf 


+An = 1,6 


À. — 


i 
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Die Lôsung der Differentialgleichung führt zu dem Ausdruck: 


ht A 


+ 


ns A, 3,0 € — À, 50 € 


(4, Mo — I) Pt At 
; À, FE À, 


LE À 

Das letzte Glied kann als Korrektionsglied, abhängig von den 
ursprünglichen Mengen betrachtet werden, ging der Zustand vom 
radioaktiven Gleichgewicht aus, dann ist À,n,, — À,n,, — const. 


1) Rutherford radioaktivity, 2. edit., 1905, pag. 450, Th C ist dort noch 
nicht erwähnt. 
2) Rutherford, 1. c. Chapl. IX. 
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und das dritte Glied verschwindet, das erste vereinfacht sich zu: 


ms No — ht — st 
1, = IT le À, e {. 


Mit Vertauschung der Zerfallskonstanten folgt für die zu einer 
Zeit t vorhandene Menge Th B die analoge Gleichung: 


— At —À;t 
ns = No Per lue ee : 
und aus: 
LM LADUE n} 
Lo Na, Lao Mao 
ergibt sich: 
PE pue N nds ht to At 1.70 
Duty Necr ul LU hier Ale dre5 VA 
oder in Halbwertzeiten ausgedrückt: 
t (a —t)t 
—lg2— mise 
8 1 2 


2 
LA — (Ig 2) 7 
+isrre t he (> tit ui 
Lier Endverlauf einer beobachteten Aktivität, nach etwa 200 bis 
‘00 Min, gestattet es i, zu bestimmen, da à, zu der Zeit unmerk- 
lich klein geworden ist. 

Mit der Kenntnis von , kann nun leicht i, und i,, hergeleitet 
werden. Nach diesen Gesichtspunkten wurde die Rechnung mit 
den Halbwertzeiten 


Ra B 926,7 Min, ThArv636 Min, 
Ra C 295 Min, ThB65 Min. 


durchgefübrt und die glatt ausgezogenen Kurven in Taf. 4 stellen 
das Ergebnis der Rechnung dar. Verglichen mit den Beobachtungen 
ist die Übereinstimmung befriedigend, und man darf daraus wohl 
entnehmen, daf die Annahme des Vorbandenseins von Th B und 
RaC Induktion die Aktivität erklären läBt mit Ausnahme von 
Fig. 7, die auf die alleinige Wirkung des Zerfalles von Ra C zurück- 
zufübren ist. Gerade durch diesen von den übrigen abweichenden 
Verlauf tritt die ThB-Wirkung in den andern deutlich hervor. 

Das Verhältnis, in welchem die Ra- und Th-Gruppe sich an 
der Aktivität beteiligt haben, läft sich nun einfach bestimmen. 
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Man kann dazu von der Integralaktivität 


OO 
ST es [ ä dt 
0 


ausgehen. Die Integration der obigen Gleichung ergibt dann 


Ga dt ne 2 
1, À, Ë : ” 1, À, 


J, = VU, 


Wie nun leicht zu beweisen, ist der Ausdruck für die zwischen 
tj zerfallene Anzahl Atome der Substanzen Ra C und ThB von 
derselben Form. 


y Gt) a gnaldsrt 29 
N, r Ns,o Fi À, ) N, FE No,0 1! À: ) 
. die Zahl der zerfallenen Atome ist aber Integralaktivität propor- 
tional, daraus folgt: 


Ji, 

The 
also auch: 

ho 24 No 

5 Neo 4 


Die anfänglichen Aktivitäten verhalten sich also wie die 
Mengen der Substanzen Ra C und ThB zur Zeit {é — 0. Streng 
genommen wäre auf die Umwandlung von Ra À noch Rücksicht 
zu nehmen und es wäre à, bezw. n, zu ermitteln aus: 


qe) Ps {ue IlaeT A4 per t4 ce #1, 


Ne Nso 
wobei 
6 nf Méga + 
(CA se 1,) ( rt A) : (A, rs 1,) Q@, vi 1,) 
1,1, 


rer (,—4,)(4, — 4) 


Indessen beträgt die Abweichung des benutzten gegenüber dem 
strengen Ausdruck für # — 30 Min. nur mehr 1°/o, so daB im 
Hinblick auf den Näherungscharakter der Rechnung das aus dem 
ersten gezogene Resultat genügen wird. 


Das Verhältnis ce bezw. ue der anfänglichen Aktivitäten 


,0 3,0 
zur Zeit 1 — 0 gibt nun Gelegenheit, einen Schluf auf das 
Verhältnis der Emanationsmengen Ra Em, Th Er zu ziehen, 
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die, wenn jede mit ihrem Zerfallsprodukt im aktiven Gleich- 
gewicht sich befände, nôtig wären, die Mischung nee zu bewirken. 
Aus der Gleichgewichtsbedingung würde folgen: 


! ! 

ns 4 "4 , n'. — ho 

» 2,0 Me | 
Fa 1 


und daraus ergibt sich das Verhältnis der Emanationensmengen _. 


(4 


üo , Ask é = Mo 
ho A4 ne. 


Mit Einsetzung der Zahlwerte für die Zerfallskonstanten folgt: 
21012 = &, 


2,0 


Die betreffenden Werte von se und Ë erhellen aus folgender 
Potential 


2,0 
Tabelle. 
der expon. 


ne Ë Aktivier.-Zahl 


No. Drahtes 


Volt 
1 | 500 5.3 | 145 | 6.75 | 5.7:10-4| 7.10-4 11.5 
2 500 | 19.6 | 1.10 | 20.70 |17.8 35.10-4 35.5 
3 480 | 115 | 1.5 |120 | 7.7 15.10-4 29.0 
a | 450 38 | 15 | 53 | 25 5.10-4 9.0 
5 450 | 195 | 16 |o211 |122 | 2410-+ 36.0 
6 | 450 | 54| 10 | 64 | 54 11.10-4 11.0 
7 450 72| 0 | 72 |[oo] [oo] 12.0 
Mittel | 460 | 105 | 1.2 | 115 | 8.6 [17 >< 1074 7 20 


Der Gang der Aktivierungszahlen prägt die starken Schwan- 
kungen der Aktivität deutlich aus, die Messungen fanden inner- 
halb 10 aufeinanderfolgenden Tagen bei günstigem Wetter statt. 
Den wesentlichsten Schwankungen ist die RaC-Aktivität, also 
auch der Gehalt Ra Em der Atmosphäre unterworfen, der Th B- 
Anteil schwankt dagegen wenig; mit Ausnahme der letzten Beob- 
achtung, in der seine Wirksamkeiït sich nicht zeigte. 

Die starke Veränderlichkeit der Aktivität macht es wahr- 
scheinlich, daB die aktiven Produkte, die Induktionen akzesso- 
risch sind am Beobachtungsort, als Transportmittel käme die 
fast nur aus dem SO-Quadranten, also über Land, ziehende Luft- 
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strômung in Betracht. Der Umstand nun, daf die Induktionen 
der Wirkung des elektrischen Erdfeldes unterworfen sind, läBt 
einen entfernten Ursprungsort nicht als wahrscheinlich gelten. 
Andererseits ergaben Untersuchungen von Boden- und Wasser- 
proben, erstere von verschiedenen Stellen des oberflächlichen 
Bodens (bis 0.2 m Tiefe) der näheren Umgebung, letztere dem 
Fjord und dem ca. 1.5 km entfernten Wasserlaufe entnommen, keine 
merkliche Aktivität. Diese Messungen wurden zu verschiedenen 
Zeïiten mit dem empfndlichen Schmidtschen Elektrometer, das 
der Expedition von der Firma Spindler & Hoyer in Gôttingen, 
zu dem Zwecke freundlichst überlassen worden war, ausgeführt. 

Soweit erkennbar, war das ausschlieflich vorherrschende Ge- 
steinsmaterial, aus welchem die den Fjord umsäumenden 200—300 m 
hohen Hügel, und das weiter im Hintergrund liegende Plateau 
. bestand, tertiärer Basalt, und Basaltschutt von sehr feinem Korn 
bildete auf ziemliche Erstreckung den Strand und den Boden 
des schmalen Vorgeländes; der Fuf der Sturzbahn der steil an- 
stehenden Hänge war mit grobem Gerüll und Basaltblôcken besät. 
Wo das feinkôrnige Material überwiegt, noch an Stellen von 2.5— 
8m über dem Hochwasserniveau, finden sich mit dem Schatt durch- . 
mischt zahlreiche Muscheln vor; das weist auf einen rezenten Ein- 
brach der See hin, vielleicht durch Sturmfluten herbeigeführt. 
Môglicherweise trug die Submersion des Bodens mit dazu bei, dem 
ohnehin an radioaktiven Substanzen armen Basalt!), aus dem 
der oberflächliche Schutt bestand, noch innewohnenden Rest zu 
schwächen. 

Die Frage nach der Herkunft der Induktionen, namentlich der 
Th-Gruppe, bleibt offen, vielleicht hätte eine systematische Boden- 
untersuchung von grôBerer Ausdehnung bessere Resultate gezeitigt. 
Die späte, erst in der zweiten Hälfte des Monats Mai beendete 
Schneeschmelze vermehrte das sumpfige Terrain; dadurch wurde 
eine ausgedehnte Untersuchung unmôglich. 


d. Meteorologische Beobachtungen. 


Zum Studium der atmosphärischen Vorgänge wurde neben der 
Registrierung von Luftdruck, Temperatur, relativen Feuchtigkeit, 
eine regelmäfige in vierstündigen Zwischenräumen erfolgende Be- 
obachtung von Wind, Wetter, Wolken und deren Zugrichtung für 
die Dauer des Aufenthaltes aufrecht erhalten. Die Angaben der 
Registrierinstrumente sind mittels der dazu mitgeführten Bezugs- 


1) v. Mache u. Schwendler, atmosphäürische Klektrizität, pag. 142. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso, 1912. Hoft 1. 7 


98 A. Ansel, 


instrumente — einem geprüften Aneroïid und einem Assmann- 
schen Aspirationspsychrometer — in fortlaufender täglicher Kon- 
trolle gehalten worden. Leider gelang es nicht, das Aneroid, 
welches an das auf dem Gôüttinger geophysikalischen Institute vor- 
bandene Normal-(Quecksilber-)Barometer angeschlossen war, auf 
Island erneut zu vergleichen. Die besuchten Wetterdienststellen, 
oder die uns als solche bezeichneten, in Reykjavik und Isafjord waren 
mit Barographen, und mit Aneroid-Barometer die den Verkehr 
mit Island unterhaltenden Passagierdampfer ausgertstet, die Kor- 
rektionen der Instrumente schienen jedoch nicht bekannt zu sein. 
Infolgedessen künnen die im Anhange enthaltenen Angaben des 
Luftdrackes nicht als absolute Werte gelten. 

Die stündlichen Mittelwerte des Luftdruckes (reduziert auf 
0° C. und Seehôhe — mittleres Hochwasser im Fjord —), der Tem- 
peratur, relativer Feuchtigkeit und Dampfspannung sind im An- 
hang beigegeben. 

Als Monatsmittel der meteorologischen Elemente ergaben sich: 


p — 767.6 mm, t— +440, LFP. = 71°). 


Wetter und Luftstrômung: Das Wetter während des Monats 
Mai erhielt sein Gepräge durch den in diese Zeit fallenden, doch 
viel früber erwarteten Übergang vom Winter zum Sommer jener 
Gegend. Die erste Dekade des Monats stand noch ganz unter der 
Herrschaft des Winters. In der zweiten Dekade vollzog sich der 
Wechsel und das nunmehr unbeständige Wetter erhielt sich bis 
zur Abreise der Expedition; schônes Wetter war von kurzer Dauer. 
Parallel mit dem Wechsel der Witterung vollzog sich eine Ande- 
rung der vorherrschenden Luftstrômungen. In der ersten Dekade 
schwankte die Windrichtung zwischen NW und NO, ging mit dem 
Umschlag nach dem SO-Quadranten und bhielt sich daselbst 
mit kurzen Ausnahmen bis zum Ende des Monates. Diese dem 
Fjord entlang wehende Luftstrômung zeichnete sich durch stof- 
artigen Charakter aus. Wie beobachtet, folgten zeitweise mit 
intermittierender Stille oder schwacher Brise die StôBe in fast 
regelmäfigen Pausen von 8—10 Min. Die Windstärke variierte 
hierbei je nach der allgemeinen Wetterlage zwischen 7 m und 
18m. In den StôBen sanken stets Temperatur (um 0.2° bis 
0.4° C.) und relative Feuchtigkeit (am ca. 5°). Nach dem gleich- 
mäBigen Flug der über den Bergen ziehenden Wolken beurteilt, 
war die dortige Lufstrômung stetig; Barometerschwankungen 
während der StôBe traten nicht ein. 

Von den meteorologisch-optischen Erscheinungen seien irisie- 
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rende Wolken erwähnt, die einmal und unter günstigen Bedingungen 
zu beobachten Gelegenheit war. Am Abend des 29. Mai standen 
vereinzelte, duftig zarte Cirro-Cumuli fast bewegungslos und zer- 
streut liegend am Abendhimmel, dessen tiefes Dunkelblau das an- 
mutige, zwischen grün und rot in den einzelnen Partien der Wôlk- 
chen schwankende Farbenspiel wirksam kontrastierte. Die schônste 
Farbenpracht war an der grôften Wolke zu bemerken, die, von 
schwach ovaler Form mit einem Durchmesser von 2°, im Azimuth 
der Sonne (N 35° W) stand und 34° von ihr entfernt war; all- 
mäblig verblassend währte das Schauspiel 11}: Stunden. 

Chronometerkontrolle: Über die Ausübung derselben, 
die dem Verfasser oblag, sei noch in Kürze berichtet. In Kopen- 
hagen wurde das Sternzeitchronometer in Gang gesetzt und dessen 
Stand bestimmt; eine zweite Standbestimmung ergab sich in Reyk- 

.javik nach der dortigen, in der Seefahrtschule aufgestellten Normal- 
ubr, deren Stand von Zeit zu Zeit durch den Direktor der Schule, 
Herrn Halldorsson, aus Meridiandurchgängen von Südsternen be- 
stimmt wird. Als Normalzeit Islands gilt die des 15° Grades west- 
licher Länge von Greenwich. 

Während dès Aufenthaltes im Dyrafjord wurde in Zwischen- 
räumen von 8—10 Tagen der Stand des Chronometers aus Serien 
von Sonnenhôühen in der Nähe des ersten Vertikales hergeleitet. 
Zur Messung der Sonnenhôühen diente ein guter Sextant und künst- 
licher (Hg) Horizont; bei der groBen Helligkeit während der Nacht- 
stunden konnten Sterne nicht genommen werden. Die Hôühenmessungen 
wurden erschwert durch den Mangel eines bei dem meist windigen 
Wetter notwendigen Schutzdaches für den Quecksilberhorizont, nicht 
wenige Beobachtungen gingen dadurch verloren. 

Die geographische Breite und Länge des Beobachtungsortes, 
dessen Lage durch Peilung von Objekten bekannter Lage fest- 
gestellt wurde, waren einer Spezialkarte des Dyrafjordes [No. 173 
Sô6kaart Arch. Kjôb. 1887] entnommen. AuBerdem wurde die 
Breite mittels mehrerer Messungsserien von Circummeridianhôhen 
der Sonne nachgeprüft, es ergab sich daraus: 


o — 65°52.7 N + 0.1! 


und nach Karte 
œ — 65°53.5 N. 


Die Abweïichung ist mit Rücksicht auf den Zweck der Zeit- 
bestimmung unerheblich. 
Uhrvergleiche mit der Normaluhr auf der Seefahrtschule zu 
Reykjavik ermôglichten auf der Rückreise den Stand des Chrono- 
7* 
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meters für die letzte Zeit des Aufenthaltes in Dyrafjord nach- 
zuprüfen, es ergab sich eine Differenz von 8 Sek., die aus Messungs- 
fehlern allein nicht erklärt werden kônnen, ob dabei vielleicht ein 
geringfügiger Längenfehler noch eine Rolle mit spielt, war nicht 
auszufinden, da eine absolute Längenbestimmung trotz mancher 
Versuche nicht gelang. 


Zusammenstellung der Resultate. 

1) Potentialgefälle: als Mittelwert ergaben sich 90 Volt/m; 
unter der Annahme, daB das Potentialgefälle im wesentlichen 
einfach-periodisch ist, besitzt die zugehôrige Amplitude den 
Wert von 15 Volt/m, andererseits betrug die Streuung der un- 
regelmäBigen Schwankungen + 60 Volt/m. 

2) Leitfähigkeit: es hat sich gezeigt, da in dem Gang der 
polaren Leitfähigkeiten meist Parallelität herrscht, wenn man 
von den kleineren Abweichungen absieht, doch kommen auch 
vereinzelt Ausnahmèn vor. 

Der Mittelwert der Leitfähigkeit beträgt 3.0 < 107* ESE. 
GrüBere Unterschiede gegen den Mittelwert sind nicht häufg. 
In weiten Grenzen dagegen schwankte der sog. normale Ver- 
tikalstrom, nämlich zwischen 8.7 >< 107 Amp./em* und 0.4 < 
107 Amp./cm’. Als Mittel aus sämtlichen Beobachtungen folg- 
ten 3.0 < 107% Amp./cm’. 

Ein Zusammenhang zwischen Potentialgefälle und der Leit- 
fähigkeit lieB sich nicht nachweisen, ebensowenig eine Beziehung 
beider zu den erdmagnetischen Stôrungen. Leitfähigkeit auf 
See wurde zu À = 1.1 =< 107‘ bezw. 1.4 >< 107 ESE gefunden. 

3) Radioaktivität. Soweit die Aktivierungszahlen als Maf 
dienen, war am Beobachtungsort kein starker Gehalt an radio- 
aktiven Induktionen weder in der Luft noch in den untersuchten 
Bodenproben vorhanden. 

Die beobachtete Aktivität setzt sich wahrscheinlich aus 
Zerfallsprodukten der Ra Em und Th Em zusammen. 

Die Schwankungen der Aktivität sind erheblich. 

4) Bezüglich des Durchganges des Halleyschen Kometen. 

Von allen beobachteten Vorgängen, sowohlluft- 
elektrischer wie meteorologischer Natur, zeigten 
sich keine besonderen Erscheinungen. die den 
Schluf auf eine Einwirkung des Kometen nahe leg- 
ten, es traten in den der Messung zugänglichen Elementen 
keine anderen Stôürungen auf, die nicht auch zu anderen 
Zeiten aufgetreten sind. 
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Tabelle I. 
Datum| Uhrzeit | 1041, | 10*1_ | g = & 1044 E 4 — 
(ESE) | (ESE) - | (ESE) | Volt/m | 1071 Amp./cm'- 
2. V. | 12b mttgs. 2.35 2.04 1.16 4.39 
6. V. |12 2.48 0.89 2.74 3.37 
8 p.m. 1.45 2.00 0.73 3.45 
10 2.86 1.10 2.60 3.96 
7. V. |11 a.m. 2.85 1.60 1.78 4.45 
7 p.m. 2.77 1.70 1.63 4.47 
S:V.tiu8 2.18 2.00 1.09 4.18 
9 Vi 2.28 1.19 1.92 3.47 
4 2.29 1.60 1.44 3.89 
8 0.46 0.24 1.92 0.70 
10. V1 4 2.08 1.51 1.38 8.59 210 8.4 
4 1.98 1.34 1.48 3.32 235 8.7 
8 1.45 1.02 1.43 2.47 200 5.5 
12 1.5 0.4 3.75 1.90 250 5.2 
11.V.| 8 a.m 0.4 0.2 2.00 0.6 200 1.3 
12 mttgs 1.02 0.8 1.27 1.82 300 6.7 
4 p.m 1.76 1.0 1.76 2.76 150 4.6 
8 1.91 1.50 1.27 3.41 g 2.6 
12. V.| 8 a.m 2.21 2.10 1.05 4.81 33 1.6 
12 mttgs 2.11 1.19 1.78 3.30 78 2.9 
| 4 p.m 2.61 1.43 1.83 4.04 190 4,9 
8 2.50 1.90 1.32 4.40 122 6.0 
12 2.07 1.32 1.57 3.40 160 6.0 
13.V.| 8 a.m 1.41 0.89 1.58 2.30 83 2.1 
12 mttgs 1.82 1.78 1.02 3.60 72 2.9 
4 p.m 1.70 1.82 0.93 3.50 120 47 
8 0.89 0.49 1.82 1.38 120 1.8 
12 1.15 1.04 1.11 2.19 83 2.1 
14. V.| 8 a.m 1.35 1.04 1.30 2.39 160 4.3 
12 mttgs 2.03 1.64 1.24 3.67 108 44 
4 p.m 1.32 0.95 1.39 2.26 128 3.2 
8 1.16 0.98 1.18 2.14 200 4.8 
12 1.24 0 55 2.25 1.79 250 49 
15. V. |12 mttgs 0.86 0.81 1.06 1.67 132 2.4 
4 p.m 1.22 0.68 1.79 1.90 130 2.7 
8 1.22 0.94 1.30 2.16 100 4 
12 1.67 1.21 1.38 2.88 61 1.9 
16. V.| 8 a.m. 1.59 1.47 1.05 3.06 55 1.9 
12 mttgs. 1.35 1.67 0.76 3.00 39 1.2 
4 p.m. 1.52 1.38 1.10 2.90 110 3.6 
8 0.89 0.86 1.04 1.75 50 1.0 
12 1.00 0.79 1.27 1.79 50 1.0 
17.V.| 8 p.m 1.25 1.49 0.84 2.74 36 1.1 
12 2.25 1.94 1.16 4.19 20 0.9 
18.V.]11 55ma.m.| 1.37 1.62 0.85 2.99 14 0.46 
2 00 p.m.| 1.35 1.52 0.84 2.87 11 0.85 
4 14 1.82 1.49 1.22 3.31 23 0.84 
6 00 1.60 1.64 0.98 3.24 31 1.11 
8 00 1.79 1.64 1.09 3.43 56 2.13 
10 00 1.98 1.77 1.12 3.75 45 1.87 
12 00 2.83 2.60 1.09 5.48 28 1.69 
19. V.| 1 48 a.m.| 2.28 1.78 1.28 4.06 50 2.25 
2 26 2.13 1.64 1.20 3.77 83 3.45 
8 09 2.65 1.66 1.60 4.31 56 2.68 
3 34 2,22 0.76 2.96 2.97 155 5.11 
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Datum | Ubrzeit 1044, | 104 |q— S 1044 E à = « 

(ESE) | (ESE) (ŒSE) | Voltim | 10719 Amp.Jem® 
19. V.| 4n19ma.m.| 245 | 146 | 168 | 3.91 50 2.17 
5 00 0:50 | 047 | 160 | 097 | —25 | 09 
7 12 145 | 0.90 | 161 | 235 15 0.40 
9 20 200 | 142 | 141 | 34 65 2.47 
12 00 164 | 1927 | 199 | 291 | 100 3.23 
2 08 100 | 051 | 200 | 151 | 125 2.10 
4 12 p.m.| 650 | 078 | 064 | 128 | 165 2.34 
6 30 160 | 125 | 198 | 285 | 155 4.90 
8 15 144 | 047 | 307 | 191 | 14 3.88 
10 14 204 | 138 | 148 | 342 94 3.57 
11 00 195 | o8s | 238 | 279 | 138 4:27 
12 00 178 | 069 | 258 | 247 | 111 3.04 
20.V.| 1 00 a.ml 195 | 119 | 164! 814 | 106 3.70 
2 00 231 | 172 | 135 | 408 78 3.49 
3 00 209 | 1:77 | 119 | 3.86 89 3.82 
4 00 058 | 050 | 116 | 108 | 183 9:19 
5 00 152 | 084 | 185 | 236 | 164 4.23 
6 00 067 | 036 | 186 | 103 | 280 3.20 
7 00 185 | 192 | 097 | 3.77 | 122 5.11 
8 00 170 | 138 | 123 | 308 | 128 438 
9 00 197 | 111 | 177 | 308 | 138 472 
2 35 p.m.| 172 | 1.78 | 097 | 3.50 | 106 412 
in: 198 | 111 | 178 | 309 | 155 5.32 
6 9 149 | o51 | 282 | 200 | 164 | 3.64 
8 26 149 | 118 | 126 | 267 | 195 5.18 
9 66 233 | 114 | 205 | 347 | 100 3.85 
11 3 186 | 101 | 184 | 287 97 3.09 
12 0 211 | 111 | 190 | 3.22 | 197 7.05 
21,V.| 1 00 a.m.l 152 | 056 | 2.71 | 2.08 | 195 4:52 
2 00 140 | 048 | 282 | 188 | 278 5.81 
3 00 130 | 077 | 169 | 2.07 78 1.79 
4 00 186 | 079 | 233 | 265 57 1.68 
5 00 150 | 119 | 126 | 2.69 45 1.34 
4 30 p.m.| 193 | 101 | 191 | 294 58 1.89 
8 O0 ("| 147! 170%) ‘0.70! ‘8.17 50 176 
8 3 165 | 133 | 108 | 298 95 0.83 
9 00 180 | 137 | 131 | 317 | —36 127 
10 40 175 | 153 | 114 | 328 72 2.62 
12 00 296 | 137 | 165 | 3.63 | 100 4.01 
99. V.| 1 00 a.m.l 292 | 132 | 291 | 4.24 67 3.16 
2 00 292 | 161 | 139 | 3.83 75 3.19 
3 25 247 | 109 | 297 | 3.56 | 122 481 
3 55 Leët | «14801, 1114) 918 73 2.54 
5 00 195 | 157 | 124 | 352 80 3.10 
5 58 203 | 203 | 100 | 406 34 1.20 
7 6 o61 | 261 | 0923 | 322 |—144 __5.15 
7 56 197 | 150 | 131 | 3.47 39 1.50 
9 00 245 | o71 | 348 | 316 | 19 6.73 
9 53 901 | 197 | 112 | 418 | 133 6:16 
11 00 196 | 148 | 182 | 344 | 150 5.18 
12 00 230 | 167 | 137 | 83.97 95 419 
1 00 pm. 223 | 137 | 163 | 3.60 | 105 4:20 
1 53 190 | 157 | 120 | 3.47 | 128 £90 
3 00 105 | 051 | 206 | 156 | 145 9.51 
4 00 1,51 gp | 170 | 240 | 145 3.86 
6 10 qi | 100 | 111 | 211 | 278 6.52 
7 00 071 | 066 | 108 | 137 | 244 8.71 
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1041 
(ESE) 


E 
Volt/m 


1044 
(ESE) 


Datum | ‘ Uhrzeit 


10 1_ Le à 


À — 
(ESE) 10-19 Amp./cm? 


22. V. | 8h OO0mp.m. 4.77 
; 9 5 2.05 5.40 
10 00 2.28 5.39 

11 00 2.82 6.19 

23.V.| O0 6 a.m. 1.87 5.10 
1 20 1.53 4.07 

3 00 1.32 3.07 

3 54 1.25 2.87 

31. V. |11 36 2a.m 1.43 2.77 
1 20 p.m 0.98 2.23 

2141b 1.59 3.46 

3 6 1.58 4.60 

4 00 1.64 4.02 

5 10. 2.02 3.63 

6 50 1.64 4.66 

8 00 1.14 4.03 

9 00 1.20 4.53 

10 00 1.22 4.43 

11 10 1.08 2.32 

12 00 1.17 2.50 

IV | 120088": 1.32 2.39 
2 00 1.46 : 4.52 

3 00 0.88 : 5.43 

4 5 1.04 : 6.15 

5 25 1.24 ï 4,32 

7 53 1.16 : 4.30 

9 00 è HE 1.33 3.24 87 3.47 

10 5 1.83 : 1.20 3.36 63 2.35 

11 00 1.70 | 1.70 | 1.0 | 3.40 85 5.21 

11 34 2.21 1.83 1.21 404 64 2.87 

1 00 p.m. 1.83 1.53 1.20 3.36 74 2.76 

1 57 1.73 1.51 1.14 3.24 75 2.70 

2 57 1.87 1.80 1.04 3.67 108 4.40 

3 57 1.80 0.80 2.25 2.60 134 3.87 

5 5 1.51 1.51 1.00 3.02 88 2.95 

6 00 1.86 0.94 2.00 2.80 108 3.36 

6 47 2.05 1.30 1.58 3.35 128 4.76 

8 00 1.51 1.00 1.51 2.51 108 3.01 

9 00 1.03 2.05 1.50 3.08 |—100 —3.30 

9 54 2.01 1.69 1:19 3.70 25 1.03 

11 30 2.20 1.75 1.26 3.95 125 5.40 
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Datum 25 Ve 3. V. 4, V, 5. V. 
| 

1 4 1 |749.5 1.5 | 740/, | 4.3 1 758.3 | —1.6 | 66 2}, | 3.1 1 |747.8|+0.8 710), | 8.8 
2 2 49.7 13 73 4.2 2 57.5 | —1.5 | 68 3.2 2 47.4 | —0.5 | 70 3.5 
3 8 49.9 1.7 173 4.3 8 56.5 | —1.5 | 65 8.1 8 47.6 | —1.0 | 69 5.4 
4 4 50.3 1.8 | 72 4.1 4 55.5 | —1.5 | 67 3.2 4 47.9 | —1.3 | 70 3.3 
5 5 51.1 0.9 | 74 4.1 5 54.8 | —1.7 | 68 3.2 5 48.4 | —2.0 | 71 3.2 
6 6 51.7 0.5 | 75 4.0 6 54.2 | —1.5|71 3.3 6 48.5 | —2.0 | 68 8.1 
% 7 52.6 1.5 | 76 4.4 7 53.4 | 1.8 | 72 3.4 7 48.9 | —2.4! 66 2.9 
8 8 53.2 1.5 |75 4.3 8 52.7 | —1.0|71 8.4 8 49.0 | —2.0 | 65 3.0 
9 9 54.1 1.3 | 75 42 9 51.8 | —0.5 | 70 3.5 9 49.1 | —2.4]68 2.9 
10 10 55.3| 2.0 76 4.5| 10 50.8 | —0.5 | 68 8.5| 10 : 49.6] —2.5 68 2.9 
11 11 56.6 2.0 | 73 441] 11 49.6 | —0.3 | 69 8.51 11 ! 50.1|—3.3|66 2.7 
Mttg. | 763.9 4.651430), |3.8|Mttg.| 57.7 1.0 | 78 4.2|Mttg.| 47.3 | —0.2 | 69 3.6 | Mttg.| 50.5 | —3.1 | 62 2.7 
1 53.7 1.5 | 48 8.2 1 58.9 1.0 | 78 4.2 1 48.8 | —0.2 | 68 3.6 1 : 512 —33|63 2.7 
2 53.5 0.5 | 58 8.4 2 59,81 0.5|73 8.9 2 48.6 | —0.2 | 68 3.6 2 51.8 | —3.5 | 65 2.6 
6) 53.0 1.0|73 4.1 8 60.1 0.2 |73 3.9] 3 48.3 | —0.2 | 67 3.5 3 51.5 | —5.7 | 65 2.6 
4 52.2 | —0.8 | 83 3.8] 4 60.3 | —0.5 | 73 3.61 4 47.9 | —0.5 | 67 8.4 4 | 51.7 —40;,63 2.5 
5 51.5 0.5 | 86 4.3 5 ! 60.9!—1.2|78 8.5 5 47.7 | —0.5 | 67 3.4 5 ! 52.1|—5.2|63 3 
6 50.9 1.281 4.4 6 61.0 | —1.5 | 68 8.2 6 47.2 | —0.7 | 67 8.4 G : 52,2 |—5.5166 |2.5 
7 50.5 1.5 | 80 4.5 7 61.0 | —1.1 | 65 8.2 7 46.9 | —0.5 | 67 8.4 7 | 522|—48163 12,5 
8 50.2 2.276 4.6 8 61.0 | —1.1 | 65 3.2 8 46.9 | —0.5 | 67 8.4 8 52.0 | —4.5 | 61 2.85 
9 49.8 1.5 | 74 4.8 9 60.5 | —1.5 | 66 3.2 9 46.7 | —0.7 | 68 3.4 9 52.0 | —4.2 | 61 2.4 
10 49.2 21175 44! 10 60.1 | —1.5 | 67 3.21 10 46.9 | —0.7 | 68 3.41 10 : 520|—42|65 2.4 
11 49.3 1.5 | 73 45! 11 59,8 | —1,5 | 70 3.31 11 46.9 | —0.5 | 70 3.6] 11 : 520] —4.2 | 60 2:38 
12 49.5 1.5 | 73 421, 12 59.6 | —1.6 | 70 8.21] 12 | 46.8 | +08 |72 3.8| 12 592.2 | —4.2 65 | 2.4 


U — Zeit des Meridians von 15° W. 


»p, = reduzierter Barometerdruck. 
T' = Temperatur. 

rf = relative Feuchtigkeit. 

Pa = Dampfspannung. 


Mittelwerte auf die volle Stunde bezogen. 
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die luftelektrischen u. meteorolog. Ergebnisse d. Becbachtungen in Island etc. 


[ : : Ê i 
68| 5£190 91 le e69,#i—)2#9 | a1 [sel LGiSI—1809 Gr [ce griLa—:Fr9S I 
0%! S£L'LU |L'L19 Te! g991—|19 | 11 [L'e| geloe—|co09 : 11 |ga! SF L'a—|ggg : 1 
OF| 69 d1 |z'eu lé| 69181—:679 | O1 [8%| G9S2— 009  o1 [Se S8r:Se— |19S  o!I 
L#| OLIST Tes gel 69 L0—1879 |! 6 |6c| c9l61—1869 6 |Se ogi6e—|r9s 6 
0Y| LIST ;88c ge) 69 co—|6r9 | à [éecl geslgi—jéess 8 [sai peire—|ogs . & 
8v| SOISI 689 gel cp!go |vv9 à 2 ol ggigo— yes, 2 [ua 61e :0ye : » 
TF| G9)0% |ç'69 gl 09107 1289 | 9 |ga| guiso—|reg jy |ya; selga— roc : 9 
ar| 99188 |969 8'8| O9!9T 969 | u [6al agigo—]|61g ! u [Loi w6slga—-irog : € 
lY| 99108 869 gel pe 9m 689 | y [us] goigo— 610 ; y [rel 19/gc— 196 : » 
av U9180c |8'64 gel 19108 |9'e9 | & [seit gico—]1ig  g |gc| F9lgs—irgs , & 
Svl 19,8% 009 GS] LIST 1989 | & |6e! 09100. #19 : 8. Îce, yyluz--l6eg : à 
0ÿ| S9 ST :9'19 gel OG|9JT |F2<9 | 1 6e! tgigo—ilsis : Ep [gel guics—]|re : 1 
8'&| GOIUT 919 1e| 95 ST |819 l'Ennléec! as: go—|rLe 'SpNnlre, 26 0e— leve ‘5H 
Tÿ| SOILI |9T9 Lé| 8.60 |619 | 11 8%) 06)L0— 1698 | 11 Lei 9C:08—|ctû ; 11 
0#|  99!JT+ 919 Vel 89100 |819 ; OI [Lai IYIST—:026 : O1 [gel vg|ge—|1l'y6 : o! 
gl  89|80—|8c) gel: 691#0 TI | 6.ÎL'e| valei—i01s : 6. |gat rage |lr#e ; 6 
9'8| GL|g0—]|9c9 ge! gg'e0o+lo19 | 8 [ral gglra— iris ; $S |ac; cs ge—iges |: # 
g6| &L|01—|Sc9 F6] 9990—,0719 |! L [pal Giga |ris : L |1a) srl &— | res dE 
ge! SGL|S1—) 16,9 V6] 99:91—1609 | 9 |rel vgiue—]|cio | 9 |0G. Jr. 8e—|reg à 9 
vs) g2|g1— | 60 Tg| £9iS1—1609 | q |as| 0g|ag—)696 : & or’ srlsr—iges ; € 
86! 6991-1879 6é| 89.g1—;c19 | r.|re| 9p|08—)296 : p.108, cs9y-r886s : » 
del 8991-8579 66| 09j41—1019 | s ral 9Fl06—|190 | & al ualgr—)|seu ! « 
88| S9/g1—)7Y 68, 69! 61— 019 ; à [ce orlsc—|gos | & cel SD 97800 | 8 
L'8 | %o 29 | S'1— | 992 08; /89|L1— 8092! 1 ral Lrr|se—|r9c) 1 ee pe iR 
1 . 
| 

bd | Ju I “€ Pd | ft | x “4 n || J4 L “€ n |) hs \ I “€ a 
Li | 

A6 ‘A'8 AL ‘A9 unyeq 


Datum  10.Y. 12.Y. 197: 
Dr lp: Ti Ter 7 UK + malt le, F rf | pal U 
LE RT | 
1 |757.5| 0.5 |840, 2] 1 |7546| 15 |88°,,|4 1 |7574| 25 |790,148| 1 |7702 19/78 0j, | 4.2 
2 | 56.7! 0.5 |84 43! 9 | 546! 15 |88 !4 2 | 5741 26 175 146!) 9 ! 70.3| 0.6!74 |40 
3 | 565! 03 [91 441 3 | 548] 1.8 |91 |4. 3 | 5741 25 |80 1481 23 | 70.6| 00176 |3.8 
4 | 565| 0.3 [92 (1441 4 | 5491 13 |[90 |4. 4 | 575| 2.5 [75 |46| 4 : 7051—02|78 39 
H] 56.1| 0.5 |90 4,5 5 55.0! 1.5 |89 4 Hi] 57.1| 2.5 |76 4,1 5 | 70.4 | . 80 4.3 
6 | 560! 0.5 192 |46| 6 | 556| 12 |88 !|4. 6 | 58.3! 26 |73 1461 6 ! 703 76  |44 
4 7 | 6571 10 [90 1461 7 | 55.6| 1.5 |88 |4 7 | 5861-26 .178 |l46[:#7 ! 44 70 50 
= 8 | 55.7! 10 [gs |46| 8 | 65.51 25 |85 |50| 8 | 58.7| 25 |71 145| & ; 700 ia 5.2 
w 9 | 55.6! 15 [90 |4sl 9 | 559! 25 |83 |49| 9 ! 59.3| 20 76 145| 9 ; 6G99 6 #2 5.6 
La 10 | 55.6! 2.5 [84 150! 10 | 560| 3.5 |83 |5.8| 10 | 59.9] 1.4 [86 :46| 10 : 69.6! 7.5 5160 |6.0 
- 1 | 556! 30 l82 |511 11 | 660! 5.4 [78 |5.91 11 | 60.6| 1.6 |81 451 11 ‘ 696] 8050 \5.6 
< Mtte.| 554! 80 |83 (5.11 Mttg.| 56.1| 60 |74 |6o|Mitg.! 616| 20 |78 ‘46|Mttg. G9.4| 96145 5.9 
1 | 5651! 36 l80 15.21 1 | 559! 8.1 |48 1556! 1 | 621! 21 |73 4.41 1 ; 69.6! 76154 5.6 
2 | 849! 83 182 15.921 9 | 561| 6.3 [47 |l47| 92 : 622| 28 |70 ‘46| 2 ‘ 6961 76160 :6.0 
3 | 5471 34 la 569! 8 | 558| 65 |45 |46| 3 : 63.71 25 166 43| 3 : 699, 6GO!60 5.3 
4 | 547! 82 |83 1591 4 ! 5611 56.5 |48 |45! 4 : 647] 26 170 45] 4 : 69.9! 60160 :5.3 
n | 545! 30 |84 51] 56 | 564! 60 |45 |45![ 5 65.7, 3.3 |65 :45| 5 ! 70.1! 6.1 | 60 5.8 
6 | 545! 39 |84 59! 6 | 564! 50 |48 aol 6 | G6.6| 41 |64 47! 6 : 70.1 63160 154 
7 | 645! 99 les (521 7 ! 5651 38 l45 |37| 7 : 6761 45 162 148] 7 701! 62]61 15.4 
8 | 545! 95 ler |51| 8 | 565| 40 |48 |391 8 | 685| 2.8 |69 145! «8 | 01) 57,63 8 
9 | 545! 25 loi (52 9 | 572] 33 |58 |42| 9 | 696| 2.4 |71 144 9 | 703] 33168 4.7 
10 | 5471 23 lee |60! 10 : 67.21 30 |70 |46| 10 ‘ 698! 20 |52 |43| 10 : 503) 28173 :47 
11 | 546118 lo |6o! 11 | 5761 2.3 [78 |47| 11 | 702! 1.7 173 |43| 11 : 70. | 1.8 | 80 \ 4.6 
12 | 546! 15 |90 1481 12 | 57.6| 2.0 |80 |46| 12 Fo | 1.2 |74 421 12 | 704 18) 79 4.6 
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] 

Ce] 

D 59 89 |g'19 | ar |go| pL|e9 |a19 | 81 |99| 6 8e |o'e9 | at [9e] 08! gr |779 | GI 
ALT 9'L |2'I9 IT 129! 62192 |319 | 11 |g9| gel 9 |2c'c9 IT [9 2L| 87 |279 IT 
& 0 ge |a19 | O7 |o'2| g81|ge8 |s19 | ot |0'2 g6| 99 |g'eg | o1 lagl 91: 87 |079 | OI 
G'L 68 |c19 | 6 Îcz| 12168 |219 | 6 |69 16| 99 129 | 6 |L'c IL! 9C |6'89 | 6 
Hoeri 86 |v19 | 8 |yL| 01186 |p19 | 8 Î|02 68| 89 |69 | 8 |Lc|] ei 09 |0'79 | 8 
8  £g'L g6 |#19 | L |g2| 89|sge6 |ÿ19 | L |Îaz| g8| SL 1599 ; L£L |9'G| 99: 09 079 | Z 
© g2 06 1919 | 9 Î|g2| o2|0o'@ |gr19 | 9 [Îez| gel 98e |g99 , 9 |9'a 191 99 |1‘79 | 9 
Dr r 06 |8'19 G [#2] 51106 |819 | g |82| z8| 06 |L99 | 9 |9'a! sc) 81 |7o9 | G 
SRSLE g6 |0°29 | F ÎLL| 9186 |o'zo | r tel 62| L'6 |r99 |! F5 |6S| OS] L'8 |679 | + 
S COL 86 1gc9 | 8 Î6zi| FL\e6 |geg | 8 lez! g1| g6 |zog | & |gg| ge| 1e |g'ag | & 
SCD 0'OT 1889 | & |gzi 99!o'otr |ge9 | à |gLl o8| g'8 |L'99 ; & |cs GG! 0'L |re9 | & 
RUE g'e |ge9 | I |£’L 89| £'6 |3'a9 T1 |c2L g8| S'L1 |799 1 |Lr| 8r| z9 |L'c9 Le 
RE rt 5, c'e |9'9 l'8nnlaz| gLice |929 l'S8nmisol g| 89 |199 |'ENNIOS ga! go |399 |l'ÊNN 
8 OL g'L gL 109 | It |£g9| 82| g9 |lo'og | IT [gel gel ç'z |g'og | TI 
Ge 09 g'a g'a |g'eg OT 139 08 | 8'q |2'ag OT |gç'a 08| 64 |L99 : OI 
0 209 gr gr |geg | 6 |leg| p8|l 9'r 1099 | 6 [gel £ç| 92 |0'19 | 6 
D © 09 gr gr |gg) | 8 ac! gs! 8g |zo9 | 8 |geg| 09! 09 |g'129 | 8 
M 28" gr gr |GEe9 | Z g'e L || 89| 85 |649 | L 
œ 19 6F 67 |9€9 | 9 88 9 Î67| g1| 8e |Le9 | 9 
CE NS L'Y LY |7£9 | Sç LE g [Lr| Fel 81 |169 | © 
SET0 9 Fr Fr |9€9 | Fr 6T Fr |g%| cel 90 |769 | Fr 
£ 89 g'e gg |179 | £& g'T g lo?! 08! 0‘0 |869 | £& 
4 09 87 Sy |F579 | G 1e a |cr| gL| 80 |669 | & 
5: F9 g'a gg |872]| I S'G 1 |Srl%82| OT |SOZL| I 
a = she 

pe 

2 Pa | Ja ÿ; “4 | n |] Ju L “à n |’d| J4 L “4 n || J4 IL “| n 
à 

© 

» "ALI 'A'9T "AT ‘A‘YI umyeq 
[=] 

© 

=] 


TT —_—_—_pPr 


Datum 18. V. 19. V. 
U |», | T'|f | pal U En | T | rf 
A ER | ru | | 
1 Las 7.0 Lans, 641 1 :7599! 4x |920) 
2 | 615! 70 |78 |6al 2 | 597! 46 |95 
8 | 613] 70 175 |64! 5 | 59.5! 44 |03 
4 | 614! 6.6 176 [631 4 i 56931 42 |95 
5 | 61.5| 6.3 179 |6.3| 5 | 595! 45 |95 
6 | 615| 5.8 [81 |62| 6 | 5941 45 |94 
7 | 6151 57 les |6ol 7 | 595! 51 |9 
) 8 | 615| 5.8 |85 |63| 8 | 59.5) 5.8 |90 
2 9 : 615| 60 |85 65] 9 | 596| 60 |50 
a 10 ! 61.5! 6.8 |87 66! 10 |! 59.6! 6.6 |85 
< 11 ; 614] 70 |90 |71) 11 | 596| 7.3 |82 
é Mttg 614! 6.6 |90 |6.9/]Mttg.| 59.6| 8.0 |80 
1 | 612| 6.8 |90 17.01 1 | 597| 80 |80 
2 1 610! 6.8 [90 |70l 2 | 597| 7.8 |83 
3 | 608! 68 lei |67| 3 | 597| 8.2 |77 
4 | 60.8! 6.8 |88 |69| 4 | 59.7| 8.7 |70 
5 | 60.7! 6.7 |&6 68! 5 | 59.9| 89 !68 
6 | 60.6| 7.0 |85 1691 6 | 60.11 8.7 |70 
7 | 605! 59 [90 i6.6| 7 | 60.1! 88 173 
8 | 60.5! 5.8 |92 |6.6| 8 | 60.5| 80 |73 
9 | 60.5! 5.6 [91 651 9 | 605! 7.5 |76 
10 | 60.5! 48 |90 |6.1| 10 | 60.8! 6.3 |78 
11 | 60.5] 48 |00 |61] 11 | 60.8) 5.3 |85 
12 | 605) 48 |90 |61] 12 | 608) 44 |87 
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© Go &1 © Go & D 


#æ ©3 OÙ Qt 


. 
= 


ŒtIMHhODR-IT ITR 


HmwWHOCOOmBNbDdNO IDR MMOS ES 


oO 


GE 21 CO He QE LE ms 
GS HNDADHDDAADHODADTAIANNNGG 


NULLE 


em 
= 


DO HE 4 QD D 19 Où SI I et NO O9 NO LO > O1 CO LO > > à Ct 


ST OUR © ND bi 


Ent 
A nl À mdr À - dt 
SG “1 I 1  Œ OO D D D I HI HW IC OÙ O7 O7 O7 O7 C7 EL 
T 
CC 
Sie 


LoOroOrTounuwt 


HDOHOBAC-INNINNNNNNNGOGOCNSORS 


C1 Qt Qt Qt C1 Cr Qt Er Où 
© © © © D O0 D ON 


S Sr TC OIS 


AC 
Qt O1 C1 
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18! SL! 89 089 | 81 |o8, 21/86 |926 | ar |gz| e2|06 |809 | ar lool çcolzo 919 | &t 
GC] FrL| 8'q |g'e9 IT 138! 08186 |g8'eg | 11 |£2 81188 1909 | 11 189! 69|321 |9°19 IT 
69] SL! 8 |879 | O1 |18! gs] vé |r6c | o1 [12] o1|88 |ri9 | o1 [sol o9lre loto | or 
6G! gL| ge |1'e9 6 |o8l 08196 1çg68 | 6 Î|1r2 8916 |g'19 | 6 |cg9 9136 |F19 | 6 
29! o8| ge |729 | & [sel 18! o'or |roo | 8 |5zl o9!ze 99 | 8 |0’2 1G| O'OT 1319 | 8 
F9) 98! 89 1619 | Z Î|oe 18] S'OI |ç09 | 2 |g'z 69 SG |5'c9 LA LE £G| STI | 909 L 
19 919 | 9 se 681 86 1809 | 9 oz! 89188 |gep | 9 loel og!9'er 1509 | 9 
19 F19 g Î|ge 68| 86 809 | g cz! cg9]|0'0t 89 | g |l6z| ogg z'ir |gog | e 
g'9 T19 | 7 188] Gc8|9'01 809 | 5 |9'z| ÿ9|sot |tre9 | > |#z| gel 9'or |c'o9 | + 
g'9 809 6 188] c8|901I |019 | & |gz| ÿ9|z'or |gg9 | 8 Irel se9!err |z09 | g 
g'a g'09 61068 C2 TIR |IO0T9 re leT 89! S'O1 |8°g9 | à |9'8l ec 9'er |0'09 | & 
99 1:09 T1 106! 88|9'01 |119 | 1 |z2 c9| 16 |8'29 T |92 06 | 0'GI | 666 I 
0'L cé l'Snnizel 2686 |c19 |'8nnloz "| 06 |c'a9 | x 8 09 | F'&I | L'60 | san 
o'L c'6 IT [88] 88|v6 |S'19 LE A CV a Se IT SZ) 9) OT 966 | TI 
(A 689 | OT |88) 18186 |F19 | ot [az] ÿL|98 |gc'eo | ot |g2 ge9| ot 1869 : Of 
0'L 88e | 6 Î18 9866 1679 67 :l22| 2228 |ce0:l 6 g'L\ gL|16 |96 | 6 
g'9 986 | 8 162] 98106 ]c19 | 8 [Irz| o1|28 |ozg | à Î|gz! o8|ze |9'6c | 8 
F'L LOST ST F8|S58 |219 LNSTOTZ 69198 (8‘19 | z 4 94198 196€ : z 
LE g1G | 9 [82] vr8|lge |019 | 9 [02 oz|98 |oro | 9 eo! ezlze |rec | 9 
G'L FLG | Q |8’2| 68106 |0'19 | a |89| o1|se |919 | & |zz! g1lze [ses | SG 
g'L 62G | p Ï|8’2| 08136 |6'09 | Fr |69 F |ç9i 99!08 |L'ec | F 
s'L GLC | 8 || 08|86 |6:09 g |99 8 |c9| 99|08 | L'86 | & 
G'L VLG | à |221| o8|8e 1609 | % !9'9 & 99! 29108 |0'66 | à 
18 922 1 |92/°%8210'6 |6094| tr Î|z9 I |oz|,89| ge sc | I 
PT | Ja A “€ n || Ju I *Œ ATEN L | “T n |?d | Ja LE “tin 
‘A "SG "A'FG ‘A ‘88 ‘A‘GG umyeq 


À. Ansel, 
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Datum 26. V. PV: 28. V. 29. Y 


Bent T0 re ou Te 7 Ty alla Tr AE TL IE MR à rf | Pa 
1 |763.5| 5.0 6.0| 1 ATX 7.0 |78%166| 1 |7449| 5.4 |8304161) 1 |646.7| 5.3 |76°4 15.8 
2 | 63.7! 5.0 6.2] 2 | 540! 70 |78 1|6.6| 2 | 448| 49 |90 |61l 2 | 467! 56 l74  |57 
3 | 640| 5.0 6.2] 3 | 58.1] 74 176 1|6.7| 3 | 447| 48 |90 |61l 3 | 46.7! 56 [70 156 
4 | 643| 49 6.21 4 | 520| 7.8 176 |6.9| 4 | 447| 48 |92 |e1l 4 | 468! 67 |71 157 
5 | 643| 48 6.1] 5 | 610| 7.8 |78 170! 5 | 447| 5.1 |98 |6.3l 5 | 468! 60 l67 157 
6 | 643| 5.0 60! 6 | 50.7| 80 |80 |7.2| 6 | 447| 56 |91 |6.51 6 | 470! 60 l66 156 
7 | 642| 5.6 6.11 7 | 504! 86 |78 |74| 7 | 447| 5.7 |90 16.51 7 | 471! 63 |64 |56 
8 | 643| 58 591 8 | 487| 8.6 |82 1|76| 8 | 448| 60 |87 16.51 8 |! 477| 63 |64 |56 
9 | 642| 66 6.21 9 | 479] 90 |77 |76| 9 | 446| 6.8 |82 16.71 9 | 480! 53 l65 |63 
10 | 640! 7.7 6.6! 10 | 47.91 86 |76 |7.3| 10 | 446| 7.2 |81 |6.9| 10 | 484! 50 171 |54 
11 | 638) 9.2 166 |7.1| 11 | 476! 7.8 175 |6.9| 11 | 44.8! 7.4 l83 |70| 11 | 487! 41 [75 152 
Mttg.| 63.5), 9.0 |68 |7.1|Mttg.| 475| 78 |70 |6.6|Mttg.| 45.2| 7.6 |80 |7.0|Mttg.| 490! 41 |80 |54 
1 | 63.4) 9.0 160 16.6| 1 | 476) 7.4 176 |6.7| 1 | 458] 78 |82 |70| 1 | 492! 46 leo |56 
2 | 63.2! 90 |62 168] 2 | 472) 7.6 |73 |6.7| 2 | 45.3| 7.5 |82 1701 92 | 4931 45 |80 156 
3 | 62.5] 90 |60 |6.6| 3 | 470! 7.8 |74 |6.8| 3 | 453| 80 176 1701 3 | 498| 35 la 152 
4 | 622! 90 159 16.6! 4 | 46.5| 7.7 [80 |71| 4 | 4531 85 |73 |71| 4 | 501! 37 |83 |54 
5 | 615) 8.8 162 16.7] 65 | 46.3| 79 |73 1|6.8| 5 | 454! 81 |71 |6.8| 5 | 508! 26 |75 |47 
6 | 60.5! 90 158 16.51 6 | 45.2! 7.6 175 |68| 6 | 4541 7.6 |74 |67| 6 | 5141 2.4 |75 |46 
7 | 600! 90 156 [GA4l 7 | 46.11 72 |75 |66| 7 | 4561 68 174 |6.3| 7 | 516| 1.8 [73 |43 
8 | 59.5! 8.7 |60 165! 8 | 4581 70 |73 |64| 8 | 45.8! 59 |78 |5.9| 8 | 5211 08 |76 |41 
9 | 585! 7.8 165 1641 9 | 454! 6.7 [75 |6.3| 9 | 456.91! 5.6 |31 |57| 9 | 52141 08 !76 |41 
10 | 57.5! 6.8 173 |6.8| 10 | 45.4! 6.5 [75 16.2! 10 | 46.11 5.4 [72 15.61 10 | 52.6! 0.8 |71 |40 
11 | 56.5! 7.83 168 |6.8! 11 | 45.1! 6.1 |78 |62| 11 | 46.6| 46 [72 |53| 11 | 532| 08 l66 |38 
12 | 56.0 7.8 166 16.2! 12 | 45.1! 5.6 |82 |61| 12 | 46.8! 43 |76 15.31 12 | 53.6| 0.6 |65 |36 
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Ueber einseitige Augen-Exstirpation bei jungen 
Froschlarven. 


Vorläufige Mitteilung. 
Von 
Bernhard Dürken in Güttingen. 


Mit vier Figuren. 
Vorgelegt von E. Ehlers in der Sitzung am 28. Dezember 1911. 


Seit einigen Jahren beschäftigen mich Untersuchungen über 
die Beziehungen der Extremitäten zum Gehirn der Wirbeltiere !). 
Dabei handelte es sich zunächst darum, die Lokalisation der Glied- 
mafen im gesamten Nervensystem zu ermitteln. Zu diesem Zwecke 
wurden jungen Froschlarven die embryonalen Anlagen von Glied- 
mafen exstirpiert, und da die Voraussetzung, daf zwischen Zentral- 
nervensystem und peripherem Organ echte Entwicklungskorrelationen 
bestehen, sich bestätigte, gelang es, durch korrelative Entwicklungs- 
hemmung in bestimmten Teïilen des Zentralnervensystems die Lo- 
kalisation der exstirpierten Gliedmafen zu kennzeichnen. 

Vor allem zeigten sich Beziehungen des Mittelhirns zu den 
Gliedmafen, und zwar traten Entwicklungshemmungen besonders 
ausgeprägt auf in seinem Dachteil. Da nun dieser Hirnteil, wie 
wir u. a namentlich durch die Untersuchung von Steinitz?) 


1) Über frühzeitige Exstirpation von Extremitätenanlagen beim Frosch. 
Ein experimenteller Beitrag zur Entwicklungsphysiologie und Morphologie der 
Wirbeltiere unter besonderer Berücksichtigung des Nervensystems. Zeitschr. f. 
wiss. Zool. Bd. 99, S. 189—355. 1911. Taf. X—XVI. — Über das Verhalten des 
Nervensystems nach Exstirpation der Extremitätenanlagen beim Frosch. Vorläufige 
Mitteilung einiger Ergebnisse (6 Figg.). Nacbricht. d. K. Ges. d. Wiss. Gôttingen, 
math.-phys. KI. 1910. 

E. 2) Steinitz: Über den EinfluB der Elimination der embryonalen Augen- 
blasen auf die Entwicklung des Gesamtorganismus beim Frosch. Arch. f. Entw. 
Mech. Bd. XX, S. 537—578, Taf. 20—21. 1906. 
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“wissen, auch das zentrale Ende des Nervus opticus aufnimmt, so 
war mit der Lokalisation der GliedmaBen im Mittelhirn zugleich 
die Aufgabe gestellt, die Lokalisation der Beine von der Lokali- 
sation der Augen schärfer zu trennen. 

Zu diesem Ende exstirpierte ich im Frühjahr 1911 jungen 
Froschlarven (Rana fusca) von 10—11 mm Länge das rechte Auge. 
Das rechte Auge wurde gewählt, um in den Präparaten Bilder zu 
erhalten, die sich leicht mit denen nach einseitiger Beinexstirpation 
vergleichen liefen. Nach Exstirpation der linken Hinterbein- 
anlage, wie sie in meiner oben genannten Untersuchung ange- 
wandt wurde, wird namentlich die gleichseitige Mittelhirnhälfte in 
Mitleidenschaft gezogen; da der Sehnerv aber gekreuzt verläuft, 
so mufte das rechte Auge fortgenommen werden, um an der linken 
Seite des Mittelhirns eine Einwirkung zu erzielen. 

Das exstirpierte Auge ist schon ziemlich weit entwickelt. Die 
Linse hat schon ïihre endgültige Form; ïihre Zellen im Innern 
haben sich eben in die Länge gestreckt; eigentliche Linsenfasern 
sind noch nicht vorhanden. Die Retina weist in ihren zentralen 
Gebieten bereits eine Schichtung in Zellager und Faserschichten 
auf, die an den fertigen Zustand erinnert, in den peripheren Teilen 
besteht sie nur aus dichtgelagerten grofen undifferenzierten Zellen; 
auch in den zentralen, bereits geschichteten Bezirken ist die Dif- 
ferenzierung keineswegs beendet. | 

Der Dachteil des Mittelhirns (Lobi optici) ist noch gänzlich 
undifferenziert; er besteht nur aus einer dünnen mehrschichtigen 
Lage dichtgedrängter Zellen; Fasermassen sind noch nicht vor- 
handen. Gregen das Zwischenhirn ist die Abgrenzung des Mittel- 
hirndaches noch nicht so schroff wie im ausgebildeten Zustande, 
wo die Lobi optici mächtige Vorwôlbungen bilden. Der Nervus 
opticus ist noch ein dünner Strang von 18,75w Durchmesser, 
während seine Dicke am Ende der Metamorphose auf dem zur 
Untersuchung benutzten Stadium 81,25wu beträgt. Die Chiasma- 
faserung läft sich schon eben erkennen. Im Chiasmateil des 
Zwischenhirns sowie auf seinen Seiten und an den Seitenteilen des 
Mittelhirns liegen schon reichliche Fasermassen, in denen die schwach 
erkennbare Opticusfaserung verloren geht, ohne da es gelingt, sie 
ein grôBeres Stück zu verfolgen. 

Vom Chondrocranium ist erst wenig gebildet. In grôBter Aus- 
dehnung besteht noch die bindegewebige Hirnkapsel. In dem uns 
interessierenden Grebiete sind an knorpeligen Bildungen vorhanden 
die Para- und Praechordalia; jene sind bereits mit dem sich eben 
bildenden Knorpel der Gehôrkapsel in Verbindung getreten, diese 

8 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachbrichten. Math.-phys. Klnsse. 191. Heft 12. 
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sind recht dünne Balken, die vorn unterhalb des Vorderhirns be- 
reits mit einander zu einer Platte verschmolzen sind. Seitlich 
und dorsal vom Gehirn ist noch kein Knorpel vorhanden. Unmittel- 
bar über die dorsale Kante der Praechordalia zieht der Nervus 
opticus. 

Wegen des Ergebnisses der Exstirpation ist noch zu beachten 
der Entwicklungsgrad der Extremitäten auf dem Ausgangsstadium ; 
wir beschränken uns auf die Hinterbeine. Die Anlage derselben 
zeigt sich erst als sehr wenig über die Oberfläche hervorragende 
Verdickung, die aus gleichmäfigen dichtgedrängten Mesenchym- 
zellen besteht, wie ich sie in meiner eingangs erwähnten Abhand- 
lung über Extremitäten - Exstirpation in Tafelfigur 5 abgebildet 
habe. Allerdings ist hier die Anlage schon etwas grüBer als dort, 
doch ist sie geweblich kaum davon zu unterscheiden. Eine nervüse 
Verbindung mit dem Rückenmark bezw. den Spinalganglien kann 
noch nicht mit Sicherheit verfolgt werden; das Rückenmark hat 
erst wenige Fasermassen an dem seitlichen Umfange gebildet, 
charakteristisch geformte Ganglienzellen sind noch nicht vorhanden; 
ein bedeutender GrüBenunterschied zwischen den Lumbalganglien 
und den übrigen Spinalganglien ist noch nicht zu bemerken. 

Die Exstirpation des rechten Auges erfolgte mit dem Gal- 
vanokauter; die Zerstrung wurde auf den Augapfel beschränkt ; 
der zentral vom Praechordale liegende Teil des Opticus bleibt 
dabei erhalten. Die Wunde heilt im allgemeinen gut und ohne 
Komplikationen. 

Bei der Mehrzahl der Tiere verlief die Aufzucht ohne auf- 
fällige Erscheinungen. An Stelle des rechten Auges zieht die Haut 
glatt dahin, der Schädel ist dort nur ganz leicht flach eingedrückt. 
In manchen Füällen weicht die dorsale Medianlinie des Kopfes von 
der Medianlinie des Rückens ein wenig nach rechts ab, so daf die 
Schnauzenspitze ein wenig nach rechts verschoben ist. Im Leben 
zeigten die Tiere sonst kein absonderliches Verhalten. 

EIf Tiere wurden bis gegen Abschluf der Metamorphose auf- 
gezogen; bei der Konservierung war durchweg noch ein Schwanz- 
rest vorhanden. Von diesen elf Exemplaren zeigten nun vier 
eigentümliche Mifbildungen der Extremitäten, die auffallend an die 
Mifbildungen erinnern, wie ich sie in meiner erwähnten Abhand- 
lung über Extremitäten - Exstirpation beschrieben und abgebildet 
babe (Fig. 1). 

Mebhr als ein Drittel der gegen Ende der Metamorphose kon- 
servierten Tiere also besafen mehr oder minder mangelhaft ge- 
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bildete Hinterbeine, während die Vorderbeine keine augenfälligen 
Abweichungen von der Norm aufwiesen. 


Fig. 1. 


[=] 


Ventralansicht der Hinterbeine eines Frosches nach frühzeitiger Exstirpation des 
rechten Auges. 


Die MiBbildungen betreffen entweder nur die distalen Glieder 
der Extremität oder erstrecken sich über die ganze Gliedmafe: 
sie bestehen in Verdrehung der einzelnen Abschnitte zu einander, 
in Verkürzung und Verdickung der einzelnen Abschnitte und un- 
vollkommener Gliederung überhaupt und besonders der Füfe. In 
einigen Füällen, wie in dem abgebildeten, erscheinen diese Beine 
vollständig ungeeignet zu normalem Gebrauch. 

Die Untersuchung an Schnittserien, die durch die erwähnte 
Asymmetrie des Schädels erschwert wird, ergab im allgemeinen 
folgendes : 

Der rechtsseitige Nervus opticus fehlt vollständig; auch der 
bei der Exstirpation des Auges stehengebliebene zentrale Stumpf 
ist spurlos verschwunden; der linke Opticus ist gut entwickelt. 
Durch diesen einseitigen Ausfall des Opticus kommt im Zwischen- 
hirn eine leichte Asymmetrie zustande, die aber nur, wegen ihres 
geringen Grades, kurz nach der Opticuskreuzung deutlich erkannt 
werden kann; da die Kreuzung der Sehnerven eine vollständige 
ist, Zeigt hinter dem Chiasma der Basalteil des Zwischenhirns 
rechts eine grüfere Dicke als links. Anzeichen von Degeneration 
sind nirgends bemerkbar. An den Seitenteilen des Diencephalon 
läft sich ohne genaue vergleichende Messung keine asymmetrische 
Ausbildung feststellen; da eine solche aber vorhanden sein muf, 
folgt aus dem vollständigen einseitigen Ausfall des Opticus, dessen 
Fasern ja in den Seitenteilen weiterziehen. 

Auffallend ist nun weiterhin vor allem das Verhalten des 
Mittelhirns, das eine stark asymmetrische Ausbildung aufweist. 

8g* 
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Figg. 2—4. 
Querschnitte durch das Mittelhirn eines Frosches nach frühzeitiger Exstirpation 
des rechten Auges. 
Fig. 2 vordere, Fig. 3 mittlere, Fig. 4 hintere Region des Mittelhirns. 
lo lobus opticus; cp corpus quadrigeminum posterius; pc pedunculus cerebri. 


Zunächst erscheint der linke Lobus opticus im ganzen verkleinert. 
Er reicht infolgedessen auch nicht so weit nach vorn wie der 
rechte, und die Folge weiter davon ist, daB der linke Lobus op- 
ticus auf genau orientierten Querschnitten noch nicht getroffen 
ist, wenn rechts der Schnitt schon die zentraler gelegenen Schichten 
des rechten Lobus trifft (Fig. 2). 

Diese Asymmetrie des Dachteiles läft sich weit nach hinten 
verfolgen, und gibt sich auch dann darin zu erkennen, da über dem 
Lumen des Ventrikels die rechte Dachhälfte nach links über die 
Medianlinie hinüberreicht (Fig. 3). Ferner weist auch der Basalteil 
eine stark asymmetrische Form auf (Fig3). So erscheint die ganze 
linke Hirnhälfte verkleinert. Vor allem springt das linke Corpus 
quadrigeminum posterius längst nicht so weit in das Ventrikel- 
lumen vor wie das rechte (Fig. 3); ferner erscheinen die Pedunculi 
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cerebri asymmetrisch, und zwar ist eine Minderung ebenfalls auf 
der linken Seite wahrzunehmen. Die Folge davon ist, daB der 
Endteil der Hypophyse nach links aus der medianen Lage heraus- 
gedrängt ist. Verfolgt man die Querschnittserie weiter nach hinten, 
so wird die Asymmetrie allmählich geringer, doch bleibt sie deut- 
lich erkennbar am linken Lobus opticus bis an die hintere Pol- 
kappe, indem der linke Lobus seitwärts nicht so weit über die 
Kontur des Basalteiles herausreicht und auch nicht so scharf ab- 
gesetzt ist wie der rechte (Fig. 4 bei * bezw. **). 

Am Kleinhirn und der Oblongata lassen sich keine anormalen 
Asymmetrien feststellen. 

Ein Ausfall ganz bestimmter Schichten von Granglienzellen 
und Fasermassen im Gekirn ist nicht zu verzeichnen. Hierin 
stimmen meine Ergebnisse überein mit den Resultaten von 
Steinitz. 

Aufer dem anormalen Verhalten des Nervensystems ist noch 
von Interesse die Ausbildung des Chondrocraniums. Wie schon 
gesagt wurde, zeigt der Knorpelschädel eine allgemein asymmetri- 
sche Gestaltung. Diese kommt vor allem dadurch zustande, daf 
auf der Exstirpationsseite (rechts) die Gehôrkapsel weit nach vorn 
verschoben ist; so kommt es, daB auf Querschnitten rechts schon 
das Labyrinth angeschnitten ist, wenn links noch das Auge ge- 
troffen wird. Damit geht Hand in Hand eine Verschiebung der 
Nervenaustritte und ihrer Ganglien. 

Unter dem Grofhirn bildet der Knorpelschädel eine dorsal 
offene Wanne, die oben durch Bindegewebe geschlossen ist; seit- 
wärts ragen die Knorpelwände etwa bis zum oberen Umfange der 
Hemisphären hinauf. Während nun links diese seitliche Schädel- 
wand dem normalen Verhalten entsprechend nur dünn ist und sich 
dorsalwärts ein wenig verjüngt, ist rechts gerade das Umgekehrte 
der Fall: hier ist die seitliche Knorpelwand auffallend dick; sie 
übertrifft die linksseitige um fast das Vierfache an Stärke und 
ihre dorsale Kante, die an das bindegewebige Dach angrenzt, ist 
namentlich neben dem hinteren Teile der Hemisphären noch zu 
einem längslaufenden Wulst verdickt. Dieser Wulst tritt auf der 
Hôhe des Zwischenhirns mit der knorpeligen Labyrinthkapsel in 
Verbindung, deren vordere, nach der Schnauze zu gelegene Wan- 
dung aus einer auffallend dicken und plumpen Knorpelplatte be- 
steht. Gegenüber auf der linken Seite dehnt sich hier und noch 
weiter nach rückwärts der Bulbus oculi aus; die linke Labyrinth- 
kapsel folgt erst ein beträchtliches Stück weiter hinten. Ein Fo- 
ramen opticum kann in dem näher untersuchten Exemplar rechts 
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nicht nachgewiesen werden. Der Schädel weist also weitgehende 
Anomalien auf. 

Wie Fig. 1 zeigt, sind beide Hinterbeine hôchst mangelhaft 
gebildet. Die Untersuchung derselben ergab die gleichen Resul- 
tate wie bei entsprechenden Mifbildungen der Gliedmaen, wie sie 
in meiner oben erwähnten Abhandlung beschrieben wurden: die 
Beine besitzen Knorpelskelett und Muskulatur, die histologisch 
keine Besonderheiten darbieten. Die Nerven treten in normaler 
Weise in die Gliedmafen ein; ob sie schwächer sind als bei nor- 
malen Tieren lasse ich dahingestellt; auch die zugehôrigen Spinal- 
ganglien scheinen mir normale Grüfe zu besitzen. Dagegen wird 
man geneigt sein, den Rückenmarksquerschnitt in der Lumbal- 
gegend für zu klein anzusehen, da beispielsweise der Sagittaldurch- 
messer des X. Spinalganglions mit dem Sagittaldurchmesser des 
Rückenmarks in dieser Gegend an Länge fast übereinstimmt. Je- 
doch müssen erst Beobachtungen an zahlreicherem Material vor- 
liegen, ehe eine sichere Entscheidung zu treffen ist. 

Nach den Ergebnissen meiner Untersuchung über frühzeitige 
Beinexstirpation drängt sich unvwillkürlich die Anschauung auf, 
daf die Mifbildung der Hinterbeine in Zusammenhang steht mit der 
anormalen Gestaltung des Zentralnervensystems und, da diese ver- 
ursacht ist durch Exstirpation eines Auges, indirekt durch die 
frühzeitige Fortnabme des Auges veranlafit wurde. Für diese An- 
nahme lassen sich wichtige Gesichtspunkte geltend machen. 

Nach frühzeitiger Exstirpation des linken Hinterbeines traten 
im Mittelhirn Entwicklungshemmungen der linken Seite auf, die 
auf Querschnitten Bilder geben, welche in überraschender Weise 
denen ähnlich sind, die nach Exstirpation des rechten Auges auf- 
treten. In beiden Fällen ist es die linke Hirnhälfte, welche vor- 
zugsweise in Mitleidenschaft gezogen ist. Nach der Beinexstirpa- 
tion ist der Dachteil des Mesencephalon links verkleinert und 
diese Hemmung erstreckt sich bis auf den vordersten Bezirk des 
linken Lobus opticus (vgl. Fig. 2 in meiner vorl. Mitteilung und 
Tafelfigur 29 in der ausfübrlichen Abhandlung); eben hier ist auch 
durch die Augenexstirpation eine Entwicklungshemmung  erzielt 
(Fig. 2). Ferner ist das linke Corpus quadrigem. posterius nach 
der Augenexstirpation von einer Hemmung betroffen worden (Fig. 
3); das gleiche konnte nach der erwähnten Beinexstirpation fest- 
gestellt werden (vgl. Fig. 1 vorl. Mitt. u. Tafelfigur 30 der aus- 
führl. Abhandl.) Es zeigt sich also, da hier Zentren vorhanden 
sind, die zum Bein und zugleich zum Auge in Beziehung stehen. Wir 
haben daher im Mittelhirn das Associationsgebiet zwischen Gesichts- 
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eindrücken und Beinbewegungen zu suchen, weil eben die Asso- 
ziationszentren sowohl in Verbindung mit dem Auge als auch mit 
dem Bein stehen müssen. Werden nun die Augenzentren von einer 
starken Entwicklungshemmung betroffen, so kann nach früheren 
Erfahrungen (Beïnexstirpation 1911) diese Hemmung auf ange- 
schlossene Zentren übergreifen; solche Zentren wären hier letzten 
Endes die Beinzentren; durch Hemmung dieser kann dann, wie 
1911 nachgewiesen wurde, eine Verkümmerung der freien Extre- 
mität herbeigeführt werden. 

So ergibt sich eine interessante Kette von Korrelationen, deren 
Glieder: Auge—Zentralnervensystem—Extremität, in Entwicklungs- 
abhängigkeit stehen. | 

Nach einseitiger Beinexstirpation wurde Verkümmerung der 
übrigen Beine beobachtet; man wird daher auch nach einseitiger 
Augenexstirpation vielleicht eine Beeinflussung des anderen Auges er- 
warten. Ob eine solche vorhandenist, môchte ich an dem vorliegenden 
Material nicht entscheiden. Weitgehende Beeinflussung seiner Ent- 
wicklung ist aber schon deshalb nicht môglich gewesen, weil an 
dem Ausgangsmaterial die Augen schon zu weit entwickelt waren. 
Dagegen waren die Extremitäten eben erst als wenig hervortretende 
Mesenchymverdichtungen angelegt, sodaB hier die Korrelations- 
stôrung noch ihre Wirkung tun konnte. 

Die Versuche sollen fortgesetzt und dabei auch in zweckent- 
sprechender Weise variiert werden. 


Mai 1910 


0-1), | 1/2-1 |1-11/,111/,-2/2-21/,/21/,-813-31/, salés 41/,-515-51/,151/2-616-61/2|61/2-717-71/9|71/9-818-81/9|81/9-919-91/,19 
] 3 
Mai 4. | x | | 
5.1162.5 | 55.4 | 40.6 | 46.6 | 50.5 | 49.4 | 48.4 | 46.7 | 46.6 | 48.0 | 48.2 | 47.4 | 41.7 | 44.6 | 41.0 | 44.5 | 44.0 | 45.4 | 447 
6.|153.0 | 49.0 | 44.5 | 42.3 | 42.5 | 48.5 || 43.3 | 43.7 | 48.5 | 41.0 | 38.0 | 37.9 | 37.0 | 38.2 | 39.2 | 38.4 | 89.4 | 41.0 | 41.8 
7.1150.4 | 47.9 | 46.5 | 37.8 | 37.6 | 32.5 |36.6 | 38.0 | 40.0 | 31.8 | 25.0 | 24.8 | 30.4 | 31.2 | 35.8 | 38.8 | 43.0 | 46.7 | 45.5 
8.151.4 | 52.4 | 51.4 | 51.8 | 52.5 | 53.2 | 53.2 | 53.6 | 47.8 | 47.4 | 43.4 | 47.5 || 45.8 | 47.7 | 47.8 | 46.4 | 47.8 | 48.4 | 48,8 
9.1 52.9 | 54.2 | 53.8 | 52.8 | 47.8 | 48.4 | 48.2 | 41.2 | 40.0 | 31.6 | 28.5 | 31.5 | 36.5 | 45.1 | 49.2 | 47.7 | 47.8 | 47.8 | 47.4 
10.1150.3 | 51.0 | 47.81 | 46.5 | 48.1 | 50.4 | 52.8 | 51.7 | 48.8 | 42.5 | 24.5 | 31.0 | 45.0 | 47.9 | 45.5 | 48.7 | 49.2 | 48.4 | 51.0 
11.1 52.7 | 52.4 | 53.8 | 51.8 | 47.0 | 44.8 | 44.0 | 28.5 | 26.4 | 39.0 | 29.9 | 19.6 | 39.6 | 39.8 | 44.4 | 50.1 | 48.8 | 48.3 || 48.8 
12.|151.0 | 52.6 | 51.8 | 50.5 | 52.7 | 48.5 | 51.0 | 48.5 | 48.2 | 46.4 | 40,5 | 36.3 | 40.4 | 44.6 | 43.4 | 49,5 | 47.5 | 48.7 | 48.4 
13.1153.5 | 51.8 | 51.5 | 51.4 | 46.2 | 46.6 | 34.8 | 27.5 | 22.4 | 26.8 | 14.4 | 32.4 | 35.1 | 38.3 | 38.0 | 39.5 | 38.7 | 45.9 | 40.8 
14.1163.0 | 60.8 | 52.8 | 51.5 | 52.5 | 47.6 | 49.8 | 44.5 ! 46.0 ! 37.5 | 33.3 | 86.4 || 43.5 | 38.8 | 44.2 | 45.5 | 40.7 | 45.0 | 51.5 
15.1156.0 | 78.8 | 62.8 | 58.2 | 61.8 | 48.3 | 29.2 | 28.5 | 31.5 | 29.5 | 32.5 | 43.0 | 47.0 | 47.5 | 44.7 | 50.4 | 49,5 | 50.7 || 48.5 
16.157.5 | 59.0 | 51.7 | 48.5 | 49.5 | 51.7 | 52.0 | 48.8 | 31.0 | 34.0 | 51.4 | 49.7 |48.5 | 45.2 | 44.7 | 46.0 | 48.6 | 46.2 | 48.5 
17.1157.0 | 55.8 | 54.4 | 51.8 | 54.4 | 48,5 | 45.4 | 47.1 | 49,3 | 47.8 | 48.8 | 46.4 | 447 | 46.0 | 49.4 | 48.8 | 548 | 56.4 | 58.4 
18.1159.0 | 53.7 | 46.4 | 45.5 | 48.5 | 48.5 | 45.8 | 42,5 | 36.2 | 42.7 | 43.4 | 48.5 |37.4 | 44.0 | 48.7 | 42.8 | 45.4 | 49.7 | 49.2 
19.1155.0 | 52.0 | 52.3 | 64.6 | 60.0 | 47.8 | 43.5 | 39.9 | 35,2 | 35.5 | 15.4 117.8 | 36.8 | 38.4 | 37.1 | 36.3 | 37.4 | 42.4 || 48.2 
20. 52.0 | 53.0 | 52.7 | 49.0 | 55.8 | 54.5 |57.8 | 47.7 | 47.8 | 50.8 | 48.0 | 49.9 | 46.5 | 46.6 | 46.0 | 44.2 | 42.0 | 45.4 | 48.8 
21.1155.5 | 56.9 | 54.8 | 55.8 | 54.2 | 51.6 | 51.4 | 54.1 | 52.7 | 47.8 | 49.8 | 50.4 | 48.0 | 44.4 | 45.5 | 49.2 | 47.8 | 47.6 | 47.1 
22. 162.8 | 61.5 | 47.8 | 48.2 | 56.1 | 51.4 | 46.8 | 44.5 | 48.3 | 45.2 | 45.0 | 45.4 ||45.8 | 43.2 | 48.4 | 42.5 | 448 | 43.4 |47.7 
28.1153.8 | 53.8 | 53.5 | 55.5 | 52.8 | 52.8 | 51.4 | 50.4 | 49,8 | 48.0 | 48.4 | 46.5 || 46.5 | 44,7 | 44.9 | 45.0 | 46.4 | 47.0 || 48,5 
24.1156.2 | 50.0 | 51.4 | 52.4 | 50.4 | 51.0 | 50.7 | 47.0 | 46.1 | 48.1 | 48.9 | 45.7 | 39.8 | 29.2 | 364 | 42.4 | 46.4 | 55,7 | 58.7 
95. || 59.0 | 55.0 | 55.0 | 53.0 | 35.2 | 37.0 | 45.0 | 34.2 | 10.2 | 24.5 | 22.5 | 83.0 | 48.5 | 28.5 | 32.0 | 47.2 | 52.5 | 63.0 || 58.5 
26.1157.8 | 61.5 | 53.5 | 41.2 | 47.5 | 55.2 || 50.6 | 48,5 | 51.0 | 50.0 | 40.5 | 19.8 | 20.7 | 47.0 | 48.0 | 48.8 | 33.5 | 50.6 | 54.0 
27.1158.0 | 57.3 | 53.8 | 54.0 | 57.6 | 40.4 || 41.0 | 42.1 | 39.0 | 26.5 | 27.2 | 27,7 | 29.2 | 36.0 | 83.4 | 420 | 47.5 | 51.4 | 55.7 
28.1158.5 | 52.3 | 54.0 | 50.0 | 39.4 | 30.0 | 53.7 | 44.5 | 37.4 | 28.5 | 48.4 | 54.0 | 45.7 | 46.0 | 48.4 | 52,4 | 48.7 | 48.4 | 48.5 
29,1 70.8 | 52.0 | 51.5 | 49.4 | 53.2 | 49.5 153.0 | 43.0 | 37.0 | 35.0 | 27.8 | 81.8 | 35.2 |-38.4 | 47.0 | 45.5 | 49.4 | 48.6 || 46.6 
30.1156.9 | 57.4 | 56.6 | 55.7 | 56.8 | 56.8 | 53.4 | 52.3 | 50.4 | 51.8 | 52.7 | 50.2 | 44.2 | 48.4 | 44.7 | 47.9 | 50.8 | 52.4 || 49.0 
31.1167.5 | 60.0 | 55.4 | 62.0 | 53.4 | 85.0 | 47.5 | 47.0 | 24.8 | 9.8 | 22.0 | 35.8 | 48.4 | 46.0 | 40.2 | 34.7 | 89.0 | 50.4 | 57.0 
Juni 1.645 | 64.8 |61.4 | 56.7 | 51.5 | 57.5 153.3 | 38.7 | 39.4 | 35.4 | 35.8 | 45.4 |48-8 51.2 | 50.7 | 48.8 | 585.8 | 56.0 | 60,3 
| 
Mittel |55.0 | 54.0 | 52.3 | 50.8 | 50.4 | 47.0 | 47.4 | 48.7 | 40.0 | 38.5 128 38.3 || 40.6 1e 42.9 | 45,0 | 45.6 | 48,5 | 49,5 
| 
Mai 1910 
on | 1-1 |1-11/, | 11/,-2 | 92-917, | 91/,-8 18-817, | 81/,-4 | 4-41}, | 41/,-5 | 5-51), | 5!/2-6 | G-61/2 | 61/2-7 |7-71/9 | 71/2-8 | 8-8! 
Mai 6. 
7. 1013 1032 1063 | 0913 | 0813 | 0883 | 0975 1038 1063 | 0964 | 0901 | 0907 1013 1032 1038 1032 1051 
8.| 1151 1107 1141 1157 1160 1156 1150 | 1131 1014 1009 | 1007 | 1137 1164 1179 1188 1158 1153 
9.1! 1177 1168 1159 1159 1121 0981 1001 1006 1014 | 0991 
10.|| 1093 1126 1174 1151 1137 1153 1156 1103 | 0985 | 0838 | 0751 | 0884 1058 1093 1128 1182 1191 
11 1167 1163 1157 1143 1110 | 0873 0853 0820 0725 0724 | 0765 | 0912 1099 1113 1162 1181 1189 
12 1097 1106 | 1140 | 1131 1150 1193 1105 1056 1075 1046 1015 | 0985 1048 1062 1091 1164 1186 
13.| 1164 1165 1169 1167 1080 1016 0868 | 0978 0880 0716 0810 | 0927 1032 1090 1128 1155 1136 
14. 0902 | 0972 1043 1113 1143 1136 1113 1072 1061 0832 0809 | 0984 0937 0902 1066 1190 1156 
15.| 1053 | 0737 | 0667 | 0655 | 0878 | 0995 | 0995 | 0925 | 0831 | 0597 | 0761 | 1018 1142 1194 1116 1018 1007 
16. 0917 | 0959 | 1029 | 1077 | 1128 | 1114 | 1064 | 0982 | 0935 el 0970 | 1087 | 1115 | 1101 1125 | 1137 | 1140 
-” +00 1110 1117 1077 1nga 1089 1n91 1047 1113 1157 1160 1126 1092 1158 PE Ten 1119 
is | Vous | Vouu | vvos | 1040 | 1042 | 108, | 1026 | 1655 | 0991 1091 1065 1116 | 111 
19.1 1162 | 1052 | 0974 | 1057 | 1083 | 0979 | 1081 | 1032 | 0895 | 0752 | 0717 | 0794 | 0949 | 0972 | 1038 | 0982 | 1019 
20.| 1131 | 1146 | 1067 | 0965 | 0935 | 1085 | 1108 | 1011 | 1089 | 1129 | 1136 | 1140 | 1117 | 1110 | 1141 | 1129 | 1114 
21.| 1149 | 1154 | 1126 | 1077 | 1024 | 1040 | 1102 | 1138 | 1082 | 1043 | 1086 | 1091 | 1095 | 1069 | 1062 | 1101 | 1123 
22,|| 1085 1092 1088 1031 1011 1050 1077 1052 1057 1045 1094 | 1074 1114 1091 1094 1112 1152 
23.| 1162 1164 1160 1150 1158 1164 1160 1155 1152 1145 1150 | 1145 1143 1139 1144 1141 | 1139 
24.|| 0965 1035 1122 1102 1110 1134 1147 1092 1173 1710 1126 1103 1058 | 0956 | 0960 1047 1079 
25.|| 0578 | 0578 | 0766 1010 1246 1072 | 0958 | 0779 | 0724 | 0900 1038 | 1038 1022 | 0870 | 0830 | 0976 1023 
26.|| 1216 1170 | 1118 1134 | 0973 | 0920 1050 1157 1175 1179 026 | 0731 0757 | 0947 1043 1147 1125 
27.|| 1153 | 1029 | 0956 | 0868 | 0844 | 0770 | 0905 | 0931 0954 | 0915 65 0825 | 0898 1048 1155 1151 1174 
28.|| 1103 1090 1018 | 0825 0674 0807 1027 1014 | 0897 0843 800 | 0807 0944 1134 1123 | 1189 1181 
29.|| 1097 1060 | 0972 | 0978 1029 1024 | 0989 | 0969 | 0978 | 0930 | 6801 | 0856 | 0978 1098 1194 1170 119! 
30.|| 1165 1151 1162 1155 1143 1065 1026 1041 1072 1045 061 1038 1021 1036 1150 1153 115! 
31.| 1075 1093 1057 1096 1073 | 0798 | 0808 | 0710 | 0595 0630 769 | 0991 1110 1169 | 1124 1040 104! 
Juni 1.| 1094 1150 | 1165 1125 | 1096 1026 || 0912 | 0859 1027 | 0922 0969 1086 1151 1176 1178 1128 | 116! 
ed —_—_—_—_—_—_—_—_—— ———"— —"”"—— ———— ——— — 
| | 
Mittel 1077.0| 1059.2| 1059.0! 1045.9| 1040.0! 1015.6| 1030.1| 1012.7| 0982.0| 0942.5| 0ÿ43.5| 0985.6| 1037.4 1068.8| 1095.9| 1114.8| 1119 
Mai 1910 
ms 


| O—"/a | Ve—1 


Mai ©. 


Mittel fers: 2112.0 


1—1'/2 


2130.5| 2121.7 


11/—2 


2—2) 


21/,—38 


3—3"/2 


si 


2074 
2120 
2098 
2100 
2102 
2149 
2153 
2189 
2169 
2104 
2034 
1888 
1990 
1982 
2029 
2210 
2270 
2144 
| 2198 
2280 
2101 
2244 
2140 


2066 
2195 
2114 
2148 
2032 
2105 
2132 
2200 
2125 
2122 
2016 
1878 
1952 
1982 
2036 
2262 
2284 
2107 
2266 
2244 
2133 
2306 
2154 


2125) 2250 


2089 
2124 
2113 
2158 
2080 
2152 
2135 
2199 
2095 
2178 
1998 
1869 
1936 
1981 
2051 
2329 
2169 
2050 
2306 
2234 
2133 
2280 
2190 


2129.7 


2128 
2200 
2102 
2187 
2276 
2193 
2107 
2174 
2097 
2228 
1967 
1865 
1902 
1980 
2054 
2360 
2106 
2052 
2333 
2293 
2122 
2280 
2185 


2147 
2141 
2093 
2110 
2066 
2300 
2175 
2133 
2090 
2180 
1963 
1865 
1895 


1978 


2027 
2329 
2088 
2072 
2252 
2270 
2080 
2176 
2158 


1822] 2120.7 


2132 
2097 
2073 
2173 
2086 
2020 
2203 
2132 
2084 
2162 
1963 
1862 
1875 
1977 
2022 
2293 
2079 
2112 
2253 
2234 
2079 
2112 
2180 


202 


hs 


le sy 086 2 


6/e—717—71/; 


QE 


1984 
2028 
2055 
2051 
2014 
2042 
2084 
2116 
2025 
1891 
1952 
1869 


1985 
1973 
2041 
1960 
2034 
2088 
2020 
2085 
2012 
2046 


207 9) sc] 2029.) 2014.7 


1992 
2045 
2049 
2035 
2049 
2014 
2066 
2129 
2013 
1879 
1950 
1869 


1986 
1920 
2030 
1949 
2048 
2121 
2061 
2100 
2005 
2054 


2014.8 


2034 
2060 
2064 
2029 
2045 
1999 
2094 
2126 
2024 
1859 
1946 
1867 


1986 
1936 
2041 
2010 
2043 
2137 
2079 
2106 
1987 
2049 


2022.5 


2045 
2077 
2079 
2024 
2046 
2012 
2105 
2101 
2036 
1849 
1943 
1876 


1987 
1920 
2018 
2018 
2021 
2136 
2100 
2113 
1967 
2040 


2028 À 


Halb-Standeoi tel der Deklination (Wert) 3324 , 


131/-14/14-141/,/141/,-15 1-15 1616 


U7.4 | 48.8 |7497 "5107 ) 527 ; : . ! 58. 
10,5 | 44.5 45.5 | 45.5 | 46.8 | 47.9/|| 49.7 | 525 540 | 53.8 


54.0 53.0 52.4 50.7 51.0 
| : 54.6 54.0 53.3 53.4 52.6 52.4 51.0 51.5 
É _ 51.8 49.38 49.0 | | 49.5 52.6 53.5 53.0 54.2 56.5 52.2 50.3 53.4 54,5 51.0 42.8 


b/,-10/10-101/2/107/2-11/11-111/,1111/,-12 12:/3-14 


12-121}, 


13-131}, 16-161/:1161/a-17117-171/2|171/9-18 


18-181) 


54 8 | 568 | 571,1 57.5 | 590 | 59.5 | 593 | 60.0 | 60.8 | 61.0 | 59.7 | 613 | 600 
52.2 | 540 | 55411 57.4 | 57.8 | 59.8 | 59.4 | 59.3 | 614 | 614 | 62.4 | 60.0 | 60.1 
62.2 | 52.8 51.2 58.3 56.0 57.4 | | 56.8 57.8 60.0 k $ a. 62.6 63.0 63.4 
se 56.5 57.0 | | 57.8 58.4 58.9 61.8 61.2 65.0 64.6 64.4 65.2 64.0 
9 


3. ; 55.0 56.5 | | 58.0 59.5 59,5 59.0 62.5 61.0 62.5 65.5 63.7 62.5 
59.5 | 41.7 59.5 42.4 22,8 30.5 | | 42.8 61.0 5 63.5 63.3 635 


LS | 50.8 | 515 | 528 | 545 | 550) 55.7 | 605 | 565 | 635 520 | 462 | 534 


58.3 57.9 57.6 
57.0 60.5 60,7 
65.5 63.7 61.5 
45.4 56.5 61.9 
67.5 57.4 68, 3 
64,5 5 
60.0 58. 
5 
5 


57.8 
58.9 
72.4 71.1 7i, 2 
70.7 68.2 71.5 
69.0 62.6 64.3 
62.3 58.6 60.0 
65.0 70.0 59.8 
60.2 62.0 63.5 
62.0 67.4 65.0 
65.5 61.5 62.5 


D = © D 


50.2 | 51.6 | 52.4 | 53.1 | 53.8 | 56.5 | 56.6 | 57.6 | 569 | 575 | 58.0 | 57.2 | 59.1 | 61.1 | 605 | 606 | 60.2 À 59.5 
| | 
Halb-Stundenmittel der Horizontal-Intensität OL: 
81/2-9 |9-97/2 |9*/2-10 |10-107/2110 9-11 /11-11 1/2 Haha 121/,-13/18-181/,/181/,-14/14-141/,1141/,-15/15-151/, 114-166 -16% 161/,-17117-1 


114 
1076 | 1090 | 1102 | 1105 | 1104 | 1093 | 1100 | 1182 | 1145 | 1121 | 1152 | 1165 | 1147 | 1194 | 1194 | 1174 | 1172 at 
1151 | 1158 | 1160 | 1155 | 1159 | 1156 | 1151 | 1163 | 1165 | 1171 | 1179 | 1174 | 1177 | 1179 | 1191 | 1195 | 1223 22€ 

| 1201 | 1176 | 1166 | 1173 ne 1175 || 1171 | 1185 | 1229 | 1237 M2? 

1177 | 1173 | 1189 | 1175 | 1175 | 1164 | 1161 | 1172 | 1184 | 1170 | 1166 | 1173 | 1175 | 1175 | 1177 | 1173 | 1192.22 
181 | 1171 | 1166 | 1163 | 1162 | 1161 | 1160 | 1158 | 1162 | 1164 | 1168 | 1171 | 1163 | 1188 | 1180 | 1188 | 1195, | 12 
1175 | 1168 | 1152 | 1153 | 1152 | 1144 | 1148 | 1145 | 1151 | 1148 | 1165 | 1186 | 1158 | 1170 | 1191 | 1174 | 1174 | 
1151 | 1135 | 1110 | 1108 | 1101 | 1117 | 1153 | 1295 | 1383 | 1251 | 1252 | 1279 | 1386 | 1322 | 1283 | 1239 | 1214 MAI 
1128 | 1173 | 1168 | 1158 | 1141 | 1148 | 1152 | 1161 | 1139 | 1155 | 1177 | 1168 | 1158 | 1172 | 1273 | 1326 | 1386-13 
1147 | 1166 | 1147 | 1154 | 1154 | 1159 | 1155 


1127 1157 | 1163 1166 1161 1176 1167 
1153 | 1141 | 1120 | 1127 1165 1161 1135 1139 1135 | 1185 1236 | 1268 1305 | 1325 


‘ 1134 | 1142 | 1146 | 1145 1195 id 1195 1:04 ai0o 1ZUZ 1912 1412 1429 1412 HE 


1203 1258 


0990 | 1129 | 1145 | 1127 1104 1157 1158 1199 1152 1189 1300 | 1339 1328 1410 
1122 | 1114 | 1098 | 1124 1137 1140 1138 1186 1195 1237 1228 1236 1269 1238 
1117 | 1107 | 1128 | 1146 1138 | 1147 1143 1142 1150 1151 1173 1188 1191 1195 
1129 | 1124 | 1132 | 1129 1127 1122 1129 1126 1126 | 1127 1153 1164 1170 1174 
1139 | 1136 | 1137 | 1133 1130 1134 1133 1140 1143 1141 1143 1149 1152 1161 
1059 1089 1154 1250 1321 1372 1389 1452 1385 1256 1248 
1118 | 1152 | 1116 | 113] 1137 1159 1176 1200 1227 1219 1230 1226 1289 1323 
1147 | 1177 | 1188 | 1140 1149 | 1177 1238 1194 1205 1241 1289 1257 1307 1243 
1189 | 1190 | 1177 | 1167 1166 | 1172 1179 1170 1176 1197 1217 1213 1258 1276 
1161 | 1172 | 1129 |” 1164 1197 112 1168 1181 1193 1203 1278 1312 1356 1466 
1172 | 1181 1175 | 1174 1151 | 1151 1165 1176 1194 1200 1282 1274 1247 1258 
1155 1132 1126 1199 1171 1177 | 1189 1182 1174 1183 1186 
1161 1207 1212 1242 1304 | 1309 1349 1309 1267 1316 1286 
1185 | 1181 | 1161 | 1162 1161 


(æ 
(=, 
© 
[Le] 
4 
bi 
© 
[ee] 
Ll 
© 
tré 
Le] 


bi pd 
© + 
Œ +4 
oo 
Ms bi 
ere 
a QO 
©0 
bd bd 
+ pt 
E & 
D 


131/2-14/14-14:/, 19 15-151/,/151/,-16/16-16:/:/161/,-17/17-174/, 1 


————— —_——_—_——— 


1143.711146.2 | 11453 |11546 | 1163.9 |1178.9 | 1189.6 | 1197.0 | 1224.6 | 1234.4| 1240.8| 1250.6 


1253.8 | 1246.5 


| 
(] 11262 1142.0 
| | 


Halb-Stundenmittelder Vertikal-Intensität 0.5..:+Tafelwert. 


pv 91/1—10/10-10°/2 


10:/,-11/11-111/2 12-121/, 


1,19 


ct 


2029 | 2046 | 2072 | 2090 En - | 
5 2003 | 2002 | 2003 2004 | 2004 | 2005 | 2014 | 2026 1997 1983 1986 000 
2086 2091 2004 210 Et LC 2080 2068 | 2063 | 2057 | 2044 1997 1979 1966 | 2050 | 2 + a Le “A 
2088 | 2089 | 2097 2098 | 2097 | 2040 1990 | 1969 1978 1976 1986 | 1995 1997 1 s a | 
; 2046 | 2050 | 2058 | 2063 2072 | 2037 | 2048 | 2001 1964 1955 1985 1932 1900 5. ee ee ie | 
B5 | 2056 | 2050 | 2049 | 2051 2049 1983 1953 | 1974 1980 | 1986 | 2018 | 2024 | 2040 ae | 
Lo 2046 2056 | 2071 2057 2058 | 2074 | 2007 | 1986 | 2009 | 2044 | 2080 2105 | 2107 2108 M  - 4 
L5 2118 | 2107 2108 | 2081 2071 2040 | 2037 | 2017 2052 | 2144 | 2176 | 2185 | 2180 | 2173 0 LR 
| 4 2060 | 2087 2108 | 2119 2115 | 2086 | 2013 | 1994 1977 1969 1993 | 2031 2084 | 2123 | 2129 Le LR 
2 || 2060 2056 2064 | 2053 2078 | 2082 1990 | 1990 | 2035 | 2049 1998 | 1905 1804 pe es es | 
41 | 1853 | 1810 1787 1743 1749 | 1793 1857 | 1941 1989 2021 2022 1969 . er ne mi 
7 | 1890 | 1951 1974 1972 1969 | 1976 1991 | 2009 | 2015 1969 1961 178 1247 + Fe ne 1880 
81 1878 | 1903 1925 1936 1887 1838 1807 | 1801 1828 1840 1855 1865 1885 11 < 


1989 | 1961 | 1975 | 1991 | 2000 | 2000 | 2007 | 2023 | 2036 | 2044 2047 
nés Le + . . Es 2012 | 1992 | 2007 | 1987 | 2047 | 2050 | 2028 | 2025 | 2040 | 2058 206 
El 0005 | 2009 | 2031 | 2047 | 2087 | 2087 | 2058 | 2061 | 2064 | 2028 | 2027 | 2054 2066 | 2030 | 
RE ee DA 2016 | 2021 | 2056 | 2059 | 2074 | 2097 | 2097 | 2135 | 2110 | 2097 | 2090 | 2088 2102 | 2115 2104 
2 lens an 2000 | 1925 | 1866 | 1924 | 1948 | 1947 | 1942 | 1951 | 1962 | 1985 | 2012 | 1994 2007 | 2034 20 1 
pre 0086 | 2072 | 2077 | 2114 | 2153 | 2139 | 2166 | 2167 | 2158 | 2149 | 2135 | 2097 2100 | 2103 18 
res ous | 2106 | 2116 | 2117 | 2070 | 2116 | 2144 | 2113 | 2095 | 2095 | 2054 | 2006 1973 | 1993 2021 
RAD 2070 | 2055 | 2067 | 2061 | 2071 | 2065 | 1928 | 2108 | 2214 | 2186 | 2144 | 2156 2100 2022 202 
eo 1094 . 2081 | 2036 | 2041 | 2066 | 2078 | 2071 | 1941 | 1946 | 1946 | 1959 | 1952 | 1948 1946 | 198 


| 
D46 || 2049 | 2048 2036 | 2028 | 2025 | 2028 | 


2021.0| 2029.2 | 2026.0 | 2019.6 2007.0 | 2021.8 | 2035.2 | 2019.8| 2012.1 | 2020.2| 2038.2 


20475 | 


2020.4 EU 2008 2010.3 


2045.2 


ee | 
| 
| 


Greenwich Zeit 


,-1919-19%/, 19 /4-2020-201//207/3-21 21/,-22 199-291 1221/,-28 28-28 "/4 1291) -2 | Que | re 
sa 1], || | 33° 
54,7 56.5 60.3 68.4 89.3 74.5 72.6 67.1 

9 7.3 57.7 57.0 48.0 57.4 48,6 54.5 58,1 560.1 56.6 21.5 49,0 
0 52.7 53.5 48.5 60.5 66.0 57.5 57.0 48.7 57.4 55.5 29,0 48,2 
D 53.7 54.8 54.6 54.0 54.0 54.1 54.0 54.0 54.0 54.0 31.7 46.0 
À 54.9 53.8 55.2 57.3 58.0 61.0 65.8 61.8 54.2 64.1 929.4 54,2 
.8 59.1 62.8 69.8 79.4 735.8 81.0 73.2 61.7 56.8 57.8 52,5 54.4 
3,5 56.4 56.4 55.5 54.0 53.8 53.0 53.8 | 54,0 54.8 54,5 88.9 | 53.0 
8 74.5 83.5 76.6 797 61.6 56.5 60.5 59.5 51.8 55,5 63.9 54.3 
3,0 56.0 54.8 54.2 58.8 |. 53.6 54.0 55.9 54.5 55.8 54,5 29.2 53.4 
).4 59,5 58.3 61.5 66.6 69.3 71.1 72.6 59.5 76.5 68.8 62.1 48.4 
).8 62.9 54.4 59,5 52.4 55,9 57.5 57.5 57.3 56.5 56.6 830.2 59,2 
}.4: 56.9 60.6 57.1 56.5 60.4 56,8 59.0 62.7 66.7 54,8 49,3 | 547 
3,9 67.1 72.4 76.5 71.0 60.6 59.7 74.0 70.2 59.9 57.4 45.5 | 54,8 
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Horizontal-Intensität, Deklination, Vertikal-Intensität. 
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Tafel 3. Gang der Horizontal - Intensität an drei charakteristischen Tagen. 
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Tafel. 4 Mittelwerte über Zeitintervalle von je 24 Stunden, deren Anfangspunkte 
jedesmaligen Intervalls; Island Mai 1910, für 1] 
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Tafel 1. Gang der Stundenmitte 
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Tafel 2 Werte des Potentialgradienten, geordnet nach relat. Häufgkeïten. 
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Ueber Erdbebenwellen. 


V. Konstitution des Erdinnern, erschlossen aus dem 
Bodenverrückungsverhältnis der einmal reflektierten 
zu den direkten longitudinalen Erdbebenwellen, und 
einige andere Beobachtungen über Erdbebenwellen. 


Von 
Karl Zoeppritz +, Ludwig Geiger und Beno Gutenberg. 


Mit 20 Figuren und einem Vorwort von E. Wiechert. 


Vorgelegt von E. Wiechert im Teil A in der Sitzung vom 7. März 1908, 
im Ganzen in der Sitzung vom 29. Juli 1911. 


Vorwort. 
(Von E. Wiechert.) 


Karl Zoeppritz wurde geboren in Mergelstetten (Württem- 
berg) am 22. Oktober 1881. Er studierte teils in Freiburg teils 
in München und bestand im Jahr 1905 in Freiburg das Doktor- 
examen als Geologe, im Jahr 1906 in Karlsruhe das badische 
Oberlehrerexamen. In der letzten Zeit des Studiums machte er 
sich mehr mit der Physik und Geophysik vertraut. 1906 siedelte 
er nach Gôttingen über, wurde im Sommer dieses Jahres Assi- 
stent am geophysikalischen Institut der Universität und so mein 
lieber Mitarbeiter. Es lag ihm die Bearbeitung der Erdbeben- 
registrierungen ob; schnell fand er sich hinein ‘und schon im 
Herbst begannen unsere gemeinschaftlichen Arbeiten über die 
Laufzeitfunktionen und ïihre Verwertung zur Erforschung des 
Erdinnern. Im Winterhalbjahr 1907/08 beschäftigten ihn die sehr 
weitgedehnten Rechnungen der Arbeit, die im Folgenden verôffent- 
licht wird. Aber schon um die Jahreswende machte sich die In- 
fektions-Krankheit — damals noch unerkannt — bemerkbar, die 
im Frühjahr überwältigend hervortrat und ihn am 20. Juli 1908 
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im Alter von noch nicht 27 Jahren dahinraffte. Mit äuferster 
Anspannung setzte er seine wissenschaftliche Tätigkeit unter den 
Fittigen des Todes fort, in bewundernswerter Energie jede Minute 
verwertend, die dem Siechtum abgerungen werden konnte. 

Es war ïihm nicht vergônnt, die Arbeit ganz zu vollenden. 
Zwar ist ein groBer Teil der Rechnungen ausgeführt, jedoch mit 
Lücken, ohne Kontrollen, noch ungeeignet für die Verôffentlichung. 
Aber das sind Dinge, die nachgeholt werden konnten, es gelang 
jedenfalls, die Hauptresultate zu gewinnen und in einem für den 
Druck geeigneten Manuskript darzustellen, das seine junge Gattin 
niederschrieb. Dieses Manuskript legte ich der Kôniglichen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften am 7. März 1908 vor. Es ist im 
Folgenden bis auf ganz wenige unwesentliche redaktionelle Aende- 
rungen abgedruckt. Hier und da habe ich einige Sätze ausgelassen, 
die ohne Bedeutung sind und sich auf Bezeichnungen etc. beziehen. 
Die betreffenden Stellen sind dann durch Punkte: ... gekenn- 
zeichnet. Da ich sachlich keine Aenderung für erlaubt hielt, ist 
auch ein kleiner Fehler nicht ausgemerzt worden, der in den 
mathematischen Ueberlegungen noch geblieben war, der aber glück- 
licher Weise keinen merklichen Schaden getan hat. ($S. 127, Anmer- 
kung.) Ich hatte auch Veranlassung an einer anderen Stelle der 
Arbeit, eine sachliche Ergänzung einzufügen. (S.142, Anmerkung.) 

Da der mathematische Teil der Zoeppritzschen Arbeit un- 
vollendet war, ergab sich für die Verôfïfentlichung eine grofe 
Schwierigkeit. IÆEs muften alle Formeln von neuem abgeleitet 
werden, alle Zahlenrechnungen wiederholt werden. Dieser Auf- 
gabe haben sich die Herren Doktoren L. Geiger und B. Guten- 
berg in hingebender Weise unterzogen. B. Gutenberg über- 
nahm die Bearbeitung der Formeln, L. Geiger die Bearbeitung 
des Beobachtungsmaterials und beide gemeinsam führten die Neu- 
rechnungen aus. Hierbei gingen die Bearbeiter im Sinne von Dr. 
Zoeppritz einen Schritt weiter, indem L. Geiger nicht nur 
das verhältnismäfig kleine Beobachtungsmaterial verwertete, das 
Dr. Zoeppritz zur Verfügung stand, sondern auch das weit 
vergrôBerte Material, welches den späteren Jahren zu danken ist. 
Dadurch ist es müglich gewesen, der von Zoeppritz erdachten 
Methode zur Erforschung des Erdinnern schon jetzt eine sehr ver- 
grôBerte Bedeutung zu geben, und es gewinnen zugleich die Ar- 
beiten von Geiger und Gutenberg einen selbständigen Wert. — 

Tragisch ist das Geschick des jungen Gelehrten, der mit hoher 
Begabung unermtidlichen Fleif und eiserne Zähigkeit verband. Ganz 
wollte er sich der Wissenschaft hingeben, der er sicher noch grofe 
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Dienste geleistet haben würde, und mufte doch die eben begonnene 
Arbeit schon wieder verlassen! — Das Geophysikalische Institut 
verlor in ihm einen treuen Mitarbeiter von herzgewinnender Per- 
sônlichkeït. 


A. Ueber die Amplitude der sogenannten ersten Vorläufer 
in Erdbebendiagrammen 
und über einige Beobachtungen an Erdbebenwellen. 
(Von K. Zoeppritz +) 
(Redigiert von E. Wiechert.) 


l. Ueber die Amplitude der direkt kommenden und der einmal an der 
Erdoberfläche reflektierten Longitudinalwellen. 


$ 1. Eine neue Methode zur Feststellung des Weges 
der Erdbebenstrahlen im Innern der Erde. 

Vor kurzem bat E. Wiechert') eine Methode angegeben, 
um bei gegebener Laufzeitkurve die Geschwindigkeit elastischer 
Wellen in verschiedenen Tiefen der Erde zu berechnen. Auf Grund 
eines bis zu nicht sehr grofien Entfernungen reichenden Beob- 
achtungsmaterials haben E. Wiechert und ich nach dieser Me- 
thode zunächst das Resultat gefunden, daf die Geschwindigkeit 
der Dilatations- wie der dilatationsfreien Wellen von der Erd- 
oberfläche aus nach der Tiefe zu schnell wächst, daB dieses schnelle 
Anwachsen aber in einer Tiefe von ca. 1500 km plôtzlich aufhôrt. 
Wir haben in der zitierten Arbeit zunächst mit konstanter Ge- 
schwindigkeit für grôfere Tiefen als die erwähnten 1500 km ge- 
rechnet. Auf Grund eines zu grôBeren Entfernungen reichenden 
Beobachtungsmaterials konnten wir alsdann in einem Nachtrag ?) 
zu der oben zitierten Arbeit das Resultat aufstellen, daB jenseits 
1500km die Geschwindigkeitszunahme, wenigstens für die Dila- 
tationswellen, nicht nur aufhôrt, sondern sogar in eine Geschwin-: 
digkeitsabnahme übergeht. 

Bei dem Versuch, den genaueren Verlauf dieser Geschwindig- 
keitsabnahme klarzulegen, ergibt sich nun folgende Schwierigkeit : 
Es zeigt sich, daB die Laufzeitkurve für weite Entfernungen mit 


1) ,Ueber Erdbebenwellen“ I, diese Nachrichten 1907, S. 415. 

2) Der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen borichtet am 28. Juli 1907; Vergl. 
die eben zitierte Arbeit, Anmerkung auf S. 608 (Separatabzüge S. 94), ferner den 
Bericht auf der Naturforscher-Versammlung 1907, Phys. Zeitschrift, 9, 1908, S. 36. 
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groBer Schärfe, d.h. auf etwa 1 Sekunde bekannt sein müfte, 
damit man den genauen Geschwindigkeitsverlauf in grôferen Tiefen 
der Erde durch Rechnung daraus ableiten künnte. Um dies zu 
zeigen gebe ich in der unten stehenden Figur und in Tabelle 1 


Geschwindigkeit (V:) der longitudinalen Wellen im Erdinnern in ihrer Abhängigkeit 
von der Tiefe (S) unter der Erdoberfläche. 
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Erdoberfläche. Erdmittelpunkt. 


einige verschiedene Arten der Geschwindigkeitsverteilung in grôBe- 
ren Tiefen und die daraus folgenden Laufzeitkurven, darunter, 
unter ,1“, die in dem erwähnten Nachtrag aufgestellte. Die Unter- 
schiede zwischen den einzelnen Laufzeitkurven sind so gering, daf 
auf Grund des heute vorliegenden Beobachtungsmaterials es nicht 
zu entscheiden ist, ob eine und welche der angegebenen Ge- 
schwindigkeitskurven oder etwa noch eine weitere, den gezeich- 
neten ähnliche Kurve die wahren Verhältnisse im Erdinnern wieder- 
gibt. Es wird auffällig erscheinen, daB bei den Kurven Nr. 2—6 
noch ein Knick in der Geschwindigkeitsabnahme in etwa 2500 km 
Tiefe gezeichnet ist. Warum ein solcher Knick angenommen ist, 
wird weiter unten dargelegt werden. Vorläufig merken wir das 
Resultat an, daB der Unterschied zwischen Geschwindigkeitskurve 
1 und 2 in der Laufzeit sich nur in der Differenz weniger Se- 
kunden äuBert, also vorläufig noch ganz im Bereich der Beob- 
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achtungsfehler liegt. Es erhebt sich somit die Frage: geben uns 
die Erdbebendiagramme kein anderes Mittel als die Laufzeit an 
die Hand, um zu etwas sichereren Schlüssen über die elastischen 
Verhältnisse gerade in grôBeren Tiefen zu gelangen? Die Ant- 


Tabelle 1. Laufzeitfunktionen für die 1. Vorläufer)). 
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wort lautet befriedigend: die Vergleichung der Amplituden der 
verschiedenen Welleneinsätze derselben Station und verschiedener 
Stationen liefert in der Tat, wie ich zeigen will, einigen Anbhalt 
zur Beantwortung der eben aufgeworfenen Frage. 

Um die Amplituden der Vorläufereinsätze überhaupt wirksam 
miteinander vergleichen zu kôünnen, sind gewisse Ueberlegungen 
vorauszuschicken, auf die ich jetzt eingehen will. Ich beschränke 


1) [Die von Zoeppritz gegebene Tabelle umfaBt nur die Zahlen der Ru- 
briken 1—6; es entsprechen dem die in der Figur dargestellten Geschwindigkeits- 
verteilungen. Die Rubrik 1 kennzeichnet einen ersten Versuch, die Laufzeit- 
funktion, welche Zoeppritz und ich 1906 aufstellten, so zu moditizieren, daf 
die Samoa-Beobachtungen über Tongabeben eingeordnet werden. — Die Rubriken 
unter der Ueberschrift ,Gôttinger - Laufzeit-Funktionen“ sind von mir zugefügt 
worden. E. Wiechert.] 
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mich im Folgenden auf die Betrachtung der Dilatationswellen, 
also der ersten Vorläuferwellen. Auch sind eine Reïhe von Ver- 
nachlässigangen gemacht, die den Ergebnissen den quantitativen 
Charakter nehmen. Doch sind die zu erwartenden Intensitäts- 
unterschiede so bedeutend, daB die Resultate durch diese Vernach- 
lässigangen nicht allzusehr beeinfluft werden. Die Voraussetzungen 
der Berechnung sind folgende: Ich denke mir den Erdbebenherd 
in der Erdoberfläche liegend. Die unmittelbare Nähe des Herdes 
schliefe ich von der Betrachtung aus. Ich denke mir um den 
“Herd als Mittelpunkt eine Kugel, von der die eine Hälfte durch 
die Erdoberfläche abgeschnitten ist. Der Ausgangspunkt meiner 
Berechnung ist der, daB ich annehme, durch jedes em? dieser Halb- 
kugel trete der gleiche Betrag elastischer Wellenenergie nach 
auBen hindurch. Schon dagegen wird sich manches einwenden 
lassen. Je nach dem individuellen Verlauf eines Bebens ist môg- 
licherweise der nach verschiedenen Richtungen ausgestrahlte 
Energiebetrag durchaus nicht derselbe. Doch existieren noch keine 
zuverlässigen Messungen über die GrôBe dieses Unterschieds. Wir 
sind deshalb genôtigt, besonders auch, wenn nähere Kenntnis des 
Bebenverlaufs mangelt, von den Unterschieden nach verschiedenen 
Richtungen abzusehen. 

Weiter vernachlässige ich auch die Absorption auf dem Weg 
des Erdbebenstrahls. Diese wird sich späterhin wohl unschwer 
in Rechnung ziehen lassen, doch fehlen über die GrôBe der Ab- 
sorption in verschiedenen Tiefen des Erdinneren noch alle Mes- 
sungen, und es scheint auch durchaus nicht erlaubt, den von 
Angenheister für Oberflächenwellen gefundenen Wert auf die 
Dilatationswellen anzuwenden. Der Einflu8 der Absorption wird 
sich im ganzen in der Weise geltend machen, daf unsere, ohne 
Berücksichtigung der Absorption berechneten Werte für groBe 
Entfernungen etwas zu gro ausfallen. Als weitere Voraussetzung 
nehme ich an, daB die Reflexion an der Erdoberfläche so erfolgt, 
als ob sie gegen den leeren Raum stattfände und als ob die Ober- 
fiche vollständig eben wäre. Ich sehe also von Unregelmähig- 
keiten ab, die für die reflektierten Wellenarten durch Uneben- 
heiten der Oberfläche an der Reflexionsstelle zweifellos verursacht 
werden. Der EinfluB solcher Unebenheiten entzieht sich zur Zeit 
noch gänzlich der Berechnung, wird sich jedoch im allgemeinen 
in einer Art diffuser Zerstreuung der Wellenenergie, also in einer 
Schwächung der reflektierten Wellenarten äufbern. 

Unter den gemachten vereinfachenden Voraussetzungen kann 
man nun die in jeder Herdentfernung zu erwartenden Amplituden 
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der Dilatationswellen zu berechnen in folgender Weise vorgehen : 
Wir teilen die oben erwähnte Halbkugel in inhaltsgleiche Zonen, 
deren Mittelpunkte auf dem zur Erdoberfläche senkrechten Radius 
liegen. Um diesen Radius herrscht natürlich Rotationssymmetrie. 
Durch jede dieser inhaltsgleichen Zonen wird der gleiche Betrag 
an Wellenenergie ausgestrahlt. Wir haben uns zu fragen, auf 
welche Zone der Erdoberfläche verbreitet sich schlieflich die durch 
eine jede inhaltsgleiche Halbkugelzone ausgetretene Energiemenge ? 
Dann verhalten sich die Energien an der Oberfläche offenbar um- 
gekehrt wie die erreichten Zonen der Erdoberfläche, die Ampli- 
tuden also umgekehrt wie die Quadratwurzeln aus diesen Zonen !). 
Ich messe jedoch mit einem Horizontal- bezw. einem Vertikal- 
seismographen nicht die Amplitude der einfallenden Welle in der 
Richtang der Wellennormale, sondern die Horizontal- bezw. Ver- 
. tikalverrückungen, die die Erdoberfläche beim Einfall und der 
gleichzeitigen Reflexion einer Dilatationswelle erfährt. Ich habe 
also die Amplitudenverhältnisse der einfallenden Wellen noch mit 
den entsprechenden Faktoren zu multiplizieren, die den Uebergang 
von der Amplitude der einfallenden Welle zur Grôfe der Ober- 
flächenverrückung angeben. Diese Faktoren sowohl wie die Be- 
stimmung der GrôüBe der Erdzone setzen die Kenntnis der Sinus 
i-Kurve mithin auch der Laufzeitkurve schon voraus. 

Wir werden also eine bestimmte Laufzeitkurve und ent- 
sprechend eine Sinus i-Kurve zugrunde legen, werden mit dieser 
die zu erwartenden Amplitudenverhältnisse berechnen. Die so 
erhaltenen Werte haben wir mit den Beobachtungswerten zu ver- 
gleichen und kônnen nun rückwärts so schliefen: Wenn für ge- 
wisse Entfernungen die berechneten und die gemessenen Ampli- 
tuden sebr stark, d. h. etwa um das Mehrfache ihres Betrages von 
dem zu erwartenden Betrag abweichen, so muf die Sinus i-Kurve 
und entsprechend die Laufzeitkurve in diesem Bereich etwas andere 
Gestalt haben als wir sie der Rechnung zugrunde gelegt haben. 


$ 2. Methode der Amplitudenberechnung. 


Die hauptsächlichsten Vernachlässigungen der Berechnung 
waren oben schon auseinandergesetzt. Wir waren von der An- 


1) [Diese Formulierung ist nicht zutreffend, und es sind daraus Rechen- 
fehler entstanden, die aber glücklicherweise wenig bedeutungsvoll waren. Nicht 
die GrôBe der Zonen auf der Erdoberfläche sondern die GrôBe der Zonen auf 
den Wellenflächen ist entscheidend. Es sind also die Projektionen der Zonen der 
Erdoberfläche auf die Wellenflächen zu benutzen, was einer Multiplikation des 
an der Erdoberfläche gemessenen Flächeninhalts mit cos à entspricht. — 

E. Wiechert.] 
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nahme ausgegangen, daB durch inhaltsgleiche Zonen unserer Halb- 
kugel um den Herd gleiche Energiebeträge hinausgestrahlt würden, 
und fragen uns nun, wie gro ist die Zone Z der Erdoberfläche, 
auf die sich die durch eine Halbkugelzone z ausgetretene Energie 
verbreitet. Ich bezeichne den Winkel am Herd zwischen dem Erd- 
radius und der Richtung des Strahles mit &. Dieser Winkel ist 
derselbe, wie der Einfallswinkel des Erdbebenstrahls beim Wieder- 
auftauchen an der Erdoberfläche. Der Inhalt der zu i, und à, ge- 
hôrigen Zone z beträgt dann 2xr° > (cos à, — cos ,), d. b. um inbalts- 
gleiche Zonen auf unserer Halbkugel zu erhalten, brauchen wir der 
Differenz (cos ë, — cos i,) nur stets gleiche Werte zu geben. Gehen 
wir zur zugeordneten Zone Z über, so haben wir unserer Sinus 
i-Kurve zu entnehmen, welche Oberflächenentfernung 4, zu dem 
Werte i, und welche 4, zu dem Werte à, gehürt. Die Breite der 
Zone Z ist dann = 4,—4,. Um den Inhalt der Zone Z zu finden 
habe ich weiter zu beachten, daB gleich breite Zonen sich verhalten 
wie sinw, wo © der Winkel zwischen den Erdradien ist, welche zum 
Herd und zur Mitte der Zone Z gehüren. Man findet mithin den 
Inbalt der Zone Z in willkürlichem, aber für alle Entfernungen 
gleichem Mafe und in genügender Annäherung: 
Z = (4,- 4,) >< sin ©. 

Umgekehrt wie die so erhaltenen GrôBen verhält sich die Energie 
der einfallenden Dilatationswellen!). Ziehen wir also aus den ge- 
fundenen Werten die Quadratwurzel, so bekommen wir Zahlen, 
die sich verhalten wie die reziproken Amplituden der einfallenden 
Longitudinalwellen. Aus diesen GrôBen haben wir schlieflich noch 
die Verbältnisse der Horizontal- bezw. Vertikalverrückung der 
Erdoberfläche herzuleiten, denn diese GrôBen sind es, die wir mit 
unsern Seismographen messen. 

In ganz ähnlicher Weise lassen sich bei vorgelegter Sinus 
i-Kurve die zu erwartenden Verhältnisse der Horizontal- und Ver- 
tikalverrückungen der einmal an der Erdoberfläche reflektierten 
Longitudinalwellen berechnen. Wie bei den direkten Wellen ver- 
halten sich die Energien umgekehrt wie die Flächen der Kugel- 
zonen, auf die sich die zum zweiten Mal aus der Tiefe auf- 
tauchenden Wellen verbreiten. ... Dabei haben wir jedoch noch 
nicht berücksichtigt, daB die Wellen bei der Reflexion einen mit 
der Entfernung wechselnden Teil ibrer Energie als Transversal- 


1) [GemäB der zum vorigen Paragraphen gemachten Anmerkung ist 
(43 — À) sin © zu ersetzen durch Zcosi — (2, — Z,) sin œ cos. — 
E. Wiechert. 
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welle weiterschicken. Wir haben also die Amplituden noch mit 
einem für die Reflexionsstelle, also für die halbe Entfernung maf- 
gebenden Schwächungsfaktor zu multiplizieren. . .. In solcher 
Weise lassen sich bei jeder vorgelegten Sinus i-Kurve die zu er- 
wartenden Horizontal- und Vertikalverrückungen für den direkten, 
wie für den einmal reflektierten Welleneinsatz berechnen. Will 
man nicht Diagramme verschiedener Stationen und verschiedener 
Herdentfernung vergleichen, sondern die Aufzeichnung eines ein- 
zelnen Seismographen, so ist es bequemer, das Verhältnis der 
Horizontalverrückung bei der direkten Welle zu derjenigen bei 
der einmal reflektierten Welle zu berechnen. (Entsprechendes gilt 
für die Vertikalverrückung.) 


$ 3 Resultate der Rechnung. 


Der wirklichen Amplitudenberechnung habe ich verschiedene 
Sinus :-Kurven zugrunde gelegt. Jeder einzelnen Sinus i-Kurve 
ordnet sich eine bestimmte Laufzeitkurve, eine bestimmte Gre- 
schwindigkeitsverteilung im Erdinnern und schlieflich nach unsern 
Rechnungen eine bestimmte Amplitudenkurve zu. Ich gebrauche 
im folgenden der Kürze halber den Ausdruck Amplitudenkurve. 
Gemeint ist natürlich eine Kurve, die die GrôBe der Horizontal- 
bezw. Vertikalverrückung beim direkten oder einmal reflektierten 
Welleneinsatz in Abhängigkeit von der. Herdentfernung angibt. 
Ausdrücke wie direkte Horizontalamplitudenkurve sind danach 
ohne weiteres verständlich. Als Einheït für alle Bodenverrückungen 
ist die Amplitude der direkten Welle, gemessen in der Richtung 
der Wellennormale, bei einer Herdentfernung von 1000 km 
(4 = 1 Megameter) und zwar für den gleich noch zu besprechen- 
den Fall 1 gewählt. Die Kurven, die das Verhältnis der Hori- 
zontal- bezw. Vertikalverrückung des direkten Welleneinsatzes zu 
der des einmal reflektierten, ebenfalls in Abhängigkeit von der 
Herdentfernung angeben, seien Vergleichskurven genannt. ... 

Ich stelle zunächst Amplituden und Vergleichskurven, wie sie 
bei homogener Erde zu erwarten sind gegenüber den entsprechenden 
Kurven, wie sie bei der Annahme 1 resultieren. (Siehe Figur 
und Tabelle 1, Seite 124, 125). Die zur Annahme 1 gehôrige Ge- 
schwindigkeitsverteilung im Erdinnern bedeutet in einer äufBeren 
Mantelschicht eine starke Geschwindigkeitszunahme nach einem 
einheitlichen, nahezu linearen Gesetz und im Kern eine ähnliche 
Geschwindigkeitsabnahme. Bei homogener Erde überwiegt von 
4 = 2 bis zum Gegenpunkt 7 — 20 dauerrd die direkte Welle 
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im Horizontal- wie im Vertikalseismometer die einmal reflektierte 
Welle. Dieses Resultat weicht durchaus ab von dem, was uns 
die Seismogramme lehren. Hier ist nämlich gerade umgekehrt 
innerhalb eines ziemlich weiten Entfernungsbereichs der reflektierte 
Eiïinsatz der stärkere. 

Dieses überraschende Resultat müssen wir aber gerade er- 
warten, wenn wir die oben skizzierte Annahme 1 unserer Be- 
rechnung der Amplitaden- und Vergleichskurven zugrunde legen. 
Fassen wir die Amplitudenkurven, die sich bei Annahme 1 ergeben, 
näher ins Auge, so ist zunächst der Abfall der direkten Ampli- 
tudenkurven bei 4 — 5 Megameter bemerkenswert. Dieser Abfall 
ist bedingt durch die plôtzliche Aenderung in der Steigung der 
Sinus i-Kurve bei Z — 5 Megameter und ist charakteristisch für 
die Herdentfernung, die die Grenze bildet zwischen StoBstrahlen, 
die noch nicht in den inneren Erdkern eindringen und solchen, 
die dies tun. Da die reflektierten Welleneinsätze an dieser Stelle 
keinen Abfall erleiden, so überwiegt von dieser Herdentfernung 
ab auf einen weiten Entfernungsbereich der reflektierte Wellen- 
einsatz den direkten und zwar in Horizontal- wie in Vertikal- 
seismometer. Wie später unter ,Beobachtungsmaterial* näher 
dargelest werden wird überwiegt in der Tat von 7 = 4,5 an der 
reflektierte Einsatz den direkten bei Horizontal- und Vertikal- 
seismograph. Wir haben hierin einen Beweis zu erblicken, daf 
die zugrunde gelegte Sinus i-Kurve 1 im grofen und ganzen den 
wirklichen Verhältnissen entspricht. 

Daraus folgt aber weiter, daB die Geschwindigkeitsverteilung 
im Erdinnern ebenfalls im allgemeinen den in Kurve 1 darge- 
stellten Verlauf hat. Die Kurve 1 wurde allein aus Laufzeit- 
beobachtungen gewonnen. Die Frage ist, ob uns die Betrachtung 
der Amplitudenverhältnisse nicht noch weiter zu führen vermag 
als die Zeitbeobachtung. Der Beobachtung zugänglich sind vor- 
läufig einerseits Laufzeiten, andrerseits unsere Vergleichskurve. 
Auch die Amplitudenkurven werden sich bei weiterer Verbreitung 
messender Seismographen experimentell nachprüfen lassen. Die 
Sinus :-Kurve dagegen ist, bis jetzt wenigstens, nur sekundär aus 
der Laufzeitkurve hergeleitet. Nun äuBert sich die Grenze des 
inneren Erdkerns in der Laufzeitkurve durch eine plôtzliche 
Krümmungsänderung, in der Sinus i-Kurve durch eine Aenderung 
der Steigung, in unserer Vergleichskurve dagegen durch einen 
bedeutenden Sprung in der Ordinate selbst. Es leuchtet ohne 
weiteres ein, daf die Stelle einer Krümmungsänderung bei einer 
Kurve, die durch einzelne, mit unvermeidlichen Fehlern behaftete 
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Beobachtungspunkte gegeben ist, sich viel weniger scharf bestimmen 
läft als die Herdentfernung, bei deren Ueberschreitung auf einmal 
in den Diagrammen die reflektierte Welle sehr stark und über- 
ragend gegenüber der direkten Welle hervortritt. Es wird sich 
wohl mit Leichtigkeit diese kritische Herdentfernung ermitteln 
lassen. Damit ist alsdann mit hinreichender Genauigkeit die Herd- 
distanz gefunden, von der an die vorher steil herabfallende Sinus 
i-Kurve einen nahezu horizontalen Verlauf annimmt. Mit der 
so gefundenen Entfernung wird sich eine genauere Berechnung 
der Tiefe vornehmen lassen, in der der innere Erdkern seine 
Grenzen hat. 


$ 4 Vergleichskurven, angewandt auf grôssere 
Herdentfernungen. 


Verfolgen wir unsere auf der Annahme 1 (Tabelle 1, Seite 125) 
basierenden Amplituden- bezw. Vergleichskurven zu grôferen Ent- 
fernungen, so überwiegt von 4 — 10 Megametern an wieder der 
direkte Welleneinsatz den der reflektierten Welle. Hier macht 
sich nämlich bei den reflektierten Wellen derselbe Intensitätsabfall 
geltend, den wir vorhin bei der direkten Welle, bei 4 = 5 Me- 
gametern kennen gelernt haben. Da in Wirklichkeit der reflek- 
tierte Einsatz schon von 7 — 4,5 Megametern an der stärkere 
ist, so sollte man erwarten, daf umgekehrt nun auch schon bei 
4 — 9 Megameter der Intensitätsabfall sich in der Weise äuBerte, 
daB von dieser Entfernung ab die direkte Welle wieder die stärkere 
wäre. Dies wird jedoch durch das Beobachtungsmaterial nicht 
bestätigt. Tatsächlich überwiegt, wie unten noch näher ausge- 
führt werden wird, in 7 = 10 Megameter der reflektierte Einsatz 
sehr deutlich den direkten. Wie dies zu erklären ist, wage ich 
zur Zeit nicht zu entscheiden. Môglicherweise hängt die Un- 
stimmigkeit damit zusammen, da nach unserer Annahme 1 die 
Geschwindigkeitszunahme im Erdmantel ganz unvermittelt in eine 
Geschwindigkeitsabnahme im Kern übergeht, während tatsächlich 
vielleicht ein mehr allmählicher Uebergang stattfindet. Besteht 
der Mantel, der durch Geschwindigkeitszunahme ausgezeichnet ist, 
aus Silikatgesteinen, der Kern mit Geschwindigkeitsabnahme im 
wesentlichen aus Eisen, so brauchen wir doch keine allzu scharfe 
Grenze zwischen Steinmantel und Metallkern zu erwarten. Kennt 
man doch bei Meteoriten alle Uebergänge von sog. Steinmeteoriten 
zu reinen Eisenmeteoriten. 
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Aus der Herdentfernung von 10—13 Megameter steht mir zur 
Zeit kein einwandfreies Beobachtungsmaterial zur Verfügung. Wohl 
aber konnte ich an verschiedenen Beben aus einer Herdentfernung 
von etwa 13—14 Megameter die Beobachtung machen, daB der 
erste Welleneinsatz nur äuferst schwach hervortritt. (Vergl. unten 
»Beobachtungsmaterial.“) Nach unserer Annabme (1) wäre indes 
zu erwarten, daB von Z — 10 bis zum Gegenpunkt dauernd der 
erste Welleneinsatz bei weitem der stärkere wäre. Ich habe des- 
halb noch eine zweite Annahme (2) der Amplitudenberechnung zu- 
grunde gelegt, bei der eine Laufzeitkurve (2) resultiert, die sich 
nur so wenig von der Laufzeitkurve (1) unterscheidet, da wobhl 
noch auf lange hinaus auf Grund von Zeitbeobachtung allein 
beide Kurven als gleichberechtigt gelten müssen. Für die Ge- 
schwindigkeitsverteilung im Erdinneren ergibt sich die Kurve (2), 
die durch eine verstärkte Geschwindigkeitsabnahme in einer Tiefe 
von ca 2470 km (Erdradius — 3900 km) ausgezeichnet ist. In 
der Amplitudenkurve aber macht sich diese Geschwindigkeits- 
abnahme in der Weise geltend, daf hier noch einmal für Hori- 
zontal- und Vertikalseismometer auf eine gewisse Strecke der re- 
flektierte Einsatz den direkten überwiegt. Es soll hier durchaus 
nicht behauptet werden, daf die Annahme (2) die Verhältnisse in 
der Natur in Wirklichkeit richtig wiedergäbe. Die Absicht ist 
vielmehr darzutun, daf der genauere Verlauf der Geschwindigkeits- 
verteilung im Erdkern sich allein auf Grund von Zeitbeobachtung 
bei dem heutigen Stand der Erdbebenbeobachtung wohl schwerlich 
wird mit Sicherheit ermitteln lassen, daf jedoch die Berücksich- 
tigung der Intensität der Einsätze voraussichtlich mit Erfolg diese 
Lücke auszufüllen vermag. In noch grôfierer Herdentfernung über- 
wiegt dann wieder der direkte Einsatz in Uebereinstimmung mit 
dem, was wir nach unserer Rechnung erwarten müssen. 

Um zu zeigen wie gering der EinfluB der Geschwindigkeit in 
diesen tieferen Schichten auf die Laufzeit ist, sind noch einige 
weitere Annahmen über die Geschwindigkeitsverteilung (vergl. 
die Figur Seite 124) gemacht worden. Die sich dabei ergebenden 
Laufzeitkurven sind in Tabelle 1 gekennzeichnet. 


I. Beobachtungen an Erdbebendiagrammen. 


$ 5 Zwei verschiedene Arten von Erdbeben. 


Es sollen im folgenden eine Anzahl von Beobachtungen an 
Erdbebendiagrammen mitgeteilt werden, die untereinander nur in 
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sofern in losem Zusammenhang stehen, als sie vielleicht dazu bei- 
tragen kônnen, das verwickelte Bild eines Erdbebendiagramms 
mehr und mehr in seinen Einzelheiten zu klären. Zunächst môchte 
ich ausdrücklich auf einen gewissen Unterschied zwischen zwei 
verschiedenen Typen von Erdbeben hinweisen, von denen der erste 
Typus besonders geeignet ist für das Studium der Vorläuferwellen. 
Es sind dies Erdbeben mit einem einzigen kräftigen Einsatz. 
Beiïspiele für diesen Bebenstypus sind das Erdbeben vom 21. Januar 
1506 (Herd im Meer einige 100 km von Tokio) und das Erdbeben 
vom 31. März 1907 (Herd in der Nähe der Tongainseln). Bei der- 
artigen Beben treten alle Einsätze der verschiedenen Wellen, 
seien es nun direkt ankommende oder irgendwie reflektierte, sehr 
scharf hervor. Solche Beben sind deshalb zum Studium der sog. 
Vorläuferwellen besonders und fast allein geeignet. Die sog. 
Hauptwellen sind bei derartigen Beben oft überraschend klein, 
und es zeigt sich so aufs deutlichste, daB für die Stärke der Vor- 
läufereinsätze einerseits, der sog. Hauptwellen eines Diagramms 
andrerseits, ganz verschiedene Faktoren mafgebend sind. Ver- 
mutlich ist die Sachlage die, daB besonders starke Hauptwellen 
nur dann zustande kommen, wenn bei der das Erdbeben hervor- 
rufenden Zerreifung und Verschiebung von Erdschichten besonders 
groBe Massen beteiligt sind. Man wird sich etwa folgendes Bild 
vom Vorgang eines Bebens machen kônnen: Gewisse deformierende 
Kräfte in den äufersten Erdschichten, die besonders in den von 
Erdbeben heimgesuchten Teilen unserer Erdoberfläche auftreten, 
wachsen an, bis die Festigkeit der Gesteine überschritten wird, 
und ein RiB erfolgt. Die Gesteinsmassen zu beiden Seiten des 
Risses bezw. des RiBsystems werden einer neuen Gleichgewichts- 
lage zustreben. Die ursprünglich potentielle Energie wird sich 
dabei in kinetische Energie verwandeln. Allmäblich wird durch 
Strahlung und Reïbung die Energie unter mehrfachem Wechsel 
zwischen ibrer kinetischen und potentiellen Form aufgezehrt. In 
dem Ausdruck für die kinetische Energie 1 mv° kann entweder ”# 
oder v einen besonders grofen Wert annehmen. Nur wenn 
einen grofen Wert hat, werden nach der hier dargelegten Ver- 
mutung langperiodige Hauptwellen kräftig erregt. Umgekehrt 
ist ein starker Vorläufereinsatz nur dann zu erwarten, wenn die 
Geschwindigkeit v im Ausdruck der kinetischen Energie besonders 
groB ist. Beben vom zweiten Typus, nämlich solche mit schwachem 
Vorläufereinsatz und starken Hauptwellen, sind z. B. das San 
Franzisko-Beben vom 18. April 1906 und die beiden Tongabeben 
vom 19. Dezember 1906 und vom 2. Januar 1907. Besonders lehr- 
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reich ist ein Vergleich des San Franzisko-Bebens und des Bebens 
am 21. Januar 1906. Bei beiden lag der Herd etwa 9000 km von 
den Europäischen Erdbebenstationen entfernt. Während nun der 
erste Einsatz in den Horizontalkomponenten am 21. Januar in 
den Europäischen Stationen etwa doppelt so groB war als beim 
San Franzisko-Beben, betrug die Maximale der Hauptwellen am 
21. Januar nur etwa den fünfzigsten Teil derjenigen vom San 
Franzisko-Beben. Würde man also nur nach der Stärke des ersten 
Eïnsatzes urteilen, so müBte man, ausgehend vom San Franzisko- 
Beben beim Beben vom 21. Januar 1906 eine 100 mal so grofe 
Amplitude der Hauptwellen erwarten, als sie wirklich einge- 
treten ist. 

Wir bemerken hier ganz aufBerordentliche Unterschiede, die 
offenbar auf den verschiedenen Vorgang der Auflôsang zurückzu- 
führen sind. Die Verschiedenheit des Auslôsungsvorgangs markiert 
sich auch deutlich in dem Bild der ersten Vorläufer einer Station, 
die so weit vom Herd entfernt ist, daB die verschiedenen Einsätze 
sich nicht gegenseitig überlagern und so das Bild trüben. Am 
21. Januar 1906 und am 31. März 1907 haben wir in gleicher 
Weise, sofort mit Beginn des Bebens, einen starken Maximal- 
ausschlag, von dem die Amplitude nach wenigen Schwingungen 
auf weniger als etwa !/4 herunter sinkt. Ganz anders beim San 
Franzisko-Beben und den beiden Tongabeben vom 19. Dezember 
1906 und dem vom 2. Januar 1907. Hier folgen dem ersten Ein- 
satz noch eine ganze Reihe fast ebenso starker Ausschläge, was 
wir etwa so deuten dürfen: Dem ersten auslôsenden Ruck schliefen 
sich weitere, bald kräftigere, bald minder kräftige Zerreifungen 
an, die in ihrer Gesamtheit zu riesigen Massenbewegungen und 
entsprechend starken Hauptwellen AnlaB geben. Es gewinnt s0 
den Anschein, als entständen besondets kräftige Hauptwellen 
immer dann, wenn durch eine derartige mehrfache Auslüsung all- 
mäblich besonders grofe Gesteinsmassen in Bewegung geraten. 
Nach dieser, nur mit Vorbehalt geäuBerten Vermutung, kehre ich 
zurück zu dem, was uns die Diagramme heute schon mit Sicher- 
heit lehren. Ich stelle im folgenden eine Reïhe von Erfahrungs- 
sätzen auf, die teilweise auch schon von andern Beobachtern in 
ähnlicher Form ausgesprochen worden sind aber doch auch andrer- 
seits so oft nicht beachtet werden, daB es nützlich scheint, sie 
mit hier anzuführen. 
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$ 6. Beobachtungen an Vorläuferwellen. 


1. Zum Studium der Natur der verschiedenen Vorläuferwellen 
sind nur solche Erdbeben geeignet, die aus einem eïinzigen, kräf- 
tigen StoB bestehen. Auch zum Studium der Hauptwellen sind 
solche Beben natürlich geeignet, doch sind die Hauptwellen bei 
diesem Bebentypus oft so schwach entwickelt, daf sie bei grofer 
Herdentfernung zur exakten Messung nicht mehr geeignet sind. 
Ein Beispiel hierfür ist das Tongabeben vom 31. März 1907. 

2. Woillen wir Aufschluf über den Verlauf des Beben- 
vorganges, so dürfen wir bei dem heutigen Stand unserer Kennt- 
nisse über die Hauptwellen nicht diese, noch dazu, wie sie in 
einer weit entfernten Station auftreten, zu Rate ziehen. Das 
beste Bild des Bebenverlaufes liefert vielmehr, wie es scheint, 
die Aufzeichnung der ersten Vorläufer in einer recht weit ent- 
fernten Station. Hier stôrt jedenfalls am wenigsten die gegen- 
seitige Ueberlagerung der verschiedensten Wellenarten. Auch die 
Frage, wie stark die Bewegung im Herd gedämpft ist, und ob 
dort irgend welche Eigenschwingungen erregt werden, wird am 
besten an Hand der Aufzeichnung der ersten Vorläufer in einer 
Station mit groBer Herdentfernung sich entscheiden lassen. Wollte 
man aus der Abnahme der Schwingungen in der Phase der Haupt- 
wellen eines Fernbebendiagramms einen SchluB ziehen auf das 
Abklingen der Schwingungen im Erdbebenherd, so würde man 
ganz verschiedene Werte für die Dämpfung dieser Schwingungen 
erbalten, je nach der Herdentfernung der benutzten Station. Als 
Beispiel hierfür môchte ich anführen, daf beim Kalabrischen Erd- 
beben am 8. September 1905 die Amplitude der Hauptwellen nach 
dem Gôttinger Diagramm nach etwa 9 Minuten auf etwa ‘/10 der 
Maximalamplitude gesunken ist, während sie in Samoa) ‘/2 Stunde 
nach dem ersten Maximum noch fast ebenso groB ist wie im 
Maximum selbst. 

Aehnlich liegen die Verhältnisse beim Beben vom 21. Januar 
1906. Nach den in Japan erhaltenen Diagrammen*) ist die Am- 
plitude nach etwa 3 Minuten auf weniger als !/; gesunken, während 
in Gôttingen die Phase der Hauptwellen ein ganz allmähliches 
Anschwellen und entsprechende Abnahme zeigt. Auf ein Maximum 


1) Herr Dr. F. Linke gestattete mir freundlichst die Einsicht in das dort 
erhaltene Diagramm. f 

2) Vergl. die Wiedergaben in Bulletin of the Imperial Earthquake Investi- 
gation Committee. Vol. 1, Nr. 3. Tokio 1907. 
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der Vertikalbewegung z. B. folgt etwa 3 Minuten später ein zweites, 
fast ebenso groBes Maximum, und weitere 3 Minuten später beträgt 
die grôf$te Amplitude im Vertikalseismometer noch mehr als halb 
soviel, sodaB man auch hier unter Berücksichtigung der Haupt- 
wellen, wie sie in Gôttingen registriert werden, auf eine ganz 
andere Dämpfung der Bewegung im Herd schliefen müfte als 
unter Berücksichtigung der japanischen Aufzeichnungen. Ein 
richtiges Bild des Bebenvorgangs gewährt auch hier wieder, wie 
ich glaube, die Aufzeichnung des ersten Einsatzes einer weit ent- 
fernten Station, z. B. in Gôttingen. (Vergl. die Wiedergabe des 
Diagramms in E. Wiechert und K. Zoeppritz ,Ueber Erd- 
bebenwellen“, Tafel III.). 

3. Ist der erste Einsatz eines Bebens und der in den Gôttinger 
seismischen Wochenberichten und in dieser Arbeit mit Pr be- 
zeichnete Einsatz durch longitudinale Bewegung verursacht ? 
Es wird heute von den meisten Seismologen angenommen, da 
der erste Einsatz P durch Longitudinalwellen, die sich durchs 
Erdinnere fortpflanzen, verursacht wird. Die gleiche Annahme 
liegt der ôfter zitierten Arbeit ,Ueber Erdbebenwellen“ zugrunde. 
Indessen kann sie doch noch nicht als allgemein anerkannt gelten. 
(Vergl. z. B. F. Omori, ,Seismograms showing no preliminary 
tremor“, in dem oben zitierten Heft.) Ich müchte deshalb den 
Beweis, daB es sich bei den ersten Vorläufern um Longitudinal- 
bewegung handelt zunächst damit stützen, daB ich nochmals, wie 
schon wiederholt von anderen Seiten geschehen, eine Reïhe neuerer 
Erdbeben anführe, die in Gôttingen mehr oder weniger genau aus 
Westen oder Osten eingetroffen sind. Ist unsere Annahme richtig, 
so muB bei derartigen Beben die Ostwestkomponente stärkere 
Ausschläge zeigen als die Nordsüdkomponente. Solche Beben sind 
die folgenden: 4. April 1905 Indien, 15. April 1907 Chilpancingo 
(Mexiko), 22. Dezember 1906 Semirjetschensk, Kopal, 4. Januar 1907 
Nias und Babi, 24 Oktober 1906 Chodschent, Katta- Kurgan, 
21. Oktober 1907 Karatag. Bei den genannten sechs Beben ist 
nicht nur der Einsatz P, sondern. auch der mit Pr bezeichnete 
in der Ostwestkomponente bei weitem der stärkere. 

Gerade das Umgekehrte, Ueberwiegen der Nordsüdkomponente 
beim Einsatz P (und Pr: soweit erkennbar) zeigen folgende Beben, 
bei denen die Bewegung aus nahezu nôrdlicher oder südlicher 
Richtung zur Gôttinger Erdbebenstation gelangt ist: Kalabrische 
Erdbeben 8. September 1905 und 24. Oktober 1907, Nordpazifisches 
Erdbeben 16. August 1906 und die Tongaerdbeben 19. Dezember 
1906, 2. Januar 1907 und 31. März 1907. Die Reiïhe dieser Beben 
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liefe sich noch beliebig erweitern. Wir dürfen somit zweifellos 
als Ursache des P- und Pri-Einsatzes Longitudinalwellen annehmen, 
wie es ja auch die Theorie fordert!). 


Wir kônnen aber nun auch noch einen Schritt weiter gehen 
und prüfen, ob das Verhältnis der Vertikalbewegung zur Hori- 
zontalbewegung bei diesen beiden Einsätzen so groB ist, wie wir 
es erwarten müssen, wenn die Einsätze den direkt kommenden 
und den einmal an der Erdoberfläche reflektierten Longitudinal- 
wellen entsprechen. Als Grundlage dient uns die Formel 127, die 
E. Wiechert in der oft zitierten Abhandlung, ,Ueber Erdbeben- 
wellen“ angibt. 


Tabelle 2. 


Herd und 
Datum Herdent-| Phase 


22. XII. 06 


1) [Die obigen Erwägungen sind zwar bedeutungsvoll aber nicht bindend, 
da der Fall der in der Vertikalebene schwingenden Transversalwellen hätte be- 
rücksichtigt werden müssen. E. Wiechert.] 

Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klaso. 1913. Hofi 2. 10 
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Wie man sieht, ist die Uebereinstimmung zwischen dem ge- 
messenen und dem zu erwartenden Verhältnis der Horizontal- zur 
Vertikalbewegung, wie es in der vorletzten und letzten Spalte an- 
gegeben ist, befriedigend. Die Abweichungen liegen, wie ich glaube, 
durchaus in den Grenzen der Beobachtungsfehler. Da nämlich das 
Vertikalseismometer nur eine Schwingungsdauer von etwa 4—5 
Sekunden besitzt, so ändert sich die VergrôBerung für die in Be- 
tracht kommenden Perioden der Bodenbewegung sehr stark mit 
der Bodenperiode. Nun läft sich die Periodenlänge selber, be- 
sonders wenn mehrere Perioden gleichzeitig vorkommen und sich 
überlagern, nur schwer mit der Genauigkeit messen, die wegen 
des eben angedeuteten Umstandes erforderlich wäre. Alle einzelnen 
Erdbeben zeigen einen bedeutend grôBeren Wert für das Verhältnis 
der Horizontal- zur Vertikalbewegung beim Eïinsatz Pr: als beim 
Einsatz P, genau wie wir es erwarten müssen. 

4. Hier sollen einige Ausmessungen des Stärkeverhältnisses 
der beiden Einsätze P und Pr: im Horizontal- und Vertikalseismo- 
meter angeführt werden zur Prüfung, wie weit die Erdbeben- 
beobachtung in Uebereinstimmung ist mit unsern in $ 3 und 4 
erhaltenen Resultaten. 

In der folgenden Tabelle ist, im grofen und ganzen nach der 
Herdentfernung geordnet, dieses Verhältnis angegeben, bezw., wenn 
der eine Einsatz so klein ist, daB er nicht mehr deutlich als 
solcher hervortritt, eine untere Grenze für dieses Verhältnis. 


Tabelle 3. 


| Herd und 
Herd- Erdbeben- diese 


Datum Pe- 
entfernung| station riode 
in km 
sec. 


8. IX. 05 Calabrien | Gôttingen | e 5—10 
1500 X44) 


Doppelte 
Vertikal- 
amplitude in w 
Horizontal- 
amplituden- 
Verhältnis 
Vertikal- 
amplituden- 
Verhältnis 


|| Doppelte ho- 


23. X. 07 | Calabrien | Gôttingen 
1500 


4. XII. 05 Herd? |Gôttingen 
ca. 2900 


21. X. 05 | Batum | Güttingen 
3100 


1) Das Zeichen X bedeutet: es ist kein deutlicher Einsatz erkennbar. 


Datum 


22. XII. 06 


4. IV. 05 


26. IX. 05 


23. VII. 05 


9. VII. 05 


3/4. XII. 06 


27. VIII. 04 


26. u. 27. 
VI. 04 
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Herd und 
Herd- 
entfernung 
in km 


station 


Karatag Wien 


Graz 
4600 


Gôttingen 


Semirje- 


Gôttingen 
tschensk 


Indien 
5680 


Güttingen 
Herd ? 
ca. 5400 


Innerasien | Gôttingen 


Innerasien | Gôttingen 


| 
Herd ? 


ca. 7200 


Rocky 
Mountains 
p—550 N, 
1 — 1209 W 

ca. 7400 


Gôttingen 


Kamtschat-| Gôttingen 
ka 8200 


Erdbeben- Dhise 


Güttingen 


Güttingen ‘ 


Pe- 
riode 


Doppelte ho 
rizontale Am- 
plitude in y 
Doppelte 
Vertikal- 
amplitudein 
Horizontal- 
amplituden- 
Verhältnis 
Vertikal- 
amplituden- 
Verhältnis 


71 
@œ 
S 


fs fl 12,7 


f1/3,9 


193 


de f1/2,7 {171,8 


1/1,6 |] 1 bei 
b.9 S.|(9 Sek. 
1,6bei|{ 4,6bei 
2,55. |} 2,5 S. 


f/1,1 
171,3 


(171,4 


| bi 
| 


2,8 | nl 


{>1 


f>1 


Meer süd- | Gôttingen 
ôstl. von P j 55 
Japan 9200 


21. I. 06. 


4. I. 07 
15. IV. 07 


Nias 9500 | Gôttingen 


Chilpan- 


StraBburg 
cingo 9900 


9900 Güttingen 


35 


La/1, 8 «1/1, | 8 


ca. 1 | >1 


{172,3 


sù 
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| EE DR el 
Herd und ÉPICES 42 | 
Herd- | Erdbeben- Pe- (207856882828 
Datum PHARES station Phase riode Sas BE $ À El E | 
in CEA n= œ & | 
2 ou a 
15. IV. 07 | Chilpan- | Tifis |? 4 
cingo 12600 Pr1 l < 


| 80. VIII. 06| Tacna- | Gôttingen .1,8 1 
| Arica Pr1 4 ca. 1,8 
| 
19. XI. 06 West- |Gôttingen | P a Ke 1 1 
australien Pri 6 < < 


14. IX. 06 | Neuguinea | Gôttingen | P ml de # 1 | <1 
| 13600 Pr ps 1 


81. III. 07 Tonga- |Gôttingen | P 5 : 3 
| archipel Pride ÿ X 
16500 


Wie aus der Tabelle leicht zu entnehmen ist, tritt für sehr 
kleine und für sehr gro$e Herdentfernungen in der Tat das ein, 
was wir erwarten müssen, nämlich ein bedeutendes Ueberwiegen 
des P-Einsatzes. Umgekebrt ist für mittlere Entfernungen, eben- 
falls in Uebereinstimmung mit unseren Rechnungen, der Einsatz 
Pr der stärkere. Während nun aber nach unserer Rechnung, 
wenn die Annahme 1, $ 1, zugrunde gelegt wird, der Pr-Einsatz 
erst von 4 — b Megameter an der stärkere sein sollte, tritt dieses 
Ueberwiegen in der Natur schon für kleinere Entfernungen ein. 
Die Grenze liegt nach meinem Beobachtungsmaterial vorläufg 
zwischen 3000 und 4600km Herdentfernung. Eine engere Ein- 
grenzung der Entfernung war mir bisher aus dem rein zufälligen 
Grand nicht môglich, weil mir kein stärkeres Erdbeben mit schar- 
fem Einsatz aus den letzten Jahren bekannt ist, dessen Herd etwa 
8500 bis 4500 km von den europäischen Stationen entfernt war. 
Wir müssen daraus schlieBen, daB schon in geringerer Entfernung, 
nämlich von wo an der Eïinsatz Pr1 der stärkere wird, die Longi- 
tudinalwellen beginnen, in der Tiefe in den metallischen Erdkern 
einzudringen, dem entsprechend müssen wir annehmen, daB auch 
die Laufzeitkurve schon etwas früher einen flachen Verlauf an- 
nimmt. Die kritische Herdentfernung wird sich mit weiter fort- 
schreïitender Erdbebenbeobachtung sehr genau ermitteln lassen. 

Die berechnete , Vergleichskurve 1“ läft sich, wie wir sahen, 
kurz etwa folgendermafen charakterisieren: für kleine und grofe 
Herdentfernungen überwiegt der direkte Welleneinsatz, in mitt- 
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leren Entfernungen umgekehrt der der einmal reflektierten Wellen. 
Die , Vergleichskurve 2“ unterscheidet sich von ihr nur insoweit, 
als bei ihr in der Gegend von 13 bis 14 Megameter noch einmal 
der reflektierte Einsatz überwiegt. Was lehrt uns demgegenüber 
unser freilich noch recht lückenhaftes Beobachtungsmaterial? Ganz 
übereinstimmend mit der Rechnung zeigt es für kleine und sehr 
groBe Entfernungen einen stärkeren P- als Pr-Einsatz. Auch die 
mittlere Zone mit überwiegender reflektierter Welle tritt hervor, 
jedoch etwas verschoben gegenüber unserer zugrunde gelegten An- 
nahme. Sie reicht nämlich statt von 5 bis 10 Megameter von 4,5 bis 
gegen 7 Megameter. Von da an bis etwa 9000 ist wieder P stärker, 
dann aber auf ein ziemlich gro$es Entfernungsintervall, nämlich von 
etwa 9 bis gegen 14 Megameter überwiegt wieder der einmal reflek- 
tierte Einsatz. Erst für noch grôBere Entfernungen stimmt, wie be- 
merkt, die , Vergleichskurve“ mit den Beobachtungen wieder überein. 
” Wie die Abweïichungen vielleicht zu erklären sind, darauf môchte 
ich, solange das Beobachtungsmaterial noch so lückenhaft ist, nicht 
näher eingehen. Nur folgendes sei bemerkt: Die Verschiebung der 
ersten Zone mit überwiegendem Pr: Einsatz zu kleineren Herd- 
entfernungen bedeutet wohl nur eine Korrektion an derjenigen 
Herdentfernung, von der an die StoBstrahlen in den metallischen 
Erdkern eindringen. Dagegen weist die zweite Zone mit über- 
wiegendem Pr-Einsatz, nämlich die von 9000 bis gegen 14000 km 
reichende, auf gewisse UnregelmäBigkeiten der Geschwindigkeits- 
verteilung in tieferen Teilen des Erdkôrpers hin, die aus der Lauf- 
zeitkurve sich wegen ihres zu geringen, nur noch wenigen Sekunden 
sich bemessenden Einflusses nicht mehr erschlieBen lassen. 


$ 7. Beobachtungen an den sogenannten Hauptwellen. 

Während wir die hauptsächlichsten Einsätze in der Gruppe 
der Vorläufer heute schon befriedigend zu deuten verstehen, fehlen 
uns in Bezug auf die Hauptwellen zur Zeit noch die erforderlichen 
Kenntnisse zu einer zuverlässigen Aufklärung der Besonderheiten 
dieser meist lang ausgedehnten Phase. Solche Kenntnisse werden 
sich nur durch die systematische Vergleichung der Diagramme von 
gedämpft schwingenden Apparaten erlangen lassen. Daf in der 
Phase der Hauptwellen auch die von Rayieigh als môglich er- 
wiesenen s0g. Rayleighschen Oberflächenwellen eine Rolle spielen, 
scheint nicht zweifelhaft, allein genauere Untersuchungen über 
diesen Gegenstand stehen noch aus. Bekanntlich bestehen die 
Rayleighwellen aus elliptischen Schwingungen und zwar in der 
Ebene, die durch die Vertikale und die Verbindungslinie Herd- 
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Station festgelegt ist. Man kann deshalb versuchen, in allen Dia- 
grammen für das Maximum der Vertikalbewegung in der Phase 
der Hauptwellen eine Laufzeitkurve aufzustellen. Ist die Ver- 
mutung richtig, daB wir es hierbei mit wahren Oberflächenwellen 
zu tun haben, so muB die Laufzeitkurve eine Gerade darstellen, 
die rückwärts verlängert durch den Nullpunkt geht. Soweit meine 
Beobachtungen gehen, ist dies in der Tat einigermafen der Fall. 
Es ergibt sich gleichzeitig, daB die Geschwindigkeit, mit der das 
Maximum der Vertikalbewegung längs der Erdoberfläche weiter- 
schreitet, 2,9 km/sec. beträgt. So kompliziert das Gesamtbild 
der Hauptwellen auch ist, so finden wir doch auch ganz über- 
raschende RegelmäBigkeiten. Diese berechtigen uns, wie ich glaube, 
zu folgendem wichtigen SchluB: Die mannigfach wechselnden Wellen- 
gruppen, wie wir sie in der Phase der Hauptwellen bei einem Fern- 
bebendiagramm wahrnehmen, werden nicht sowohl durch die Inter- 
ferrenz verschiedenartiger, im Erdbebenherd erzeugter Schwingungs- 
perioden verursacht, als vielmehr durch die Gesetze der Wellen- 
ausbreitung bis zu einer entfernten Station hin. Ganz überraschend 
ist z. B. die Uebeinstimmung der Hauptwellenphase bei den beiden 
Tongabeben vom 19. Dezember 1906 und vom 2. Januar 1907. Jede 
einzelne Wellengruppe, sei sie nun kürzer oder länger, wiederholt 
sich in gleicher Weise bei beiden Beben. Das deutliche Maximum 
in der Bewegung der Ostwestkomponente, also transversal zur 
Richtung Herd-Station, ist von keinem entsprechenden Maximum 
in der Vertikalkomponente begleitet. Wir haben hier also eine 
transversale Wellengruppe innerhalb der Gesamtheit der Haupt- 
wellen, für die ebenfalls eine Laufzeitkurve aufzustellen wäre, um 
ihre Natur als Oberflächenwellen zu erweisen, doch müfiten wir 
dazu in der Lage sein, von einem groBen Erdbeben genügend auf- 
gelôste Diagramme aus 1000, 2000, 3000 u. 8. w. bis etwa 16000 
oder gar 20000 km Herdentfernung vergleichen zu kônnen. Erst 
wenn das Netz der Beobachtungsstationen noch weit ausgedehnter 
sein wird, dürfen wir einwandfreie Klarlegung der Natur aller 
hier in Frage kommenden Wellengruppen erhoffen !). 


1) [Als Dr. Zoeppritz diese Ausführungen niederschrieb, waren ibm offen- 
bar die Darlegungen nicht gegenwärtig, die ich selbst in $ 15 und 16 des I. Teiles 
der Arbeiten ,Über Erdbebenwellen“ gegeben habe (Diese ,Nachrichten“ etc. für 
1907, S. 415): Der SchluB über die Iaufzeitkurve des Maximums der Vertikal- 
bewegung in den Hauptwellen ist darum nicht ohne weiteres zutreffend. — Das 
Auftreten von transversalen Wellengruppen wurde schon mehrfach vor Dr. Zoepp- 
ritz bei der Bearbeitung der Güttinger Registrierungen bemerkt. — Auch ich 
nehme in der zitierten Arbeit an, daB für das Auftreten der verschiedenen Wellen- 


über Erdbebenwellen. 143 


$ 8 Besondere Einsätze. 


Aufer den aus der Wellenreflexion an der Erdoberfläche sich 
ergebenden Einsätzen zeigen einige Erdbeben mit besonders scharfem 
Einsatz auch noch einige weitere auffallende Wellengruppen, deren 
Natur zur Zeit noch nicht sicher aufgeklärt ist. Man wird an 
gewisse Reflexionen im Innern der Erde, etwa an der Grenze 
zwischen Steinmantel und Metallkern denken. Doch ist es durch- 
aus nôtig, über diese Einsätze noch weiteres Beobachtungsmaterial 
zu sammeln. Eine Schwierigkeit erhebt sich dabei in sofern, als 
ôfters Zweïifel entstehen werden, ob ein bestimmter Einsatz einem 
neuen StoB im Herd seine Entstehung verdankt oder der Be- 
sonderheit der Wellenfortpflanzung. Hierüber wird eine sichere 
Entscheidung oft nur durch Vergleich von Diagrammen aus ver- 
schiedener Herdentfernung môglich sein. So glaube ich, daB der 
+ Einsatz zwischen P und Pr: in dem Bebendiagramm vom 21. Ja- 
nuar 1906 wirklich der Einsatz einer besonderen Wellenart ist. 
Denn wenn ein neuer StoB im Herd die Ursache gewesen wäre, 
so müfte dieser StoB natürlich auch in dem Herd nahe gelegenen 
Stationen hervortreten. Tatsächlich ist bei der Registrierung des 
Bebens vom 21. Januar 1906 in Japan, speziell aber in Formosa ‘) 
kein neuer Stof etwa 80 Sekunden nach dem ersten zu erkennen. 
Noch einen weiteren Einsatz zeigt das Beben vom 21. Januar 1906 
und zwar 29 Minuten nach Beginn des Bebens in Gôttingen. Môg- 
licherweise haben wir hierin den Einsatz der auf der abgewandten 
Seite der Erde reflektierten Longitudinalwellen zu sehen oder auch 
der zweimal auf der abgewandten Seite reflektierten Wellen. We- 
nigstens beträgt die Laufzeit ungefähr soviel, als man für diese 
Wellengruppe erwarten müfBte. Jedenfalls aber ist dieser im Ver- 
tikalseismometer deutlich hervortretende Einsatz nicht durch einen 
neuen StoB im Herd verursacht, wie sich ebenfalls aus dem Ver- 
gleich mit den japanischen Kurven ergibt. 

Auch beim Beben vom 22. Dezember 1906 tritt ein auffallender 
Einsatz und zwar einige Zeit vor dem Eintreffen der Transversal- 
wellen hervor, doch vermag ich nicht mit Sicherheit zu entscheiden, 
ob wir es dabei nicht vielleicht mit einem erneuten StoB im Herd 
zu tun haben. 


gruppen die Ausbreitung der Wellen über die Erdoberfläche wesentlich ist. Ich 
denke dabei auch an ein Mitwirken von Eigenschwingungen der Erdrinde. 

! E. Wiechert.] 

1) Vergl. die Tafeln zu F. Omori (1. c.). 
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B. Konstitution des Erdinnern, erschlossen aus dem Boden- 
verrückungsverhältnis der einmal reflektierten zu den direkten 
longitudinalen Erdbebenwellen. 


Von 
Ludwig Geiger und Beno Gutenberg. 


$ 1. Einleitung. 

Diese Abhandlung bildet die Fortsetzung der Arbeiten über 
Erdbebenwellen von Wiechert, Zoeppritz und Geiger!), die 
ebenfalls in diesen Nachrichten erschienen sind und die weiterhin 
als ,Erdbebenwellen I, II, III, IV“ zitiert werden sollen. 

Inhalt von I:  Theorie der Ausbreitung der Erdbebenwellen. 

+ » Il: Empirisch gewonnene Laufzeitfunktion der 1. und 
2. Vorläufer bis zu 13000km Herddistanz und 
Sinus des Einfallswinkels : als Funktion der Herd- 
distanz. 

. » Il: Berechnung von Weg und Geschwindigkeit der 
Vorläufer. Die Poissonsche Konstante im Erd- 
innern. 

: » IV: Herglotzsche Methode zur Strahlenberechnung. 
Referenzfunktion. 

In diesem vorliegenden V. Teil werden Beobachtungen über 
das Bodenverrückungsverhältnis der einmal reflektierten zu den 
direkten Longitudinalwellen mitgeteilt. Es wird gezeigt, daB man 
eine Hypothese über die Sin i,(2)-Funktion machen kann, die s0- 
wohl den beobachteten Bodenverrückungsverhältnissen als auch 
den früher beobachteten Laufzeiten gut genügt. Die Berechnung 
der Wege der 1. Vorläufer verfeinert unsere Kenntnis über die 
Konstitution des Erdinnern. 


$ 2. Symbole elastischer Wellen. 


Longitudinalwellen werden durch lateinische, Trans- 
versalwellen durch deutsche Buchstaben bezeichnet, und zwar 


1) E. Wicchert und K. Zoeppritz, Ueber Erdbebenwellen I und II. 
Güttinger Nachr., math.-phys. KI, 1907. 

K. Zoeppritz und L. Geiger, Ueber Erdbebenwellen IIL Gôüttinger 
Nachr., math.-phys. KI, 1909. 

E. Wiechert, Ueber Erdbebenwellen IV. Güttinger Nachr, math.-phys, 
KI. (noch nicht erschienen). 
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setzen wir 

Energie — E resp. &, 

Amplitude — À resp. {, 

Geschwindigkeit — V resp. ; 
dabei erhält V, $ eventuell als unteren Index die Tiefe unter der 
Erdoberfläche in Kilometern. 

Strahlebene — Ebene durch Herd, Erdmittelpunkt, Station. 

Schwingungswinkel 8 — Winkel zwischen Strahlebene 
und Schwingungsebene der Transversalwellen. 

Bodenverrückungen — «, v, w resp. u, tb, w, wobei 

u, u — horizontale Komponente in der | Einfallsebene 

v, D — : , quer zur 

w, wù — vertikale à ist. 

Winkel zwischen Strahl und der Normalen = à, i; 
. bei der Reflexion erhalten die Symbole den untern Index à, r, f, 
je nachdem die einfallende (incidens), reflektierte (reflecta) 
oder die gebrochene (fracta) Welle gemeint ist. 

Reflexion: Eine #mal normal reflektierte Welle erhält die 
die Zusatzbezeichnung n, z. B. il oder El oder A3; dabei erhält 
die direkte Welle keine Zusatzbezeichnung. 

nmal reflektierte Wechselwellen erhalten die Zusatz- 
bezeichnung PS resp. SP, je nachdem sie vor der Reflexion longi- 
tudinal oder transversal waren; z. B. Ars oder Esp oder irs. 

Die weiteren in der vorliegenden Arbeit benutzten Symbole 
haben keine allgemeine Bedeutung; sie werden deshalb erst in den 
betreffenden Paragraphen definiert. 


$ 3. Die theoretischen Grundlagen der Zoeppritzschen 
Methode. 
(Von B. Gutenberg.) 


Zoeppritz macht bei seiner oben (Teil A) referierten Me- 
thode folgende Annahmen, die auch für alles Folgende gelten 
und die deswegen später nicht weiter angeführt werden: 

1) In der Nähe des Herdes breiten sich die Wellen 
kugelfôrmig aus. Auf jeder Kugel ist die Energie- 
dichte konstant. 

2) Die Reflexionen an der Erdoberfläche finden so 
statt, als ob die Wellen auf eine Ebene gegen 
den luftleeren Raum träfen. 

3) Absorption ist nicht merklich. 

Wenn wir nach der Zoeppritzschen Methode das Bodenver- 
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rückungsverhältnis p der einmal reflektierten zu den direkten 
Longitudinalwellen untersuchen, so müssen wir wegen Annahme 
8) Abweichungen der Beobachtungen von der Theorie erwarten, 
da z. B. die einmal reflektierten Wellen eine grôBere Laufzeit als 
die direkten besitzen und daher in hôüherem Mafe absorbiert werden 
müssen als die direkten, falls diese nicht wesentlich stärker ab- 
sorbierende Schichten durchlaufen. 

Zoeppritz führt die Bedingung 1), daB die Wellen sich im 
Herde kugelfôrmig ausbreiten, folgendermafen ein: Er denkt sich 
im Herde À (Fig. 1) eine so kleine Kugel (Elementarkugel) um À 
als Mittelpunkt gelegt, daB die Erdbebenstrahlen in derem Innern 
als geradlinig angesehen werden kônnen, und verlangt dann, daB 
durch Zonen mit gleicher Oberfläche und der Verbindungslinie 
Herd-Erdmittelpunkt als Axe gleich viel Energie strômen soll. 
Der Inhalt einer Kugelzone ist 


2 = 2anrh. 


Figur 1. 
Aus Fig. 1 läft sich entnehmen: 
h = PQ — AQ— AP = r(cosi — cosi,); 


hieraus ergibt sich 

z — 2xr° (cos i_ — cos é,). 
Sollen also zwei Zonen gleiche Oberflächen besitzen, so muB für 
beide sein: 


. : 1 
cos i_— cos i, = à. 


Hierbei ist N eine für beide gemeinsame Konstante; je grôBer N 
ist, desto kleiner ist die Oberfläche der Zonen. 

Für die weitere Theorie waren leider nur Andeutungen 
Zoeppritz’ vorhanden. (Teil A, $ 2.) 

Die Energie, die durch eine Zone 2 flieft, trifft auf der Erd- 
oberfläche auf eine Zone Z (Fig. 2), deren Ränder, welche die 
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Herdentfernungen 4, bezw. 4_ besitzen môgen, durch die Strahlen 
mit den Einfallswinkeln i, bezw. _ ausgeschnitten werden. Dies 
gilt allerdings nur dann stets, wenn keine der Wellen, die auf Z 


Figur 2. 


treffen, eine Unstetigkeitsschicht tangiert; in letzterem Falle kônnen 
sich unter Umständen Strahlen im Erdinnern kreuzen. Wir nehmen 
nun an, jedes Flächenelement der kleinen Kugel, für die nun s0- 
wohl der Radius als die Zonenfläche z konstant sein môügen, besitze 
die Energiedichte (— Energie pro Flächeneinheit) k, so ergibt sich 
für die oben erwähnten Zonen Z auf der Erdoberfläche je nach 
der Herdentfernung 4 verschiedene mittlere Energiedichte (— Ge- 
samtenergie auf der Zone dividiert durch Zonenfläche) E,. E, wird 
gegeben durch 
UNE Font) N pe Eee" 
4 

Wie hier so wird überall im folgenden die Herddistanz, auf 
die sich eine Grüfe bezieht, als unterer Index angegeben, z. B. 
PATTES 
2 


Die durch (1) bestimmte mittlere Energiedichte der Zone Z, 
wird mit genügender Annäherung den Strahlen mit dem Einfalls- 
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winkel à, zugeordnet, für die die Bedingung erfüllt ist 

1 
SN 

Durch (2) wird ein Kreis bestimmt, dessen Punkte die Entfernung 
A vom Herde haben, und der die Zone Z, in zwei Teile mit 
gleicher Gesamtenergie zerlegt. Ist umgekehrt dieser Kreis mit 
der Herddistanz 4 gegeben, so findet man bei vorgegebener :(4)- 
Funktion die zugehôrigen Einfallswinkel 5, und é, , also auch 
die Grenzen der Zone selbst, aus der Gleichung (2), nachdem für 
die Konstante N ein Wert angenommen ist. 

Die einfallende Amplitude À, in À ist proportional der Quadrat- 
wurzel aus der dort einfallenden Energiedichte, falls man diese 
auf einer Fläche mift, die senkrecht zu den einfallenden Strahlen 
steht. (Teil A, Anmerkung $S. 127.) Sei der Proportionalitäts- 


faktor 


(2) COS i4 —CoSiy — COSÈy— COS, = 


, 80 ist 


(72 


.… = éVseci, 70 cVseci, 
(3) Ai, = qui 77088 VE, LT (nach (1)). 

Um die Bodenverrückung w, zu erhalten, die horizontal in der 
Einfallsebene erfolgt, berücksichtigen wir, daB sich das Verhältnis 
u 
pa 
Substanz nur vom Einfallswinkel : abhängt, nach Erdbebenwellen 
I, (126) berechnen läft, und daB À; durch die Gleichung (3) ge- 


geben wird. Es ist: 


der Verrückung zur einfallenden Amplitude, das bei gegebener 


u u c —— 

(4a) Us = (), 4 == Cr y 

Hierbei bedeutet (5) das Verhältnis _. bei dem Einfallswinkel 
i A î 


i,; der untere Index 4 ist der Einfachheit halber für , gesetzt; 
analoges gilt für die weiteren Formeln. 

Da es sich um longitudinale Wellen handelt, gilt für die 
horizontale Bodenverrückung senkrecht zur Einfallsebene 


4b) V4 = 0, 

und für die vertikale Bodenverrückung ergibt sich analog (4a): 
w \ C ne 

(4c) y = ( « —— : \/seci,. 
À; 4 VZ, 


Verfolgen wir nun die Vorgänge bei den einmal reflektierten 
Wellen (Fig. 3). Zunächst läuft unter der Annahme, daB die Kon- 
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stitution der Erde Kugelsymmetrie besitzt, was seither schon still- 
schweigend vorausgesetzt wurde, die einmal reflektierte Welle auf 


zwei kongruenten Bügen 4-5 und S-4 durch das Erdinnere. 


Es ist also insbesondere 


A, —i,. 

A 
Wir haben demnach ein Strablenbüschel zu verfolgen, das auf der 
Elementarkugel eine Zone z, auf der Erde beim ersten Auftreffen 
die Zone Z , ausschneïdet, deren Grenzstrahlen analog (2) gegeben 


2 
sind durch 
: ; . > 1 
(6) cosis —Cosi, = COSis—COSi4 = Sy- 
à £: # Le 
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Nach (8) findet man die in © einfallende Amplitude: 


(A)5 = à A Les 
a) Za 3 
2 
In < wird alsdann sowohl eine longitudinale wie eine transversale 


Welle reflektiert; letztere, eine Wechselwelle, kommt hier nicht weiter 
in Betracht. Sie bewirkt jedoch, daB die reflektierte longitudinale 
Amplitude (4,), schwächer ist als die einfallende. Nach Erd- 


F 
bebenwellen I (125) läft sich diese Schwächung berechnen. Unter 
ihrer Berücksichtigung ergibt sich 


(6), (4), = 4, (%) mS 
3 PR 


2 


$ (&) Sp 

: Fe 

VZ #4 2 
2 


(4) hängt bei einer bestimmten Substanz nur von à ab. Das 
ï 

Verhiltis der in 4 eintreffenden Amplitude (41), zu der in 
_ reflektierten ist gleich der Quadratwurzel aus dem Verhältnis 


der entsprechenden Energiedichten, da der Einfallswinkel in beiden 
Fällen der gleiche ist, also auch gleich dem reziproken Werte der 
Wurzel aus dem entsprechenden Zonenverhältnis. Es ist demnach 


Er FÿE 
(41), T 2 
1), 2 ARRET Y 71 #2 
a 2 
2 


Setzt man (6) ein, so ergibt sich 


V2. do cy/sec is 

A 2 [A 
7 és a 0 Ve nn) “ 
(419, ZA, nya - VZ1, A), 


2 


Analog (4) erhält man hieraus die EE ce dns durch die 
einmal reflektierte longitudinale Welle, wenn man berücksichtigt, 
daB diese unter dem Winkel 1, = , in À einläuft. Es ist also 


2 
das Verhältnis der Bodenverrückung zur einfallenden Amplitude 
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für den Winkel à, zu bilden, unter dem eine direkte Welle in 
2 


der Entfernung < einfällt : 


co me (5) en = pe (EG) 
Fi 


2 
ri ri 
Analog (4b) und (4c) ist ferner 
(7b) vls = 0, 
A w RATES 
7 ph AE :) (2) -{ /sec à y. 
nant re es VAL 


Durch Division (7a):(4a) erhält man 


a es 2" 2 (4) 4/.Za cosy 
Pa “}, (+) A), V Zi \/ cosis 
À, A a 2 
Unter Benutzung der eingangs angegebenen Formel für die Zonen- 
oberfläche ist 


Zy __ cos d'—-cos 4, 
Z13 cos 41 — cos 41, ’ 
da 
DA En 2%, un Eu, Er 
Zs _ cos d_—cos 4, _ sini(4_+4,)sink(4 —4,) 
il) A0) À 


A a A . {A A 
cos 2 2 cos 2 3. sin (£ + 7) sin 6 - cn 


Bei groBfem N in (2) gilt mit genügender Annäherung 


A 04 
4+4) = 5 +5. 
4( ie ut 


$Sei ferner 
AA) mutà 4 
80 ist 
Z sin+0, 
Zi, sind,’ 
2 


wo bei genügend gro gewählten N die 8 so klein sind, daf die 
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Sinusverhältnisse durch die Verhältnisse der Winkel selbst ersetzt 
werden kônnen. Es ergibt sich demnach für das Verhältnis der 


horizontalen Bodenverrückungen 
Cr 40, 394, cos ? 7 
cos À A È 
2 


ne 
Analog ist für das Ts der vertikalen ne ARE 


(x Es 
1 +0 cos À 
8b ss %) . 4 " 
(8b) gs w }, 53 CAVE V5 cos i 2 
Die in diesen SR vorkommenden GrôüBen 
ergeben sich folgendermafen: Sind 4 und die 5(4)-Funktion vor- 
gegeben, so muf zunächst N ziemlich gro gewählt werden. Nach 


(2) und (6) ist dann 


Cosi4 — COS iy = COSÈq— COS È 4, — 


Ga) »=(*) 


# J 4 


- ‘ | : 1 
= cosiz —Cosi4 — COS COS = Sy: 


FE ir 2 
Hieraus erhält man nach Bestimmung von à = aus der °(4)-Funk: 


tion 44 ; d4, Ÿ = und à - , ferner aus der (A) -Funktion die zu- 


gehôrigen 4- Werie, und "+ diesem schlieflich à, — 4_— A4, und 


d 4 = 2 £ . Die übrigen GrôBen ergeben sich nach Formeln 
F2 T 


in Erdbebenwellen I. Unter Benutzung der in $ 2 angegebenen 
Symbole ist nach (124), (125) 


u V 1 L 


A, 8 m+1l sinis”’ 


nach (127) 
w u = 
pm: a Papi 2 A 
nach (122), (125) 
À, m — 1 


À, m+1l° 
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Hierbei ist nach (123), (128) 


cot?'i , 


nice tg isp ? 


der Winkel is, unter dem die transversale Welle reflektiert wird, 
ergibt sich nach (120) 


sin ils — -— sin ?, 


gs 
wo 8 dem b, V dem a der früheren Bezeichnung (Erdbebenwellen 


I, I, IT) entspricht. Für Le scheint Zoeppritz den Wert 1,789 


angenommen zu haben, der dann in der vorliegenden Arbeïit eben- 
falls benutzt wurde, da er sich auch mit den Werten für V und $ 
in Tabelle 16 der Erdbebenwellen III (dort mit a bezw. b be- 
zeichnet) gut verträgt. Den scheinbaren Austrittswinkel à longi- 
_tudinaler Wellen findet man nach I (128) 


à — 2irs. 
Es lassen sich jetzt die Ausdrücke p 4 %1d9,, das horizontale 


bezw. vertikale Bodenverrückungsverhältnis der Pri- zu den P- 
Wellen, berechnen. Es genügt jedoch, nur die Werte p aus- 
zurechnen, denn durch Division von (8a) durch (8b) ergibt sich 


FRE 


2 


Setzt man für (&) und () nach Erdbebenwellen I (127) ein 
4 


4 
a: 
u — u + 
F) =tei, (À) =tei, 
> Hi ti 4 fo 
ÉY 
so erhält man 1 
tgis 
E: 
9 = gs}, 
(9) P, =, ri 


Nach dieser Gleichung (9) läft sich ein beobachtetes q* durch p, 


ersetzen. Es geschieht dies approximativ, indem man für :, und 
i, die Werte wählt, die der vermutlich besten i(4)-Funktion ent- 
ï: 


sprechen. Die praktische Durchführung dieser Reduktion sowie eine 
rein geometrische Ableitung der Gleichung (9) finden sich in $ 6. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Heft 2. 11 
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Für die Ausrechnung von p, bei FE SPAoRRE i(A)- 
Funktion ist die Kenntnis der Werte _. und 7 nôtig. Es 
empfehlt sich daher, diese graphisch als Fanktion von À aufzu- 
tragen, und dann bei gegebenem 4 bezw. à den gewünschten Wert 
aus der Zeichnung zu interpolieren. In Tabelle 1 sind diese beiden 


GrôBen, auferdem + sowie die bei der Rechnung nach den oben 


angegebenen Gleichungen vorkommenden Werte von irs, 4 und m 
angegeben; zur leichteren Hestimmung von à aus à findet man 
schlieBlich noch i—i. Figur 4 gibt ein kleines Bild der Rechen- 
resultate. 


Tabelle 1. 


Berechnung von Werten n Ts ce. sowie (i—1) bei gegebenem 


i unter der Annahme Le =, 1,789. 


1,0000 | 0,0000 | 2,0000 


00 | 0° 0’ | 0° 07 | + 0 0’ 00 

5 | 247,,| 535 |-+ 035 |187,8 0,9894 | 0,1948 | 1,9926 
10 | 534411 9 |+1 9 | 46,55 |0,9579 | 0,3875 | 1,9680 
15 | 819 |1638 |+ 138 | 20,54 | 0,9071 | 0,5741 | 1,9220 
20 ii 1,122 21%, |+ 2 21] 11,403 | 0,8387 | 0,7544 | 1,8632 
25 |13 40 |27 20 |—+ 2 20 7,178 | 0,7554 | 0,9262 | 1,7918 
30 |16 13%, | 32 2714, | + 2 27:/,| 4,9024| 0,6612 | 1,0844 | 1,7050 
35 |18 42 |37 24 |-+ 2 24 3,5392 | 0,5594 | 1,2292 | 1,6076 
40 |21 31,142 7 [+2 7 2,6663 | 0,4545 | 1,3581 | 1,5022 
35 |23 17 |46 34 | 1 34 2,0831 | 0,3513 | 1,4677 | 1,3896 
50 |25 21 |50 42 |—+ 0 42 1,6850 || 0,2551 | 1,5560 | 1,2735 
55 |27 15 |54 30 |— 0 30 1,4109 | 0,1701 | 1,6205 | 1,1559 
60 |2857 |5754 |— 2 6 1,2320 | 0,1039 | 1,6557 | 1,0386 
65 |30 26 |60 52 4 8 1,1340 | 0,06279 | 1,6548 | 0,9231 
70 |31 41 |6322 |— 6 38 1,1194 | 0,05634 | 1,6069 | 0,8058 
75 |32 41 |6522 |— 9 38 1,2229 | 0,10300 | 1,4904 | 0,6834 
80 |33 24 |66 48 |—13 12 1,5801 || 0,2248 | 1,2595 | 0,5398 
85 |33 50:/,167 41 |—17 19 2,8734 || 0,4837/ | 0,8293 | 0,3405 


90 |33 59 |67 58 —22 2 oe) 1,0900 | 0,0000 | 0,0000 


Für den Herd selbst liefern die Formeln (8a) und (8b) 
sowohl für p, wie für g, den Wert $. Unter der Annahme, daf 
i(4) für kleines 4 geradlinig verläuft, wie es in Wirklichkeït'zu 
sein scheint, lassen sich diese Werte angeben. Für 4 = 0 ist 
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Figur 4. 
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A : | È 2 
(%) ri O (2) = 90, (2) = AE 
z = 0 7 0 7 ] 
(rs), = Æ 2) = 8359", 
2% 
Auferdem ist nach unsrer Annahme in der Nähe von 4 — 0 
ZT 4 


da in der Nähe von à — 90° bei gleichen Cosinusdifferenzen die 
Differenzen der Winkel selbst gleich sind und daher auch die 
Differenzen der 4. Es ist demnach 


p a Lu ré my +1 
25 —————— = LE 
V2 sin is) v2 mati 
47 Aus A —0 2 1 —=0 


Für à — 90° wird sowohl m, wie m , co, daher ergibt sich bei 


2 
Division von Zähler und Nenner durch m , 


2 
tgiy.cot'i,.tgirs, 
F, [m F A 
Po = (m2) = +: ; _ 5 = 
V2 | "3 V2 |tgirs,.coti,.tgi, 
Ê/4=0 0! AJ 


F, /tgis _ 1 ftgis.œsti, 
) v2 tgiy.cost i, 
4=0 2 Du Dr eme 
Bei Annahme eines geradlinigen Verlaufs der (4)-Funktion nahe 
à = 90° ist dort 
ig = 2i y — 90°, 
2 
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also 
sinéy.cos' à y COS? y ; 
LA) es dem er arrete pole 
: V2 Îsini,.costi, 2 sin 2ÿ 7 
2 Je 0 # A9 
cosy È 
REA EUR ER A RE AT NUS 
_ Ve |2snis.cosi, RAT Ne QU 
» : #7 = 
2 
tgi 
D Da se) Ds 
tgiy 
2/1 — 
Es ist also 
(10) 2, = 4, = OP. 


Im Herde selbst ist nach (10) theoretisch horizontal wie vertikal 
die Bodenverrückung bei der einmal reflektierten longitudinalen 
Welle 4 der Bodenverrückung bei der direkten Welle. 


$ 4 Referenz-Sinus- und Referenz-Laufzeitfunktion einer 
hypothetischen zweiteiligen Erde (— Annahme 1). 
(Von L. Geiger.) 


Zoeppritz hatte in seinem Fragment eine zweiteilige Erde 
behandelt, in deren Mantel die Geschwindigkeit longitudinaler 
Wellen V stetig wächst, und in deren Kern sie wieder stetig ab- 
nimmt. Für diese Erde hatte er die sint,(4)-Funktion, die 
Laufzeitfunktion und die Amplitudenfunktion berechnet, aber 
dabei leider ungenaue Formeln benützt. Inzwischen hat Wie- 
chert die Theorie der Referenzfunktion gegeben‘), wobei er 
zeigen konnte, daf die beobachtete Wiechert-Zoeppritzsche 
Laufzeitfanktion sehr nahe erhalten wird, wenn man eine zwei- 
teilige Erde annimmt, in deren Mantel die Strahlen Kreis- 
bôgen, in deren Kern dieselben Geraden sind; dabei findet in der 
Grenze keine Strahlenbrechung statt. Es hätte nun ohne weiteres 
diese Wiechertsche Referenzfunktion benützt werden kôünnen; 
um aber von fremden Rechnungen unabhängig zu bleiben und aus 


1) Erdbebenvwellen IV, 
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Gründen, die in $ 7 hervortreten werden, zog ich es vor, eine neue 
sin ,(4)- und Laufzeitfanktion zu berechnen, die ,Annahme 1“ 
genannt wurde. Diese Annabme 1 hat dann Gutenberg seiner 
Berechnung der Amplitudenfunktion zugrunde gelegt (vgl. 8 5). 


Krümmungscentrum 
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A 
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Figur 5. 


1) Für Strahlen, die nur im Mantel verlaufen, gilt 
nach Wiechert 


RE ar AS 
(11) sns* = VO-l.sins; 
darin ist 
Le 
sin =. = hyperbolischer Sinus — 1. 20 2e) 
T, = Laufzeit, 
a — Konstante, 
C, = 


n 
A4 = Herddistanz. 


Wir geben allen GrüBen, die sich auf die Erdoberfläche resp. 
die Kernoberfläche beziehen, den unteren Index 0 resp. 1, solchen, 
die sich auf den ganzen Mantel resp. den ganzen Kern beziehen, 
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den unteren Index M resp. X. Grôfen, die sich auf den Grenz- 
strahl beziehen, werden durch einen senkrechten Strich bezeichnet, 
2.B. ä,|. 

In Erdbebenwellen III war der Mantel in zwei Schichten unter- 
teilt, in deren äuBerer die Konstante C = 4,800 gesetzt war. Aus 
Gründen, die auch erst in $ 7 hervortreten werden, wurde dieser 
Wert jetzt für den ganzen Mantel beibehalten, also 


C, = 4,800 


gesetzt. 
Ferner gilt für den Einfallswinkel an der Erdoberfläche %, 


(12) cotgi, = C, ed É 
Die Konstante « hängt mit der Geschwindigkeit an der Erd- 
. oberfläche V, und dem Erdradius r, zusammen durch 


13 —= SALLE 

(9) D er in 

Setzt man r, — 6367 km, V, — 7,174km/Sek., so wird 
ax — 189,04. 


Gleichung (11) liefert also die Laufzeit T, als Funktion der 
Herddistanz 4. Die Rechnung wurde mittelst Rechenmaschine, 
der fünfstelligen trigonometrischen Tafeln für Maschinenrechnen 
von F. G. Gauf und der Tafeln der Hyperbelfunktionen von 
G. Becker und C. E. Van Orstrand') von 2!}: zu 2!}: Grad 
Herddistanz ausgeführt. Die Herddistanz des Grenzstrahls, d. h. 
desjenigen Strahles, der den Kern streift, wurde zu 4 = 48° 
angenommen. Die Resultate siehe in Tabelle 2. 

Gleichung (12) liefert zunächst cotg', als Funktion von 4. 
Die Gaufschen Tafeln liefern dann sin, Die Resultate siehe 
ebenfalls in Tabelle 2. 

2) Für Strahlen, die den Kern passieren, gilt nach 
Wiechert 


(14) T=T,+T. 
Darin ist cute CE 
C,+VCi-1.cosi 
C,+ VC I.cosi, 
C,+ - VCx = 1 — 1.cosi, 
+VOr=T —1.cosi, 


T, = 2a.log nat 


— 2.189,04.2,30259. lo ca 


1) ,Hyperbolic functions“. Smithsonian mathematical tables. Washington 1909. 
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oder 
usé 7, = 870,56.10g Ca + Vs T-c08 à, 
0 C,+VCr—1.cos i, 


Nun ist aber 
(16) VC I = sini,|.VCi—1. 
Nach Tabelle 2 ist 
sint,| — 0,42382 und :,| — 25°0b', 
sodaf 


VCi—1 = 1,98970 
und 
C, = 2,22686 
ist. Gleichung (5) lautet dann 
4,800 + 4,69 465. cos 1, 
2,22 686 + 1,98 970. cos 1, ‘ 


Nun enthält Gleichung (17) noch cost, wobei à, den Einfalls- 
winkel der Strahlen an der Kernoberfläche bedeutet. Es ist aber 


(17) T, — 870,56.log 


. 


(18) sini, — — 2,85949.sini,, 


sin i, | 
sodaB cosi, mit Hilfe der GaufBschen Tafeln gefunden werden 


kann. Gleichzeitig notiert man auch die Werte cotgi, und ,, 
die später Verwendung finden. 


Ferner ist 
(29}er T, = 2a.VCi—1.sini,|.cos i, 
— 2.189,04.4,69465.0,42382.cos1,, 
oder 
(20) T, —= 762,26.cos i.. 


Die Gleichungen (18), (17), (20), (14) liefern also für Kernstrahlen 
die Laufzeit T als Funktion von sini,, jedoch nicht als 
Funktion der Herddistanz 4; die zugehôrigen 4-Werte 
sind folgendermafen zu berechnen: 

Wir definieren die Winkel 9, und #, durch Figur 5; dann ist 


(21) es 
Nuon ist 
(22) tg Ÿd, —= a cotg Lo 


9,— 9, + (90° — à). 
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und 

(23) tg 9, — D cotg d,; 

cotg ?, und à, waren bereits im AnschluB an Gleichung (18) ge- 
fanden worden, soda nur noch #, und #, in den GauBschen 
Tafeln aufzuschlagen sind. 

Für die Rechnungen wurden solche Werte von à gewählt, : 
da die zugehôrigen Z-Werte ungefähr in Intervallen von 5 Grad 
liegen. Die Resultate siehe Tabelle 2. 

Schlieflich ist noch der Kernradius r, und die Kerngeschwindig- 
keit V, — V, zu berechnen: 

Für Mantelstrahlen gilt allgemein 


3 A 
@0—)+5+ 
D] 
? 
oi) < 


2 


Cos 
(24) 


cos 


also speziell für den Grenzstrahl 


G0°—i,) +2 
COS ——— 


r, 2 
GR) m0 106 IUT HT (OLAR 
(0 — i,) - Ÿ 
LE RE PE OT 
pa (90 Reine 
Fa (90° — 25° 57) — 24° ? 
(EE 
2 
oder 
r, _ 071376 
r, = 0,93603 ? 
und 
r, = 0,76181.6367 
oder 
, —= 4350 km. 
Ferner gilt für die Scheitelgeschwindigkeit V aller Strahlen 
F4 
9 AE ne 


also speziell für den Grenzstrahl 
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ae PSS LÉ 
(27) Rens 

dl 7,174 

ROUES 
oder 


V, = V, — 12,90 km/Sek. 


Tabelle 2 gibt die gewählte Referenzfunktion wieder; dabei sind 
einige Werte eingeschaltet, die später nützlich sein werden. 


Tabelle 2. 
Referenzfunktion — Annahme 1. 
Aus den Annahmen 
Cy = 4,800; 4| = 48°; r, — 6367 km, V, — 7,174km/Sek. 
folgt 
C, = 2,22686; «œ — 189,04; r, — 4850 km, 
V, = V, — 12,90 km/Sek. 


d à) 
Sek. 


0,42262 562,31 
0,41998 588,75 
0,41469 622,36 
0,40806 653,10 
0,40141 678,28 


0,88514 | 62 16 0,39341 704,20 
0,84536 0,38268 734,18 
0,80432 0,37191 760,66 
0,76330 0,35837 789,78 
0,72327 0,34475 815,95 


0,68481 0,32832 844,12 
0,64824 0,31178 869,47 
0,61381 0,29515 892,39 
0,58149 
0,55167 


Mantelstrahlen 


0,27843 913,24 
0,25882 935,23 
0,52307 0,23910 955,02 
0,49676 . 0,21928 972,66 
0,49415 6 0,19937 988,52 
0,47223 
0,44931 , 0,17937 1002,55 
0,42382 | 25 ‘ 1015,74 

1027,05 
1037,15 
1045,31 


Kernstrahlen 


1051,54 
1055,69 | 
1058,24 
1059,15 


über Erdbebenwellen. 163 


Die strich-punktierte Kurve in Figur 6 zeigt einen Teil von 
sini, als Funktion von 4, der für weitere Untersuchungen in $ 7 


-------- - Wiechert-Zoeppritz 1906 
_. 2. - Annahme 1 = Referenzfunction 


——————— . 3 - Geiger -Gutenberg 1911 
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gebraucht werden wird, wäbrend die gestrichelte Kurve die sin i, (4)- 
Funktion von Wiechert-Zoeppritz 1906 zeigt. 

Man sieht, da beide Kurven bis 4 — 20° koinzidieren und 
auch von da an nur wenig aus einander laufen. Im übrigen sei 
auf $ 7 verwiesen. 


$ 5. Berechnung und Diskussion der »(4)-Funktion 
unter Annahme 1. 
(Von B. Gutenberg.) 

Aut Grund der im vorigen Paragraphen aufgestellten (4)- 
Funktion kann jetzt nach (8a) die p(4)-Funktion unter An- 
nahme 1 berechnet werden. Es war », das Bodenverrückungs- 
verhältnis von Pr zu P, gegeben durch 


7 


din +07. cos? y 

Le) Pa AYEZ (JA ne 

Die Werte ) : Fe und ) werden den Kurven, die 
À; J À; 1 À; 1 ? 


F3 
für diese GrôBen früher (nach Tabelle 1) in genügend grofem 
Mabstabe gezeichnet wurden, entnommen, während die ô, und 
d 7, wie schon erwähnt, durch (2) und (5) bestimmt sind: 
&: 
cosi —Cosiy = Cosi7—Cosiy, — 


. ; S : 1 
— COS? 7 — COS? 7 — cos? 7 — COS? 7 —= N° 


18 2 2 CF 
Einige Schwierigkeit bereitet zunächst die Wahl der Konstanten N, 
die für die Zonenbreite maBgebend ist, besonders an steilen Stellen 
der :(2)-Funktion. Dort schwankt 9 ,, das im Wesentlichen von 
der Neigung der i(4)-Funktion abhängt (Fig. 7), schon bei geringer 
Aenderung des Neigungswinkels auferordentlich. Dasselbe gilt von 
sehr flachen Stellen der i(4)-Funktion, so daf die Methode in 
beiden Fällen sehr empfndlich ist. Iu Tabelle 3 wurden die à 
unter Benutzung von verschiedenem N bestimmt; die Tabelle 
zeigt, daB auch bei sehr hohen Werten von 4 die Differenzen bei 
geeigneter Wahl von N kaum die Ablesefehler übersteigen, die 
am Ende des vorliegenden Paragraphen diskutiert sind. Nur in. 
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dem Falle in Tabelle 3, in welchem Ô ; den Wert 82° besitzt, 


2 
ist eine grôere Differenz zwischen den berechneten Werten p 
vorhanden; sie beträgt aber auch dann nur 10 ‘. 


Tabelle 3. 
Differenzen von p an steilen Stellen der sini(4)-Funk- 
tion bei verschiedener Wahl von N (für Annahme 1). 


480 o'| 1209 2’ 


0,005 0,005 | 0,005 
380 | 2503 


A 5306 110° 0’ 


570! | 96° (URE 


1:2N 


0,005 


0,73 00,80 09,84 690 


4,64 | 50,05 


4008 | 2404 


482 | 3,68 0,40 | 0,56 


0,001 | 0,003 | 0,0005 | 0,001 | 0,001 
02,162 | 02,506 | 80,3 70,9 59,1 
50,0 80,3 0°,427 | 02,945 | 1902 | 
8,72 2,98 0,24 0,40 0,56 


Die Bestimmung von Ô bei gegebenem 5, —_ geschah so, da 
zunächst ein Blatt an einer Seite i-Teilung, an einer darauf senk- 
rechten 4-Teilung erhielt. Dies Blatt wurde so auf die 5(4)- 
Kurve gelegt, daf seine i-Teilung parallel zur i- Achse, seine 4- 
Teïlung also parallel zur 4-Achse der i(4)-Kurve lag, und daf 
i,—4_ auf der 5-Teilung des Blattes mit dem Werte :, auf der 
i(2)-Kurve koinzidierte. Der Wert der 4-Teilung, der anf dem 
Blatte dann an ihrem Schnitte mit der &-Kurve abgelesen wurde, 
war 0. An sehr flachen Stellen der 5(4)-Funktion wurde Ô aus 
der Tangentenrichtung berechnet. Diese Werte sind in Tabelle 4 
eingeklammert, bei dem zugehôrigen , steht dann ein Strich. War 
i,—_ sehr klein, so wurde Ô aus einem abgelesenen Vielfachen 
berechnet. In Tabelle 4 sind die GrôBen, die bei der Rechnung 
vorkommen, für Annahme 1 angegeben. Die Schlufrechnung nach 
(8a) bezw. (8b) geschah teils logarithmisch, teils mit dem Rechen- 
schieber. Ein Ÿ hinter einem 4-Werte bedeutet, daf es sich bei 
den zu diesem 4 gehôrigen Werten um einen Limes von unten, 
ein ÿ daB es sich um einen Limes von oben handelt. 

Dreierlei fällt an den so erhaltenen p(4)- und g(4)-Funktionen 
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Tabelle 4. 
Berechnung von » unter der Annahme e 


* 


19,20 |36°26 
1,22 [81 27 
1,23 |76 29 
1,25 |71 31 


1,28 |l68 49 
1,30 |66 34 
1,33 |63 41 
1,85 |61 38 
1,42 


es] 
D © © @ © 
PÉÈNS 


1,45 
1,48 
1,53 
1,60 
1,72 


Bhoor DEA RENE 
FÈY Shen DER 


Di 
CR 


# © Us Go O9 Q9 2 9 ED C9 D 9 RO 12 1° D 19 
A Où or à We à O9 O9 CO C9 C0 CD C9 CO % © D 12 


ÈS 


16,24 | (8,2) | 0,928 
16,28 |(5,0) | 0,926 
49,2 |(8,3) | 0,917 
24 (9,25) | 0,910 
(6,95) || 0,888 


Foos 

BISEÈR 
RSPEax RVA8S 

im O © © 


© 


(6,25)| 0,871 | 1,130 
5,55 | 0,829 | 1,030 
49 | 0,797| 0,980 
43 | 0,754| 0,932 
4,3 | 0,762| 0,928 


œ 
mSo©oo© 
Q D 
RER 
M be bi be be 


0,427| 0,752 | 0,928 
0,945| 0,629 | 0,923 
1,02 | 0,574| 0,914 
5,53 || 0,491 | 0,904 
6,6 | 0,388 | 0,888 


8,8 | 0,302 | 0,871 
8,35 | 0,195 | 0,847 
8,18 | 0,105 | 0,826 
1,98 | 0,061 | 0,808 


| mob WNWOOCO© 


auf (ein Teil von p(24) ist unter Annahme 1 in Figur 15 gezeichnet): 
Zunächst ist g stets kleiner als p, d.h. in der Vertikal- 
komponente ist der einmal reflektierte 1. Vorläufer im Verhältnis 
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zur direkten Welle schwächer als in der horizontalen. Dies muf 
stets der Fall sein, wenn À bei zunehmendem Z monoton abnimmt, 


d. h. falls 
<=, wenn 4,24, 


Nach Figur 4 ist 

4 <i, wenn i <i 
und umgekebrt; es ist also auch 

i<i, wenn 4,>4,; 
demnach ist , <iy. 


2 
Da à, < 90° ist, so gilt schlieBlich 
2 _ 
tgis<Etgis, si <1. 
% tg i 4 
2 


Setzt man dies in (9) ein, so erhält man folgende Beziehung 
zwischen dem vertikalen (4) und horizontalen Bodenverrückungs- 
verhältnis (p») von Pr zu P: 
tgi 
(28) Pnirorant LE 21 
is 
FA 


wobei das Gleichheitszeichen für à — 90°, also den Herd gilt. 
Auffallend ist ferner das starke Minimum der p(4)- 
Funktion bei 4 = 18. (In Figur 16 für Annahme 8, die bis 
A — 403 gleich Annahme 1 ist.) Es muf stets auftreten, solange 
die Annahme über die ?(2)-Funktionin der Nähe von Z = 9° nicht 
ganz wesentlich geändert wird, denn es rührt von Pr und zwar 
von dem geringen Werte des Verhältnisses der reflektierten zur 
einfallenden Amplitude bei dem Einfallswinkel von & — 68° her, 
bei dem nur 5,4°/o der einfallenden Amplitude reflektiert werden. 
Dieses Minimum der p(4)-Funktion bei 7 — 18° kann 
demnach nichts über das Erdinnere aussagen. Es müssen : 
bei Herddistanzen unter 4 — 35° die einmal reflektierten Wellen 
Bodenverrückungen liefern, die horizontal zwischen 4 und + der- 
jenigen der direkten Wellen betragen, vertikal noch weniger. 
Das dritte Charakteristische an unsrer p(4)-Funktion ist der 
Sprung nach oben bei 4 = 48° und der Abfall in der 
doppelten Entfernung. Beide werden durch den einen 
Knick veranlaft, den die i(2)-Funktion an der Stelle aufweist, 
an welcher die Strahlen auftreffen müften, die den Kern gestreift 
haben. Während bei Entfernungen unter 4 = 48° die i(2)-Funk- 
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tion ohne gro$e Neigungsänderungen verläuft, also auch à ,, das 
im Wesentlichen von der Tangentenrichtung der i(2)-Funktion 
abhängt, sich nicht stark ändert, dreht sie bei 7 — 48° plôtzlich 
unstetig in eine Richtung, die der Z-Achse fast parallel ist. (Die 
sini(7)-Funktion, die qualitativ wie die (4)-Funktion verläuft, 
ist für Annabme 1 in Figur 6 wiedergeben.) Da der Uebergang 
in der Richtung der &(2)-Funktion als unstetig angenommen wurde, 
springt à, nach oben. p muB einen Sprung in gleicher Richtung 
ausführen, da sich an der Knickstelle aufer 0, nichts ändert. 
Analoges gilt in der doppelten Entfernung (4 = 96°) für à # also 
muB p dort nach unten springen. 

Wird umgekehrt bei einer Herdentfernung Z = 30° ein es 
Ansteigen der p(2)-Funktion bezw. ein Sprung nach oben beob- 
achtet, und besteht in der halben Entfernung keine Singularität 
dieser Art, so bedeutet dies je nach der Steilheit des Anstiegs 
ein mehr oder minder schnelles bezw. ein unstetiges Flacherwerden 
der i(2)-Funktion. Das Verhältnis der beiden Werte von p an 
der Sprungstelle wird gegeben durch 
(£ mn) = DT 

ma Va 
Das Zeichen À bedeutet wie in $ 4 den Limes von kleineren 


4-Werten her, | von grôBeren pr: her. Der einfacheren 
Schreibweise wegen ist für p PTE TE «y, etc. gesetzt P|, bezw. 


d nr # etc. 


I AU PER PO EX 


| 
Ÿ 
# 
| 
% 
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Nach Figur 7 ist angenähert 
Ô = (i,—i)cota, 
es gilt also mit genügender Annäherung 


; pt # cot el f 
een (FX L wi V/ cot a he 
In der doppelten Entfernung 24 ergibt sich für den Abfall der 
reziproke Wert. Dort ist 


= V2 


da sich nur der 0-Wert für die halbe Entfernung, der im Nenner 
steht, ändert. Es ist demnach 


_@r) ne = al (. 


Trägt man die a A wie dies geschehen ist, in logarith- 
mischem Mafstabe auf, so müssen Abfall und Anstieg gleich hoch 
sein, was in Figur 15 in der Tat der Fallist. Die Gleichung (29 a) 
zeigt ferner, daB bei festem C4) der Anstieg in der p(4)-Funktion 


mit Vcotal wächst. Ist umgekehrt FS beobachtet, wie wir ja 


angenommen haben, so ist bei festem «\ der cot «| um so grôBer, also 
auch das Flacherwerden der i(2)-Funktion um so stärker, je grôBer 


p} 


PS ist. Infolge des flacheren Verlaufes der :(2)-Funktion wird 


die Laufzeit, das Integral der sin i(7)-Funktion, die sich ja quali- 
tativ wie die i(2)-Funktion verhält, grôfer als sie es bei glatt 
fortgesetzter Funktion wäre, d.h. die Geschwindigkeitszunahme 
der Erdbebenwellen wird in der Tiefe, die dem Knick entspricht, 
geringer (bezw. die Geschwindigkeitsabnahme grôfer). Wenn sich 
andererseits in einer Entfernung 4 ein Abfall der ausgeglichenen 
p*(2)-Funktion zeigt, so deutet dies analog auf wachsende 
Geschwindigkeitszunahme (bezw. verminderte Geschwindigkeits- 
abnahme) der Wellen in der in Betracht kommenden Tiefe hin. 
Das Hauptresultat dieser Betrachtungen läft sich kurz in folgendem 
Gesetze formulieren : 

Jeder Unstetigkeitsfläche im Erdinnern ent- 
spricht in der Grenzstrahlendistanz ein erster Sprung 
der Amplitudenfunktion und in der doppelten Grenz- 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1919. Heft 2. 12 
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strahlendistanz ein zweiter Sprung in umgekehrtem 
Sinne als der erste. Dabei erfolgt der erste Sprung 
nach grôüBeren oder kleineren Werten, je nachdem 
| Où 
las 
Richtungsänderung der i(2)-Funktion stetig erfolgt, 
bleibt die Amplitudenfunktion zusammenhängend. 

Es ist jedoch nicht nur die Môglichkeit geboten, qualitativ 
den Verlauf der i(2)-Funktion an ihren charakteristischen Stellen 
anzugeben, sondern es läBt sich auch durch das Studium der be- 
obachteten und berechneten »(7)-Funktion ziemlich scharf die 
Neigung der sini(2)-Funktion bestimmen. Durch die Lauf- 
zeitfanktion ist die sin (4)-Funktion in erster Annäherung gegeben. 
Nimmt man ferner an, die sini(2)-Funktion, also auch die 5(2)- 
Funktion, sei von 0 bis Z, genau auch der Richtung nach bekannt, 
so sind für die Berechnung von p zwischen Z, und 24, auf Grund 


plôtzlich ab- oder zunimmt. Nur wenn diese 


der angenäherten sin i(2)-Funktion nur En cos i, und Ô , un- 
sicher. Nun ist aber die sini(7)-Funktion schon in ihrer ersten 
Annäherung durch Differenzieren der beobachteten Laufzeitfunktion 
der Hôühe nach ziemlich richtig; dagegen kônnen noch wesentliche 
Fehler in der Richtung der sin i(4)-Funktion vorkommen. Da sich 
die i(2)-Funktion, die wir zunächst benutzen wollen, wie die 
sin ?(2)-Funktion verhält, was Genauigkeit der Hôhe im Verhält- 
nis zur Genauigkeit der Neigung angeht, so kônnen wir annehmen, 


TU 
daf der Fehler in Er klein ist gegen den Fehler in d,, da 


ersteres nur von à, letzteres der Hauptsache nach von der Neigung 
« der i(2)-Kurve gegen die Z-Achse im Punkte 7 abhängt (Figur 7). 
Wir sehen deshalb zunächst (5 als richtig an und approxi- 
i/4 
mieren durch Variieren von Ô , allein die theoretische p(2)-Funk- 
tion der beobachteten ?*(7)-Funktion. Bezeichnen wir im folgenden 
die n'° Annäherung einer GrôBe G mit [G},, die beobachteten 
Werte von p mit p*, den Neigungswinkel der :(2)-Funktion gegen 


die Z-Achse mit «, so ist nach (8a) 


ch. cos [A 
/ WE \/=* Deal L 


Î 


TEE. 


Ce nee ne 
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Nach unsren Annahmen sind die GrôBen, die ne ZT gebildet sind, 


richtig, wenn 0=<4=<=24,; wir wollten RE Ru den Fehler in 
(4) und cosi, vernachlässigen. Demnach ist in (x +1)t* An- 

i/4 ÿ 
näherung 


(EL), = Ph. | 


Nach Figur 7 ist angenähert 
Ô = (i,—5_) cot «. 


(i,— _) ist für p* und [p}, nahezu gleich, daher ist 


HD), -Ve) 


(802) te (= (Le) te (a). 
Ist à = f,(4) die n* Annäherung der i(2)-Funktion, so ist 
te [alu = fnn(d), te [a], GT fn(4). 


Sei ferner 8 der Neigangswinkel der sini(7)-Funktion gegen die 
4-Achse, so ist 


tg [Blu EF sin Let (2) — COS Éoxs (4) fus (2) — COS [iles tg CA 
+8 [(Blu4) 2 cos ( ([ nes) 7 tg (Llus:) 9 
te [8 = . 54 2 /a(d) = cosf,(2).f,(4) = cos [i], tg [«], 


tg (LB) = cos ([i],), : tg Cas) 7. 
Vernachlässigt man die Differenz zwischen cos ([i},), und cos [i],,,) 


so ergibt sich 


(ne CERN GES) 


I 


tele}, 


Multipliziert man (30a) mit der letzten Gleichung, so erhält man 
für die Neigungswinkel der sini(7)-Funktion gegen die 4 Achse 
eine Formel analog (80a). Es ist 


(80b) tel), = (Be) te (0 


Diese Gleichung (30b) wird in $ 7 in etwas veränderter Form bei 
12* 
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der Aufsteilung einer neuen sin :(2)-Funktion mit verwandt werden. 
In ibr ist also ([p},), unter Annahme n berechnet, p°,; beobachtet, 
([B1)4 der Neigungswinkel der sin i(7)-Funktion an der Stelle Z 
gegen die Z-Achse in n‘* Annäherung, ([8]..,)4 der entsprechende 
Neigungswinkel an der Stelle Z der verbesserten sin (7)-Funktion, 
also der n+1*" Annäherung. 

Zum Schlusse dieses Paragraphen môgen noch einige Hot e 
tungen über die Fehler der Rechnungen folgen. Bei der 
benutzten :(2)-Funktion betrug der Ablesefehler hôchstens 5’ in :. 
In dem für die Beobachtung hauptsächlich in Betracht kommenden 
Gebiete schwankt 7 zwischen 40° und 95°, :, zwischen 30° und 19°, 


i, zwischen 60° und 29°. Aus den Kurven für — bezw. 7 


PI + + 


kann + auf 0,001, -É* 


i i 


0,0002 geschätzt werden. Der Fehler in à 


auf 0,000, bei den geringen Werten auf 


wird daher 0,008, 


der in na 0,001 kaum übersteigen. In dem für uns hauptsäch- 
Li 


lich in Betracht kommenden Gebiete schwankt (5 


) zwischen 
A 


0,8 und 1,1; wir wollen daher den Fehler in ( zu 3°/0o an- 
A 


nehmen. en schwankt zwischen 1,05 und 1,55, sein Fehler sei 
s/4 


2 


21/20/00. (4) bewegt sich zwischen 0,25 und 0,65, sein Fehler 
i/4 


2 
sei ebenfalls 2'/2°/00. Wir greifen also sehr hoch, wenn wir den 
Fehler des Produktes 


sa uu() 
cosis \A;/7 2 (a), 


2 2 2 


zu 1°/o annehmen. Am wenigsten genau lassen sich die Ô bestimmen. 
Wie wir sahen, sind diese proportional dem Cotangens des Neigungs- 
winkels der :(7)-Funktion gegen die Z-Achse. Nehmen wir nun 
an, dieser Winkel sei einerseits infolge der ungenauen Zeichnung 
der i(2)-Funktion aus diskreten Punkten, besonders bei den em- 


pirisch gewählten Annahmen 2 und 3, andererseits infolge der. 


ungenauen Bestimmung der Tangentenrichtung bezw. bei der Ab- 
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lesung mit einem Blatte infolge schiefer Lage desselben oder 
wechselnder Krümmung der Kurve auf 2° falsch, so ist 


bei einem Neigungswinkel & (Fig. 7) von 809 609 40° 209 109 50 


der Cotangens des Winkels 0,176:0,57721:19%975::6,74%%,114 
der Fehler im Cotangens wirklich 0,036 0,047 0,084 0,30 :-1,2 4,6 
» » ” ») in %/0 20 8 7 11 21 40/0 


in Vo in ©}, 104 4h. HU de 103 1200. 


» 


Unter Zugrundelegung dieser Werte gibt Tabelle 5 den Fehler 
von p bei verschiedenen Neisungswinkeln «, und «, der i(4)- 


2 
Funktion gegen die Z-Achse unter den ungünstigsten Annahmen. 


Tabelle 5. 


-Hôchstfehler von p in ‘Jo bei verschiedener Neigung 
der i(2)-Funktion für 40° = 7 < 95°. 


10° 


bé 5° 31 25 241/; 261/; 31!}: 41 


Die vorwiegend vorkommenden Werte sind umrahmt. 


Die Tabelle zeigt, daf bei der Berechnung von p selbst bei den 
günstigsten Neigungen Fehler von 10°; durchaus môglich, solche 
von 5°/o, die einem Fehler des Neigungswinkels von 1° entsprechen, 
sicher zu erwarten sind. Aber selbst Fehler von 30°/o kônnen bei 
ungünstigen Neigungswinkeln in der Rechnung durchaus vorkommen, 
doch zeigen dann sofort beim Eintragen in die p(4)-Kurve grôBere 
oder kleinere Unregelmäfigkeiten, die vôllig unbegründet sind, 
da eine Nachprüfung der Tangentenrichtungen der i(2)-Funktion 
an den Stellen, die den holperigen Stellen der p(2)-Funktion ent- 
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sprechen, nôtig ist. Bei Neigungen der i(7)-Funktion gegen die 
4-Achse unter b° ist die &(7)-Kurve meist so wenig gekrümmt, 
daf die Tangente ziemlich genau zu bestimmen ist. Es wachsen 
also dann die Fehler nicht weiter. Die schlieBlich vorliegende 
berechnete »(Z)-Funktion dürfte im allgemeinen um hôchstens 5 °/o, 
an den ungünstigsten Stellen, vor allem den Spitzen, um hôchstens 
10°/ falsch sein. Derartige Fehler haften aber auch sicher den 
Beobachtungen an. Wenn sich an einer Stelle Differenzen zwischen 
der berechneten und der beobachteten Amplitudenfunktion zeigen, 
so läBt sich demnach ziemlich sicher entscheiden, inwieweit diesen 
Differenzen Realität zuzuschreiben ist. Die Genauigkeit der be- 
rechneten p(2)-Funktion genügt vôllig den Bedingungen, die man 
an sie stellen muB, wenn man noch bedenkt, daf gerade da, wo 
die grôBten Fehler vorkommen, an sebr flachen oder steilen Stellen 
der i(2)-Funktion, die Zoeppritzsche Methode sehr empfndlich 
ist, da dort kleine Aenderungen in der Neigung der i(7)-Funktion 
sehr groBe Aenderungen der p(2)-Funktion zur Folge haben. Es 
läft sich also überall die Neigung der wahren sin :(7)-Funktion 
mit genügender Annäherung angeben, und das Ziel der ganzen 
Zoeppritzschen Methode, eine môglichst gute sin i(2)-Funktion 
und mit dieser eine môglichst genaue Kenntnis der Konstitution 
der Erde, hinreichend genau erreichen. 


$ 6. Beobachtete Amplitudenfunktion und Diskussion. 
(Von L. Geiger.) 


Beobachtungsmaterial. Ich habe an Hand des ganzen 
Gôttinger Erdbebenmaterials von 1904 bis Juni 1911 sorgfältige 
Messungen über das Bodenverrückungsverhältnis der 1mal reflek- 
tierten zu den direkten Longitudinalwellen ausgeführt. Die Hori-' 
zontalkomponenten wurden an den Diagrammen des Wiechert- 
schen astatischen 1200 kg-Pendels, die Vertikalkomponente an 
denjenigen des Wiechertschen 1300 kg-Vertikalpendels gemessen. 
Vor September 1905 war das Vertikalinstrument noch nicht in 
Betrieb. Die in Tabelle (6) ausführlich mitgeteilten Messungen 
wurden folgendermafen ausgeführt: | 

Herddistanz. ÂZuerst wurde die Herddistanz môüglichst 
scharf bestimmt. Dazu wurden die folgenden 3 Methoden heran- 
gezogen: 1) Die Zeitdifferenz zwischen den 1. und 2. Vorläufern 
unter Verwendung der Wiechert-Zoeppritzschen Laufzeit- 
funktion. 2) Für die Jahre 1904 bis 1906 liegen die Erdbeben- 
kataloge des Zentralbüros der internationalen seismologischen 


über Erdbebenwellen. 17b 


Assoziation fertig vor, sodaB viele Bebenherde und ihre Distanzen 
von Gôttingen darin direkt gefunden werden konnten. 8) Oft 
setzen die Vorläufer unscharf ein, dagegen sind mehrere Reflexionen 
gut ausgeprägt; dann habe ich ein von mir seit Jahren mit Erfolg 
benütztes Verfahren angewandt: die Wiechert-Zoeppritzschen 
Laufzeitkurven der direkten und reflektierten Vorläufer werden 
im Zeïtmafistabe der Seismogramme auf Pauspapier gezeichnet ; 
man schiebt dieses Papier so lange auf dem Seismogramm hin und 
her, bis alle Phasen des Bebens müglichst gut mit den Laufzeit- 
kurven zusammenfallen. Dann wird die ;zugehôrige Herddistanz 
abgelesen. Dieses Ausgleichungsverfahren geht äuferst rasch and 
bequem. Es wurden nur solche Beben weiter bearbeitet, deren 
Herddistanz auf + 100 km sichergestellt schien. Den Tabellen von 
V.Conrad') wurde die Zeitdifferenz zwischen den direkten (P) 
und 1 mal reflektierten (Pr) ersten Vorläufern für das gefundene 
. À entnommen. 


Amplitudenverhältnis. Mit einem auf Glas geteilten 
Millimeternetz und Lupe wurde in allen 3 Komponenten die Am- 
plitude von P und von PR im Diagramm gemessen, und zwar 
wurde jeweilen das Maximum der betreffenden Phase gemessen. 
Ein ? bedeutet, daB die Messung unmôglich war, entweder weil 
kein Diagramm existiert, oder weil das Diagramm beschädigt ist, 
oder weil die Phase von irgend welchen Stôrungen, vor allem 
mikroseismischer Bodenunruhe, überlagert ist. Ein — bedeutet, 
daB die Phase nicht merklich hervortritt. 

Um aus einer gemessenen Seismogrammamplitude die zuge- 
hôrige Bodenverrückungsamplitude zu erhalten, ist eine doppelte 
Integration nôtig”). Unter der Annahme von Sinusschwingungen 
erfolgt diese Integration nach der bekannten Wiechertschen 
Gleichung, indem die Beschleunigungsamplitude mit 


k. VOD UT 


multipliziert wird; darin bedeuten % und ! Konstanten, und II ist. 


das Quadrat des Verhältnisses der Beschleunigungsperiode zur 
Instrumentalperiode. Diese Formel ist auch dann noch hinreichend 
genau, wenn das Beschleunigungsdiagramm stark gegen Sinus- 
schwingungen abweicht. In der vorliegenden Arbeit kam es aber 


1) V.Conrad, Mitt. d. Wiener Erdbebenkomm. XXXIX. 1910. 
2) Vergl. H. Arnold, Gôttinger Diss. 1909 und Beitr. z. Geophysik X, 
S. 269, 1910. 
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nicht darauf an, den Absolutwert der wahren Bodenverrückungs- 
amplitude von P und Pr: zu ermitteln, sondern es war nur das 
Amplitudenverhältnis der Bodenverrückung von P zu derjenigen 
von Pr gesucht. Nun ist aber prinzipiell zu erwarten, und meine 
Beobachtungen bestätigen dies auch durchweg, daf P und Pr die 
gleiche Periode besitzen. Darum ist II für beide Wellen gleich, 
also auch der ganze Faktor k.\(1—11) +111. Es war darum 
überhaupt unnôtig, die Amplitude der Bodenverrückung zu be- 
rechnen, sondern man konnte direkt das Amplitudenverhältnis der 
Beschleunigungen an Stelle desjenigen der Bodenverrückungen setzen. 

Dieses Verhältnis wurde für die 3 Komponenten getrennt ge- 
bildet. Theoretisch ist zu erwarten, daB dieses Verhältnis bei den 
beiden Horizontalkomponenten gleich ist, während es bei der Ver- 
tikalkomponente einen durchaus anderen Wert erhalten wird. Diese 
erstere Behauptung ist an Hand der Figur 8 leicht einzusehen: 


N 
I 
I 
| 
I 


(P) (P}u 


(Pr), 


(Pr), (P), 
Figur 8. 


Darin bezeichnet N die Nord-, E die Ostrichtung. Weil P und 
Pr Longitudinalwellen sind, liegen sie beide in der Vertikalebene 
durch Herd, Station und Erdmittelpunkt, passieren also die Station 
im gleichen Azimut. Die Horizontalprojektion der Bodenver- 
rückungen P und PR seien durch die Vektoren (P), und (Pn), 
dargestellt. Beobachtet werden aber die Projektionen dieser beiden 
Vektoren auf die Richtungen N und Æ, also die Vektoren (P),, 
(Pr), und (P),, (Pr), Es verhält sich aber 
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(Pris (Pris 


(Py (Pa 
Fe _ ES 4 also 
(81) EF } = 5 ); q.e. d. 


Der Zusammenhang zwischen dem vertikalen Bodenverrückungs- 


verhältnis ( und dem horizontalen Verhältnis (5 ist 


ebenfalls leicht abzuleiten: Die Zeichenebene der Figur 9 ist die 
vertikale Ebene durch Herd, Station und Erdmittelpunkt, die 
Bodenverrückungen P und Pr: liegen also in dieser Ebene. 


Figur 9. 
0---0 sei die Erdoberfläche. Der Vektor P resp. Pr reprä- 
sentiere die Bodenverrückung, die gegen die Vertikale unter dem 
scheinbaren Einfallswinkel :, resp. à, geneigt ist. Die Horizontal-' 


2 
projektion von P resp. Pr: ist dann (P), resp. (Pm),, die Vertikal- 
projektion (P), resp. (Pr), Dann ist 
TE te 
und 


(Pn), = tg Go) si 


9 
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dividiert man die erste Gleichung durch die zweite, so folgt 
te (&) , 
( Pr ) HE ( Pr ) 2 
P /x P tg (G&), 


oder in der in $ 3 benützten Bezeichnung 


t&(à), 
TZ 


FF AM AQU À 


(9) 


Um für die weitere Untersuchung den wahrscheinlichsten Wert 


für das Verhältnis (5) der Horizontal-Komponenten zu bekom- 


men, wurde nach (31) ein Mittel aus (5 und (5) genommen 
und den beiden zu mittelnden Werten je nach der GrôBe der ge- 


messenen Amplituden mebr oder weniger Gewicht beigelegt. 


Jedes so erhaltene Koordinatenpaar (#2) » À resp. (5 », 4 


erhielt schlieflich das Gewicht 1, 2, 3 oder 4, wobei 1 das ge- 
ringste Gewicht bedeutet. Die Erteilung dieser Gewicht erfolgte 
nach Mafgabe des Gesamturteils über die Güte der Bestimmung 
der beiden Koordinaten. Tabelle 6 enthält sämtliche Beobachtungen, 
die in den Figuren 10 und 11 in.logarithmischem Mafstabe darge- 
stellt und durch je eine Kurve p* resp. 9* ausgeglichen sind. In 
den beiden Figuren bedeuten 


Gewicht l'horizontal| vertikal 


O 0 
e £ 
© | D 
© | E 


Die Nummern am untern Rande entsprechen denjenigen in Ta- 
belle 6, sie vermitteln also den Uebergang von den Figuren in 
die Tabelle. Umgekehrt geht man von der Tabelle in die Figuren 


mittelst der Koordinaten ee AL 
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Tabelle 6. 
Beobachtete Bodenverrückungen. 
No. Datum Phase Az | Ax | À: Pr1/P Gewicht| 4 | 
mm | mm | mm | E | N | Megan. 
1|| 1904 Januar 20 P 1,3 | 05 | ? |o s 1,0 ? x —1| 9,2 
Pr | 05 | 0,5 | ? ,6 Z = ? | 
,; Juni7 P 0,5 | 0,4 | ? |12 F ? H—2| 93 | 
Pr1 | 0,6 0,5 ? 1,22 #20 | 
| 
NS 1 P 0,3 | 0,3 | ? |o,5310,33| ? H=—2| 82 
Pr | O1 | O1 | ? 0,33 Z =? 
PRE CET P 2,1 | 20 | ? |o,4010,40| ? |H—4| 8,1 | 
Pi ges 0,8 2 0,40 IZ = ? 
= %1 26 @i) P | 19 | 20 | ? |lo42|l0,50[ ? |H—2| 8,1 | 
Pri | 0,8 | 10 | ? 0,46 |Z = ? | 
RTE P 1,25| 1,5 0,4010,53|  ? H—3| 80!! 
Pr1 | 0,5 | 0,8 | ? 0,46 Z =? 
( 
» Juli 24 P {| 0,5 | 0,75! ? | ? |0,33| ? |H—1| 80, 
Pr | ? |0,25| ? |Z =? | 
3 CT 1 l sh 
8|| 1905 Mäz 22 P 0,6 | 0,6 | ? |o,92|0,83| ? [|H—3| 84: 
Pr1 | 0,55! 0,5 | ? ,88 Z =? | 
| 
9! , Juni2 P 0,2 | 0,2 ? |1,5 | 1,5 ? H=3| 90 
Pri | 0,3 | 0,3 ? 5 Z—? 
10! , Juli6 P rile6:| ? ? 10,92! ? |æH—2| 9,1 | 
Pal ? | 055| ? Z =? 
Il 
PT) RE P 4,6 | 2,9 | ? |1,00 | 0,97!  ? H—4| 6,2 | 
Pr1 | 4,6 | 28 ? 0,99 ?, Z =? 
ils, P |14 Toul 1,36 | 1,20 ? H=3| 6,1 
Pri1 | 19 9 ? 1,31 Zi? 
September 26 ? 0,4 ? ? 0,70 AH = I R5:6 | 
? | 03 Z =1 
1906 Januar 21 0,7 > |1,60/2,1 ? H=—3| 8,5 | 
Pri1 À 1,5 ? 42 = 
» April 13 P ? 9 | 05 | ? | ? | 04 |H—7?| 92 
Pme? |o% ho | «| Z =1 
» August 30 e 0,15| 0,1 | 0,3 |2,0 12,0 1,0 HA #99 
Pri | 0,30! 0,2 | 0,3 2,0 Z =1 
» September 7 » 20 0,14| 0,15] ? |1,43 | 1,67 ? H=1 
Pri | 0,20| 0,25| ? Z =? 


- 


Î 
| 
l 
| 
l 
| 


Îl 
| 


24 


33 
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Oktober 24 


Dezember 3/4 


Mai 25 


Juni 1 


Juli 1 


» 20 


August 17 


Oktober 16 


1908 Januar 11 


Phase 


As 


0,3 
0,3 


Pri/P Gevwicht 

E | N Z 
1,0 |1,0 0,86. H=1 
1,0 VAS | 
3,5 | 2,5 1,3 H=2 
| Z =1 
0,42 | 0,60 0,17 |H=1 
0,51 (0,26) |[Z = 4 
1,7011,42| 0,67 |H=4 
À (1,10) |Z =3 
0,63 | 0,57 0,29 |H=4 
0,59 Z=S$ 


0,5 
0,35 


0,2 
0,3 
? 
? 


0,5 
0,3 


0,15 
0,25 


1,6 
5,8 


1,7 | — 


1,94 
0,93 
0,96 

o8|— 


1,5 |1,34 
1,45 


1,03 


0,87 | 0,85 
0,86 


1,9411,94! 0,97 | 9,8 


H=A4 ÿ 

(1,57) |Z = 3 

0,53 |H—2| 7,2 

(0,77) |Z = 2 

0,78 |H—1| 9,3 
= 1 

10 |Æ—2| 9,1 
Z =1 

0,5 H=1| 9,5 
PRES | 

0,33 |ÆH=1] 7,85 
Am sd 

0,75 |H=2| 9,1 
A 

135 |H—4| 4,8 

(2,52) |Z = 4 

1,3 H=2| 46 

(25) |Z =2 

10 |H=7?| 9,0 

(1,63) |Z =2 


H =2 
ii 
H = 1 
4 = 
= 
VAE 
HA 
Z=1 


| 


No. 


Datum 


37 || 1908 März 26/27 


n 


n 


n 


n 


April 16 

Mai 15 

Juni 3 

Oktober 23 
» 4 

November 6 (7h) 
»n 6 (14) 

Dezember 12 (3b) 
y  12(19b) 


As 


1909 Mürz 13 


” 


n 


n 


April 14 

Juli 30 
August 14 
September 8 
Oktober 20/21 


. AS 
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2,1 

3,0 1,63 
0,8 |2,42 | 1,67 
0,9 2,50 
0,3 |10 | = 
0,3 

1,3 |0,80 | 0,61 
0,9 0,67 
ris le 
1,9 |0,5 | — 
0,5 


0,05 
0,25 


1,3 |0,78 | 0,86 


0,9 0,82 
0,8 |o,79| ? 
0,8 


1,45 | 2,20 | 1,75 
2,5 1,90 


0,5 |0,67 | 0,50 
9 


, 


1,6 |0,57 | 0,50 
0,52 


0,2 0) 
? |163| ? 
? 
0,2 |10 |5 
0,45 8 


1,43 H=3 
(2,32) |Z —2 
1,1 H= 72 
_ (1,78) A2 
1,0 H—="1 
FRE 

0,69 |H—3 
(0,98) |Z —2 
— H— 1 
VAE 

0,26 H=—2 
Z =] 
H=2| 
LES 
H—8 

Z =2 

H = 2 

Z =3 
H=A4 

Z =2 
HA 
Z=- 
H=2 

1 19 

0,69 |H—3| 
(1,12) |Z =2 
1,0 H=i 
Z' = 1 

1,72 H=A4 
(2,78) |Z =2 
0,380 |H=2 
Z =1 

0,125 | H=2 
(0,199) [Z = 4 
? H=2 
Z =- 

2,26 H =3 
Z =1 


| 
| 
| 


Re I nn 
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No. Datum Phase| Az | Av | Az | Pri/P Gewicht! 4 | 
mm|mm|mm|Æ|N| Z Megan. | 
P | 045] 016! 055/1,11/267| 10 |æ=2| 87 | 
Pri | 0,5 | 0,4 | 0,55| ° 1,63 Z=1 | 
Pda LA © o2| ? 2? |æ=1l 76 | 
Pr | 025| — | 0,3 Z=- 
P | 27 | 1,2 | 5,0 |o,7210,84| 032 |H—3| 89 
Pri | 1,95| 1,0 | 1,6 | 0,76 | (0,52) |Z —4 
P ? AMIS SONT NE ET. 
Peu | ? ? | 0,35 (0,38) |Z — 3 | 
P | os5| ? |0,5 |243| ? | 12 V|æ=3| 96 | 
Pr: | 085| ? | 06 (94) |Z =2 
Juni 14 2 or! — |o1515 | ? | 067 |H=1| 5,7 | 
Pr | 0,15, — | 0,1 Z=1 
September 9 P — | 0,9 | 0,85| ? 10,61] 0,41 |H—3| 85 | 
Pr | — | 0,55| 0,35 (0,68) |Z —3 | 
24(&@)| P | 045) 015) 055/100/1,0! oo1 |æ—2| 94 | 
Pr | 0,45| 0,15| 0,5 1,00 | (1,47) |Z —2 
64|| 1911 Januar 1 P |o9 | 0,2 | 1,2 |25612,0 | 0,75 |H—4| 46 
Pri | 2,3 | 0,4 | 0,9 | 2,47 | (1,45) |Z = 2 
65| , Star P 19,3 | 5,4 |10,3 |1,90 | 1,87| 0,89 |H—4| 5,25 
Pe 365 [101 | 91 | "1,89 | (152) |Z = L 
66| , Februar 18 P |11 | 03 ! 1,5 |210 | 217| 067 |H—2! 49 | 
Pri | 2,3 | 0,65| 1,0 | 2,12 | (123) |Z —2 
67| , April 10 P | o85| — | 08 los! ? | 038 |H—3| 89 
Pri | 0,25| — | 03 (0,62) |Z —2 
BONES lu à «lé P | 0,45| — | 04 lin! ? | 075 |H—1| 43 
Pr1 | 0,5 | — | 0,3 Z=1 
69! , , 29 (5) P ? | 0,4 | 0,4 | ? |o,82| 0,32 |H—1| 43 
Pr | ? | 0,13| 0,13 | Z =1 
70| , Juni6 P 2,0 | 0,9 | 2,4 |1,63|1,61| 0,54 |H—4| 95 
Pr1 | 3,25| 1,45| 1,3 1,62 | (0,87) |Z =3 
til Th 8 P |i9,0 |11,44 |29,5 |o,58/0,49| 0,173 |H—4| 8,95 
Pr1 |11,0 | 5,6 | 6,1 0,52 | (0,282) |Z — 3 | 


Der Vergleich der beiden Figuren 10 und 11 zeigt, daB p* und 
g* durchaus denselben Habitus besitzen, daB jedoch 9* wesentlich 
tiefer als p* liegt. Dies ist im Einklang mit der Theorie (vgl. 8 3). 

Transformation. Für die weitere Untersuchung ist es 
natürlich erwünscht, die wahrscheinlichste Amplitudenfunktion auf 
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Figur 10. Beobachtete Horizontal-Bodenverrückungsverhältnisse. 


Grund sämtlicher horizontaler und vertikaler Beobachtangen zu 
haben. Dazu müften z. B. alle vertikalen Punkte mittelst der 
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g un- 
ä ist zwar in $ 3 Tabelle 1 als Funktion von à, ge- 


geben, aber , als Funktion von Z ist nur angenähert als An- 
nahme 1 bekannt. Würde man aber g* auf Grund von Annahme 1 


äul norizONtale TransIOrmMIeTT Werden, una dann kônnte man gra- 
phisch das beste p* ermitteln. Dies ist nun leider vorläufi 


môüglich. 
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transformieren, so wären die horizontalen und vertikalen Punkte 
mehr oder weniger unverträglich, und durch Berücksichtigung 
beider Punktarten würde p»* schlechter statt besser werden. 

Man muf darum so vorgehen, daf man allen weiteren Rech- 
nungen nur p* oder nur g* zugrunde legt, und zwar wählt man 
diejenige Funktion, die sicherer vorzuliegen scheint, in unserem 
Falle p*. Durch die Behandlung von p* erhält man mittelst suk- 
zessiver Approximation immer bessere Annahmen für sin à, (2). 
Erst wenn so eine gute sin i,(2)-Funktion gefunden ist, kann man 
g* transformieren und dann unter Berücksichtigung aller Beob- 
achtungen die wahrscheinlichste Amplitudenfunktion zeichnen. 
Diese neue Amplitudenfunktion wird im allgemeinen gegen die 
zuerst gewählte p*-Funktion abweïchen, sodaf man jetzt eventuell 
noch eine letzte Korrektur an der sini,(27)-Funktion vornehmen 
muB. Diese Korrektur wird aber keinen merklichen Einfluf auf 
” die benützte Transformationsfunktion von q* haben, sodaB es un- 
nôtig ist, das Verfahren nochmals durchzuführen. Die Trans- 
formationsfunktion, so wie sie sich auf Grund der Annahme 3 
(vgl. $ 7) ergibt, ist am Fufe der Figur 12 in logarithmischem 
Mafstabe gezeichnet. Die Figur enthält ferner alle horizontalen 
und transformierten vertikalen Punkte vom Gewicht 2, 3, 4, wäh- 
rend diejenigen vom Gewicht 1 nicht übertragen sind. Es geschah 
dies deshalb, weil in den Figuren 10 und 11 die Punkte vom Ge- 
wicht 1 die grôüBte Streuung aufweisen, also zur genauen Bestim- 
mung von p* resp. g* nichts nützen. Unter Berücksichtigung aller 
Puankte in Figur 12 und ïhrer Gewichte wurde dann die wahr- 
scheinlichste Amplitudenfunktion gezeichnet, die sich nur ganz 
unbedeutend von p* in Figur 10 unterscheidet. 

Diskussion der Amplitudenfunktion. Die Funktion 
zeigt folgenden Verlauf: Von 4 = 0 bis zu 4 = 4,6 Megameter 
fehlen Beobachtungen. Die Funktion beginnt bei 7 — 4,6 mit 
einem senkrechten Aufstiege von 0,5 bis auf b; dann fällt sie 
stetig, bis sie bei 7 = 7,0 mit 0,4 endigt; dann scheint sie wieder 
senkrecht zu steigen, doch fehlen dafür Beobachtungen; die Funk- 
tion beginnt bei Z — 7,2 wieder mit 1,0 und fällt stetig auf 0,2 
bei J — 8,45; hier steigt sie senkrecht bis auf 2,0; bis zu 4 = 8,8b 
fehlen zuverlässige Beobachtungen; bei Z — 8,95 fällt die Funk- 
tion senkrecht von 1,6 auf 0,27, um sofort wieder steil und 
stetig anzusteigen; die zuverlässigen Beobachtungen endigen bei 
4 = 1038 mit dem Werte 8. 

Das Fehlen der Beobachtungen unterhalb 4 — 4,6 hat einen 
doppelten Grund: einmal differieren die Laufzeiten bei diesen 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1912. Hoft 2, 13 
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Figur 12. 
Beobachtete Horizontal- und PP rar Vertikal-Bodenverrückungsverhältnisse. 
kleinen Herddistanzen nur wenig, die beiden Wellen kônnen bei 
den üblichen Registriergeschwindigkeiten nicht mit Sicherheit ge- 
trennt werden; andererseits ergibt die Theorie, daf gerade in 
diesem Gebiete die reflektierte Welle verschwindend schwach ist 
(vgl. $5). Entsprechend dem in $ 3 ausgesprochenen Gesetze sind 
die beiden Vertikalstellen bei 4 — 4,6 und 7 — 8,95 durch 
eine Unstetigkeitsfläche verursacht. Das selbe gilt für die Ver- 
tikalstelle bei 7 — 8,45, der also bei 7 — 2.8,45 eine weitere 
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Vertikalstelle koordiniert sein muB, deren Nachweis allerdings 
noch zu erbringen ist. Der angenommenen Vertikalstelle bei 
A4 = 7,0 entspricht also bei 4 = 2.7,0 ebenfalls eine Vertikal- 
stelle, deren Nachweïs aber auch noch aussteht. Das Studium der 
Amplitudenfunktion oberhalb 4 = 10,3 ist einer späteren Arbeit 
vorbehalten worden. Zusammenfassend kann man also sagen, daf 
die Amplitudenfunktion bis 4 — 10,3 Megametern drei Unstetig- 
keitsstellen signalisiert. 


$ 7. Sukzessive Approximation der sini,(7)-Funktion. 
(Von L. Geiger.) 


Nachdem die Horizontal - Amplitudenfunktion p* in Figur 10 
vorliegt, entsteht die Aufgabe, die Annahme 1 über die sini,(2)- 
Funktion derart zu variieren, daB sie den folgenden drei Be- 
dingungen genügt: 

1) die drei kritischen Distanzen müssen festgehalten werden; 

2) die siné,(4)-Funktion muf den einzelnen Wiechert- 
Zoeppritzschen Laufzeitbeobachtungen genügen !); 

8) die auf Grund der sin i,(2)-Funktion berechnete Amplituden- 
funktion muB sich mit der beobachteten Amplitudenfunktion p* 
vertragen. 

Das konnte durch sukzessive Approximation in der folgenden 
Weise erreicht werden: 

Zu 1. Als erste kritische Distanz wurde nicht 4,6 gewählt, 
wie man an Hand der Figur 10 zunächst erwarten kônnte, denn 
dann müfte die koordinierte Vertikalstelle erst bei 2. 4,6 — 9,2 
liegen, während sie schon bei 8,95 beobachtet ist. Und zwar ist 
die Vertikalstelle bei 8,995 durch gewichtigere Beobachtungen als 
diejenige bei 4,6 gegeben. Um beiden beobachteten Vertikalstellen 
und ihren Gewichten môüglichst gerecht zu werden, wurde ‘7 — 4,48 
Megameter — 40,3 Grad gewählt. Die beobachtete koordinierte 
Vertikalstelle liegt dann genau bei 27, und die Beobachtungen 
vom Gewicht 1 in Figur 10 scheinen einen kleineren Wert als 4,6 
zu rechtfertigen. Immerhin kann es auch môglich sein, daf die 
beobachtete kleine Abweichung gegen das Grundgesetz reell ist, 
und durch irgend welche Anomalien bei der Reflexion zu erklären 
ist. Doch soll hier nicht näher darauf eingegangen werden. 

Die zweite kritische Herddistanz wurde zu 4 — 7,0 Mega- 
meter — 63°, die dritte zu 4 — 8,45 Megameter — 76° ange- 
nommen. 


1) Erdbebenvwellen III. 
13* 
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Zu 2. Die Grundlage aller früheren Rechnungen in den ,Erd- 
bebenwellen“ bildet die Wiechert-Zoeppritzsche sin i,(2)- 
Funktion, die durch graphische Differentiation aus der Laufzeit- 
fanktion hergeleitet ist. Durch Integration der sini,(2)-Funktion 
muB man also wieder die Laufzeitfunktion erhalten. Diese Probe 
wurde jetzt folgendermaBen ausgeführt: In Figur 6 bedeutete die 
strichpunktierte Kurve die Referenzfunktion — Annahme 1, die 
gestrichelte Kurve die sin, (2)-Funktion von Wiechert-Zoep- 
pritz 1906. Die streng berechneten Laufzeiten der Referenz- 
funktion gibt Tabelle 2 (S. 162). Um die Laufzeiten zu erhalten, die 
der Wiechert-Zoeppritz-Funktion 1906 streng koordiniert sind, 
genügt es also, den schmalen Streifen zwischen den beiden sin i,(2)- 
Fanktionen graphisch jeweilen bis zu der gewünschten Herddistanz 
zu integrieren, und die so ermittelten kleinen Zeiten als Korrek- 
turen an den Laufzeiten der Referenzfunktion anzubringen. Die 
Tabelle 7 enthält in der ersten Spalte Z in Graden, in der zweiten 
die Laufzeiten T ref. der Referenzfunktion, so wie sie in Tabelle 2 


Tabelle 7. 


Berechnung der Laufzeitfunktion, die der Wiechert- 
Zoeppritzschen sint,(2)-Funktion koordiniert ist. 


| 4 | T ref. | Korrektur | T w.z. ber. | T w.z. beob.| T w.z. beob.-T w.z. ber. 
| Sek. Sek. Sek. Sek. Sek. 
| 
0 0,00 | 0 0 
0 76,89 77 Lot 
0 150,69 150 — 0,7 
| 0 219,20 219 — 0,2 
| 0 281,49 281 — 0,5 
0 337,52 337 — 0,5 
+ 0,03 387,79 388 + 0,2 
+ 0,20 433,02 433 0,0 
+ 0,53 473,88 474 + 0,1 
+ 1,02 510,96 511 0,0 
+ 1,38 531,60 532 + 0,4 
| + 1,68 563,99 564 0,0 
| + 1,89 590,64 591 + 04 
| + 2,16 624,52 626 + 1,5 
+ 2,37 655,47 656 + 0,5 
+ 2,56 680,84 682 + 1,2 
227 706,93 708 <E LL 
+ 2,92 737,10 738 + 0,9 
+ 3,09 763,75 764 + 0,2 
+ 3,26 793,04 794 + 1,0 
+ 3,41 819,36 821 + 1,6 
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stehen, in der dritten Spalte die Zeitkorrekturen, wie sie die gra- 
phische Integration geliefert hat, und in der vierten Spalte die be- 
rechnete Laufzeitfunktion T w.z. ber., die der Wiechert- -Zoep- 
pritzschen sini,(2)-Funktion entspricht; in der fünften Spalte 
steht die von Wiechert-Zoeppritz angenommene Laufzeit- 
funktion Tw.z.beob. in ganzen Sekunden und die letzte Spalte 
enthält die Differenzen T w.z. beob.-T w.z. ber. 

Die letzte Spalte zeigt, daB sich die Wiechert-Zoeppritz- 
sche Laufzeit- und Sinusfunktion recht gut vertragen. Wenn man 
die Differenzen T w.z. beob.-T w.z. ber. aufzeichnet, kann man 
leicht eine gestreckte Kurve so legen, daB kein Punkt mehr als 
1/2 Sekunde von der Kurve abliegt; damit ist aber dem Umstand 
Rechnung getragen, daB die Werte T w.z. beob. in Tabelle 7 auf 
ganze Sekunden angegeben sind. In Figur 13 bedeutet die strich- 
punktierte 0-Achse die Laufzeitfunktion T w.z. ber., also diejenige 
Laufzeitfunktion, die der Wiechert-Zoeppritzschen Sinus- 
fanktion streng entspricht und aus ihr durch Integration herge- 
leitet ist. Die gestrichelte Kurve entspricht der Laufzeitfunktion 
T w.z.beob.; man sieht, daB die Kurve nirgends mehr als 1 Se- 
konde von der Laufzeitfonktion T w.z. ber. abweicht. 

Um beurteilen zu kônnen, wie weit die gestrichelte Kurve die 
Einzelbeobachtungen T* darzustellen vermag, sind alle von Wie- 
chert-Zoeppritz berücksichtigten T* (vgl. Erdbebenwellen IT) 
auf Grund der in Tabelle 8 gegebenen Rechnung in Figur 13 
eingetragen, wobei die Werte T*-Tw.z.beob. gegen die ge- 
strichelte Kurve zu rechnen sind. 

Man sieht in dieser Darstellung sehr deutlich, daB die Streu- 
ung selbst recht zuverlässiger Stationen unterhalb 4 — 50° bis zu 
8 Sekunden, oberhalb sogar bis zu 12 Sekunden beträgt. Jedoch 
liegen unterhalb Z — 50° die Punkte merklich symmetrisch zur 
gestrichelten Kurve, während sie oberhalb stark nach oben 
abweichen. Bei der Variation der sini,(7)-Funktion ist also 
darauf Rücksicht zu nehmen!). 

Zu 8. Mit Annahme 1 hat Gutenberg die Amplituden- 
fanktion [p], berechnet (vgl. $ 5). Zwischen einer angenäherten 
Fanktion [»] und der beobachteten Funktion z* gilt angenähert 
die Beziehung 


Ôsint,] Ce) Fi] 
ET ke 04 ri M 1 2* 04 | 
1) Anmerkung bei der Korrektur: In Fig. 13 sind die Punkte des indischen 


Bebens für Irkutsk und Batum irrtümlicherweise mit der Abszisse 880,5 resp. 34°,1 
statt 289,4 resp. 290,1 eingezeichnet, jedoch ist dies belanglos. 
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Tabelle 8. 


Umrechnung der von Wiechert-Zoeppritz 
beobachteten Laufzeiten T*. 


| T* | Tw.z. beob. | T*-T w.z. beob. | 
Grad Sek. Sek. Sek. 


Indisches Beben 1905 April 4: 
Po — 32218/N; 4 — 76024'E Gr.; t, — Oh 49m 41s Gr. 


Taschkent 
Schemacha 
iflis 
Irkutsk 
Batum 
Upsala 
Potsdam 
Leipzig 
Jena 
Gôttingen 


++ 


++ +1+1 
mniounouonkR 


Calabrisches Beben 1905 September 8: 
Po — 3850/N; 4 — 1616E Gr; t, — 1h 43m5s Gr. 


Messina 
Catania 
Ischia 
Rocca di Papa 
Wien 
München 
Jena 
Gôttingen 
Potsdam 
Upsala 
Tifiis 


lt BTS 


H O0 I) #4 O0 © © Où OÙ D bit 


San Franzisko-Beben 1906 September 18: 
Po = 37035/N; 1, — 122226 W Gr.; t, — 13h12n1s8 Gr. 


Baltimore 435 
Cheltenham 437 
Washington 439 
Samoa 671 
Upsala 722 
Güttingen 747 
Jena 753 
StraBburg 758 
Wien 


D += 
lobomrocos 


ss 


worin [}, #te Näherungswerte charakterisiert. Diese Gleichung 
liefert also die erste Ableitung einer verbesserten sin à, (2)-Funktion 
und durch (graphische) Integration die verbesserte sin i,(4)-Funktion 
selbst. Weil diese verbesserte Funktion allen drei Bedirgungen 
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genügen soll, mu man sich in der Wahl der verbesserten Fanktion 
zu einem Kompromif verstehen; mit einigem Instinkt ist dies ohne 
Benützung der strengen Integration von Gleichung (30b) môglich, 
wenn man sich nur für einige kritische Punkte der verbesserten 
sin #,(2)-Funktion die Tangente nach Gleichung (30b) berechnet. 
Durch wiederholtes Anwenden dieser Methode erhält man eine 
sini,(2)-Funktion, die der beobachteten Amplitudenfunktion p* 
entspricht. 

In Figur 6 bedeutet die punktierte Kurve die so ermittelte 
Annahme 2, die ausgezogene Kurve die Annahme 3. Die Berech- 
nung der darauf basierten Amplitudenfunktionen [»], und [p], gibt 
Gutenberg in $8, ihren Verlauf zeigt Figur 15. Die der An- 
nahme 3 entsprechende Laufzeitfunktion T6. .ber. wurde ebenso 
auf die Referenzfunktion aufgebaut, wie dies in diesem Paragra- 
phen ausführlich für die Wiechert-Zoeppritz-Funktion 1906 
Tw:z.ber. beschrieben ist. Die ausgezogene Kurve in Figur 13 
zeigt den Verlauf dieser Funktion, Tabelle 9 gibt ihre Zahlenwerte: 


Tabelle 9. 
T6c.c.ber.-T w.z. ber. 


TG. G. ber.-T w.z. ber. TG. G. ber.-T w.z. ber. 
Sek. 


HE HE 


An Hand der Figuren 13, 14 und 16 erkannt man, daf die 
Annahme 3 den Bedingungen 1, 2, 3 hinreichend genügt: Bedin- 
gung 1 ist streng erfüllt. Bedingung 2 ist besser erfüllt als 
durch die Wiechert-Zoeppritz-Funktion 1906. Es darf hier 
erwähnt werden, da8 Herr Dr. Kurt Wegener auf Grund neuen 
Materials ganz unabhängig von der vorliegenden Arbeit eine Lauf- 
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zeitfunktion aufgestellt hat!}, die mit der Annahme 3 fast iden- 
tisch ist. Davon habe ich selbst erst nach AbschluB meiner Arbeit 
Kenntnis erhalten. Um Bedingung 3 genau prüfen zu künnen, 
wurden gemäf den Ausführungen in $ 6 die vertikalen Amplituden- 
beobachtungen vom Gewicht 2, 3 und 4 auf Grund der Annahme 3 
nach Gleichung (9) transformiert; jetzt erst konnte die wahrschein- 
lichste Amplitudenfunktion (vgl. Figur 12) gezeichnet werden. Diese 
Funktion weicht aber nur minimal gegen p* (Figur 10) ab. Gemäf 
Figur 16 scheint Bedingung 3 nicht streng erfüllt zu sein, immer- 
hin gibt die berechnete Amplitudenfunktion durchaus den Charakter 
der beobachteten wieder. Die Differenzen sind wohl auf Konto 
der Absorption zu setzen, die ja in der Zoeppritzschen Methode 
unberücksichtigt bleibt. Ich halte es also für berechtigt, 
die Wiechert-Zoeppritz-Function 1906 durch Annahme 
3 zu ersetzen und lasse deshalb in Tabelle 10 die Werte für 
sin, und die Laufzeit Te. .ber. folgen; Figur 14 zeigt die neue 
sin ?,(2)-Funktion (ausgezogene Kurve) und zum Vergleich die 
Wiechert-Zoeppritzschesint,(7)-Funktion (gestrichelte Kurve). 


Tabelle 10. 
Sin ?, und Laufzeit der Annahme 8. 


sin, |TG.c.ber. A° | sint, |TG.c.ber. 
Sek Sek. 


0 1,0000 68 0,4260 676 
5 0,9787 72 0,4044 702 


0,9220 74 0,3862 714 
0,8454 76 0,3360 726 
0,7633 
0,6848 80 0,3305 745 
0,6138 84 0,3279 766 
0,5517 88 0,3269 786 
0,4942 90 0,3269 797 

94 0,3269 818 


0,4925 
0,4888 
0,4820 
0,4708 
0,4539 
0,4325 


1) K. Wegener, Die seismischen Registrierungen am Samoa-Observatorium 
der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Güttingen in den Jahren 1909 und 
1910. Gôttinger Nachr., math.-phys. K1., Heft 5, 1912. 
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$ 8& Berechnung und Diskussion der »(2)-Funktion 
unter den Annahmen 2 und 3 für sin (4) (Fig. 6). 
(Von B. Gutenberg.) 


Auf Grund der im vorigen Paragraphen gemachten Annahmen 
2 und 8 über die sini(7)-Funktion wurde analog wie unter An- 
nabme 1 in $5, wo sich alle näheren Angaben finden, die p(2)- 
Funktion berechnet (Tabellen 11 und 12). Die Rechnung wurde 
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bei 4 — 94 abgebrochen, da dort auch die vorliegenden Beob- 
achtungen enden. Infolgedessen ist in Figur 15 von den Sprüngen 
nach unten, die in der doppelten Entfernung der im vorigen Para- 
graphen angenommenen kritischen Herddistanzen von 4 — 40°,3, 
63° und 76° auftreten müssen, also in 7 — 80°,6, 126° und 152° 
Herddistanz, nur der erste zu finden. Bei Annahme 2 ist der 
Verlauf der p(2)-Funktion bis 40°,3 nahezu, bei Annahme 3 genau 
derselbe wie bei Annahme 1. Bei beiden setzt dort der erste Sprung 
nach oben ein. Vom zweiten Sprung bei 7 — 63° ab bleibt p 
unter Annahme 2 ziemlich entfernt vom beobachteten p*; die An- 
nabme 3 ist von da ab in wesentlich besserer Uebereinstimmung 


Tabelle 11. 
Berechnung von p unter der Annahme 2. 
(Bis 4 — 17° ist Uebereinstimmung mit Annahme 1 vorhanden.) 


6 49165 10 
7 30157 40 
49 29 


48° ro 46/1690 24/ 
6] 


Léo,6.l lo 2628 570,005! — | 0 104 | (1,06 o 7,1 (as) |o,68s | 1,051 |0,734 | 0,27 
FÉo V ts 828 850001 | — | o210 |(215)| — | o142 K12) loss | 1,050 | 0,728 | 0,39 
f — | o212 |(:17 0142 |(6) |o:855| 1,047 |0,715 | 0,62 


[94 18 54/28 470,001 
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Tabelle 12. 
Berechnung von p unter der Annahme 8. 
(Bis 2 — 40°,37 ist Uebereinstimmung mit Annahme 1 vorhanden.) 


J i, 
409,3, l29° 35’ 
44 Ÿ|o9 31 
48  |29 141, 
52  |28 49 
56 |28 6 
60, |27 0 
637 % 40 


mit den Beobachtungen als die Annahme 2. Vergleicht man einer- 
seits die Annahme 2 und 3 über die sint(7)-Funktion (Figur 6) 
mit einander, andererseits die beiden p(2)-Funktionen, die aus 
diesen resultieren (Figar 15), so siebt man so recht die Empfind- 
lichkeit der Zoeppritzschen Methode, besonders an der flachen 
Stelle von Z — 81° an, wo die beiden sini(7)-Funktionen fast 
koinzidieren, während die p(Z)-Funktionen vüllig verschieden sind. 
Während die Verschicdenheiten der Laufzeitkurven unter den drei 
Annahmen kaum die leobachtungsfehler übersteigen, und auch die 
sin (2)-Funktionen keine allzugroBen Verschiedenheiten wenigstens 
der Hühe nach zeigen, haben die drei p(4)-Kurven vüllig ver- 
schiedenes Aussehen. 
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Anmerkung bei der Korrektur: Versehentlich liegen alle Kurven zu tief: 
bei 4 — 30° um 12 mm, bei 60° um 2:/; mm und bei 90° um 1:/, mm. 


Figur 16. Berechnete p(2)-Funktion unter Annahme 1 (———), 2 (—:—.—) und 8 ( 
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CALE à: 
Die p(4)-Funktion nach den Beobachtungen ( ) und unter Annahme 3 
für sint(4) (Fig. 6) berechnet (— — —). 


Um die Abweichungen der p(2)-Funktion unter 
Annahme 3 von der beobachteten p*(2)-Funktion über- 
sehen zu kônnen, wurden beide in Figur 16 zusammengestellt, 
Nur zwischen Z — 65° und Z — 76° sind noch grôüBere reelle 
Abweichungen der beiden Kurven von einander vorhanden. Ein 
genaues Uebereinstimmen von Beobachtung und Theorie läft 
sich unter unsern Annahmen ($ 3, Anfang) nicht erreichen. Setzt 
man p = p*, so schneidet die sini(2)-Funktion zu früh die 7-Achse; 
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es muB also p etwas grôBer als p* gewählt werden, damit der 
Laufzeitfunktion genügt wird. Legt man die sini(27)-Funktion 
von 4 = 40°,3 ab etwas flacher, von Z = 50° bis 7 = 76° etwas 
steiler als unter Annahme 3, so läBt sich in der Tat erreichen, 
da die berechnete p(2)-Funktion dauernd etwas über der beob- 
achteten »*(2)-Funktion verläuft, was sich dann ungezwungen 
dadurch erklären lieBe, daB die einmal reflektierte Welle, wie im 
Anfange von $ 3 vermutet wurde, etwas stärkere Absorption er- 
fährt als die direkte. Die Aenderungen der sini(2)-Funktion 
gegen Annahme 3 sind aber dann sehr klein, da die p(2)-Funktion 
nur um hôchstens 15 bis 20 °o bei 4 — 40° bis 7 — 65° hôher, 
um hôüchstens 10 bis 15° im folgenden Teile bis Z — 76° 
tiefer gelegt werden müfte. Bedenkt man noch, daf die not- 
wendigen Aenderungen kaum die Fehler der Rechnung und Beob- 
achtung übersteigen, und da Aenderungen der sin :(4)-Funktion 
zwischen Z — 0° und 7 — 40°, wo die Zoeppritzsche Methode 
nicht anwendbar ist, die Berechnung der p(2)-Funktion bis 4 — 80° 
beeinflussen, so mu es durchaus als gerechtfertigt erscheinen, daf 
von einer weiteren Annahme 4 abgesehen wurde. Jedenfalls hat 
sich der Gedanke Zoeppritz’, das Amplitudenverhältnis p zur 
Aufstellung einer scharfen sin i(7)- und Laufzeitfunktion heran- 
zuziehen, als fruchtbar erwiesen. Auch über den Lauf der Strahlen, 
die aus grôBeren Entfernungen als 4 — 94° kommen, wird die Me- 
thode genaueres aussagen kônnen, sowie für diese Distanzen eine 
angenäherte sin (2)-Funktion vorliegt. 


$ 9. Berechnung der Scheiteltiefen und Scheitel- 
geschwindigkeiten. 
(Von L. Geiger.) 


Nachdem in $ 7 die neue sini,(7)-Funktion aufgestellt ist, 
kann für einzelne Strahlen die Scheiteltiefe und die Scheitel- 
geschwindigkeit berechnet werden. Dabei wird der tiefste Punkt 
eines Strahles ,Scheitel* genannt, sein Abstand von der Erd- 
oberfläche resp. dem Erdmittelpunkt heift ,Scheiteltiefe“ S resp. 
»Scheïitelradius“ », die Geschwindigkeiten im Scheitel ,Scheitel- 
geschwindigkeit“ Vs, 3s. 

1) Berechnung der Scheiteltiefe S. Die Berechnung 
der Scheiteltiefe auf Grund einer empirisch ermittelten sin à, (7)- 
Funktion erfolgt am bequemsten nach der von Wiechert aus- 
gebildeten Methode mittelst des Abel-Herglotzschen Satzes!). 


1) E. Wiechert u. L. Geiger, Phys. Zeitschr., 11, S. 294—311, 1910. 
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: Danach ist 
1 


(32) log nat rt qd, 
oder 
r, ___ mod 

UT 

oder 
mod 
log r = logr, 80 qd d 
oder 
(33) logr — 8,80393 — 0,00241 2747. [ad 4, 
worin 
(sins), 

G9) SI = ns, 


ist. Ferner ist 

(35) S = r,—-r. 

Gof ist der hyperbolische Cosinus, (sini), bezieht sich auf den 
betrachteten Strahl, (sini,), auf alle diejenigen Strahlen, deren 
Herddistanz 7 zwischen der Herddistanz des betrachteten Strahles 
und 4 = O0 liegen. Streng genommen müfte man also unendlich 
viele Werte (sini,) , in Rechnung setzen; für die Praxis genügt 


jedoch eine mäfige Anzahl. Nachdem die Werte ne Ne be- 


rechnet sind, schlägt man die zugehôrigen Werte q in einer Ta- 
belle auf!) und hat Qq als Funktion von Z. Figur 17 zeigt q(4) 
für die Strahlen mit 7 = 10°; 20°; 30°; 409,3; 50°; 58°; 63°; 68°; 
74; 76°; 84°; 90°; 94°; dabei ist zu bemerken, daB das Integral 
für J — 94° innerhalb der angewandten Genauigkeit gleich dem- 
jenigen für 2 — 90° ist, weil gemäB Tabelle 10 (sin i,),, rv (sin à), 
ist. Die Knickstellen bei 7 — 40°,3; 63°; 76° entsprechen den 
Knickstellen in der sin, (2)-Funktion. 

Jetzt sind die Flächenintegrale [ qd 4 auszuwerten: dazu wurde 
g(4) in groBem Mafstabe auf Millimeterpapier gezeichnet, soda8 
g(4) in 1cm breite Streifen zerfällt. Man liest dann einfach die 
mittleren Ordinaten dieser Streifen ab und addiert sie. Die so er- 
reichte Genauigkeit ist recht groB: z. B. zerfiel g(2) für Z — 63° 
in 32 Streifen, und der gesamte Klächeninhalt wurde zu 27493 
irgendwelcher Eïinheiten gefunden. Den mittleren Fehler einer 


1) z. B. ,Hyperbolic functions“, I. c. 
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gemessenen Streifenhôhe schätze ich auf + 1 Einheit; dann ist der 
absolute mittlere Fehler des gesamten Flächeninhalts — + 1/32 
— +6,7 Einheiten und der relative mittlere Fehler 


M LS es: 
— 27423 © 4800 


Die weitere Rechnung an Hand von Gleichung (33) versteht sich 
von selbst. — Wie gesagt, braucht man bei dieser Methode die 
sin ,(2)-Funktion nicht analytisch zu kennen. Unsere Annahme 3 
ist aber bis Z = 40°3 die analytisch bekannte Referenzfunktion. 
Dann kann aber die Berechnung von r auch direkt nach der 
Gleichung | 


 & 0,02 Jo. 


(90°— à) + & 
COS ——— 


es HECIRSAS 
(90°— 5) - + 
cos VIe JL 


erfolgen. Somit besitzt man eine bequeme Probe für die Leistungs- 
fähigkeit der Methode mittelst des Abel-Herglotzschen Satzes, 
die für Z — 10°; 20°; 30°; 40°,3 angewandt wurde. Es ergab sich 
als Scheitelradius in Kilometern: 


20 


nach Gleichung (24) | 6255,9 5971,2 5596,5 5173,3 
»  Herglotz 6254,9 | 5969,7 | 5596,0 | 5174,4 | 
HE ] | | | 


| Herglotz-(24) | — 1,0 — 1,5 — 0,5 
fon 


Man sieht, daf die GrôBenordnung der relativen Fehler 1/5000 
ist, was durchaus der obigen Fehlerabschätzung entspricht. 

2) Berechnung der Scheitelgeschwindigkeit Vs. 
Die Berechnung von Vs erfolgt nach der Gleichung 


ed uen 
Fe Sin 
oder 
(86) Vs = 0,00112675."—. 
sin ? 


0 


Tabelle 13 gibt die resultierenden Scheiteltiefen S und Scheitel- 
geschwindigkeiten Vs, und zwar in der ersten Spalte die Herd- 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Heft 2. 14 
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Tabelle 13. 
Scheiteltiefe und Scheitelgeschwindigkeit. 


8 c.c. | 82.6. | Sc.6.-8z.6. | (Vs)c.c. | (Vs)z.c. | (Vs)c.c.-(Vs)z.c. | 
km /Sek. | km/Sek. km /Sek. 


distanzen Z in Graden, in der zweiten die Integralwerte, in der 
dritten die Scheitelradien 7, in der vierten die Scheiteltiefen S; 
zum Vergleich gibt die fünfte Spalte die entsprechenden Scheitel- 
tiefen Sz.c., die mir der Abel-Herglotzsche Satz für die Wie- 
chert-Zoeppritzsche sint,(2)-Funktion geliefert hat'); die 
hier mitgeteilten Werte für Sz.c. sind durch graphische Inter- 
polation gewonnen. Figur 18 gibt die Scheiteltiefe Scç.c. als 
Funktion der Herddistanz Z, die gestrichelte Kurve Sz.c. Man 
sieht, daB die drei neuen Unstetigkeitsflächen in den Tiefen 1194, 
1677, 2436 km liegen. In Figur 19 gibt die ausgezogene Kurve 
die Geschwindigkeit longitudinaler Wellen (Vs)c.c. als Funktion 
der Tiefe S, die gestrichelte Kurve (VWs)z.a Man sieht, daf 
(Vs)c.c. und (Vs)z.c. nirgends mehr als ‘2 km/Sek. differieren. 


1) E. Wiechert u. L. Geiger, Phys. Zeitschr,, L c. 
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g(4) nach Annahme ,Geiger-Gutenberg 1911“ für die ersten Vorläufer. 
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Figur 18. Scheiteltiefe S der ersten Vorläufer als Funktion der Herddistanz 4. 
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8 10. Schlusswort. 
Wir wollen hier kurz die Resultate der vorliegenden Arbeit 


zusammenstellen. 


gen des 


Beobachtun 


igerschen 


Durch Kombination der Beobachtungen über die Laufzeit der 


Longitudinalwellen mit den Ge 
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Bodenverrückungsverhältnisses der einmal reflektierten zu den 
direkten Longitudinalwellen, wobei das ganze Güttinger Erdbeben- 
material von 1904 bis Juni 1911 ausgenützt wurde, war es môg- 
lich, die Wiechert-Zoeppritzsche Laufzeit- resp. sin i,(2)- 
Funktion durch verbesserte Funktionen zu ersetzen. Während 
Wiechert-Zoeppritz im Erdinnern nur eine Unstetigkeits- 
fläche in 1519 km Tiefe angenommen hatten, liefert die neue An- 
nahme deren drei in 1194, 1677 und 2436 km Tiefe. Die mittleren 
Fehler dieser drei Tiefen kônnen nur ganz roh auf + 50, + 100 
und +150km geschätzt werden. Dagegen konnten die Herd- 
distanzen der zugehôürigen Grenzstrahlen recht scharf zu 40°,3 + 1°; 
63° + 2°; 76°+ 4° bestimmt werden. Die neue Laufzeitfunktion 
liegt zwischen 7 — 45° und Z — 90° hôher, im Maximum 14 Se- 
kunden. Die in diesem Gebiet liegenden Punkte, deren Distanz 
nach der Methode (1) (vgl. $6) bestimmt ist, haben also etwas un- 
sichere Herddistanzen; ist die Distanz nach Methode (2) bestimmt, 
so ist der Fehler geringer; ist sie nach der Methode (3) bestimmt, 
so liegt kein Fehler vor. Diese eventuellen Korrekturen sind aber 
zu gering, als daB sie die nochmalige Durchführung der ganzen 
Arbeit rechtfertigen kônnten. Die Geschwindigkeitsfunktion ist 
verhältnismäfig wenig anders geworden: die grôfite Geschwindig- 
keit ist jetzt 13,3 gegen früher 12,8 km/Sek. Ob die maximale 
Geschwindigkeit zunächst konstant bleibt, wie dies früher ange- 
nommen war, läBt sich nicht entscheiden, weil die Strahlen noch 
fernerer Beben zunächst keine merklich grüfere Tiefe erreichen. 
Die Poissonsche Konstante als Funktion der Tiefe kann erst 
dann berechnet werden, wenn die analoge Untersuchung auch für 
Transversalwellen durchgefübrt ist ?). 


1) Anmerkung bei der Korrektur: Dies ist seitdem geschehen; vergl. L. 
Geiger und B. Gutenberg: Über Erdbebenwellen VI, Gôttinger Nachr., math.- 
phys. KI. (im Druck). 


Über die Minkowskische Reduktion der positiven 
quadratischen Formen und die endlichen Gruppen 
linearer ganzzahliger Substitutionen. 


Von 
Ludwig Bieberbach in Kônigsberg i. Pr. 


Vorgelegt von Herrn Hilbert am 23. Dezember 1911. 


Minkowski hat in seiner letzten groBen zahlentheoretischen 
Abhandlung *) eine neue (auf Hermite weiterbauende) Reduktions- 
theorie der quadratischen Formen geschaffen, die ganz erhebliche 
Vorzüge gegenüber den älteren Theorien aufweist Man kann 
indessen die Resultate des ersten rein arithmetischen Teiles dieser 
Arbeit auf einem anderen Wege als dem von Minkowski einge- 
schlagenen ableiten, auf dem die einzelnen Sätze unmittelbar aus 
der Begriffsbestimmung der reduzierten Form fliefen und der wie 
ich glaube unmittelbarer den inneren Grund für das Bestehen der 
einzelnen Sätze erkennen läft. Namentlich dürfte dies der Fall 
sein, wenn man im AnschluB an Minkowskis erste Abhandlung ?) 
über diesen Gegenstand den neuen Beweis geometrisch interpretiert. 

Die vorliegende Arbeïit soll sich jedoch fürs erste nur mit 
einem Teil jener Minkowskischen Resultate befassen, nämlich mit 
einem Satz den bereits C. Jordan’) abgeleitet hatte, indem er 
sich auf eine von Korkine und Zolotareff herrührende Re-. 
duktionsmethode stützte. Es ist der Satz‘), daB es abgesehen von 


1) Diskontinuitätsbereich für arithmetische Âquivalenz 1905, Ges. W. II, 53. 

2) Über die positiven quadratischen Formen und über kettenbruchähnliche 
Algorithmen, 1891, Ges. W. I, 243 ff. 

3) Mémoire sur l’équivalence des formes. Journ. éc. pol. XXIX, 1880. 

4) Dieser Satz spielt eine wichtige Rolle in den Untersuchungen über die 
Bewegungsgruppen der euklidischen Räume mit Fundamentalbereich cf. dazu: 
Bieberbach: Gôtt. Nachr. 1910, Math. Ann. 70 (1911) und eine weitere dem- 
nächst in den math. Ann. erscheinende Arbeit. Frobenius: Berl. Sitzber. 1911. 
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unimodularen ganzzahligen Transformationen nur endlich viele end- 
liche Gruppen ganzzabliger homogener linearer Substitutionen gibt. 
Bei Jordan sowohl wie bei Minkowski folgt er aus dem Satz:), 
daB es nur endlich viele unimodulare ganzzahlige Substitutionen 
gibt, welche fähig sind, reduzierte Formen wieder in reduzierte 
Formen überzuführen. Jedoch liegt dieser eben genannte Satz 
wesentlich tiefer als der Gruppensatz den man daraus folgert. 
Es dürfte daher von prinzipiellem Interesse sein, einen Beweis 
jenes Gruppensatzes mitzuteilen, der das in Evidenz setzt. Es 
werden dabei allerdings alle die Gesichtspunkte in einfachster 
Form zur Geltung kommen, auf die sich auch der oben erwähnte 
neue Beweis für die Hauptsätze der Minkowskischen Reduktions- 
theorie stützt. Ich werde an geeigneten Stellen dieser Arbeït auf 
diesen Punkt zurückkommen. Mein Beweis benutzt aufer der 
Existenz der reduzierten Form nur die allerelementarsten Sätze 
über quadratische Formen. 
1. Eine quadratische Form 


si 
f(&, LA Lu) FR 24 Ur Ly Ty, 


beift positiv, wenn es kein Wertsystem x,,..., gibt, für das sie 
kleiner als Null wird. Sie heiïft wesentlich positiv, wenn sie 
positiv ist und es auch kein Wertsystem (aufer 0, 0,...0) gibt, 
für das sie verschwindet. 

2. Die (nicht als positiv vorausgesetzte) quadratische Form 


n 
fase) = D CPC 


heift nach Minkowski reduziert, wenn sie allen môglichen Un- 
gleichungen 

PSP, +. 9) Z au 
genügt für jedes { — 1,...n und alle ganzzahligen Systeme 


s®, .. sŸ, wobei der grüfite gemeinsame Teiler der Zahlen s}, ... 5° 


ge ne n) 


gleich 1 ist (und ferner noch den Bedingungen 
Ai 5e 0, Fes Anson a 0). 


3. Die Gesamtheit der Formen, die man dadurch erhält, da8 
man auf eine gegebene Form alle môüglichen unimodularen ganz- 


1) In meiner Arbeit Ann. 70 habe ich diesen Satz irrtümlicherweise Min- 
kowski zugeschricben. Ich benutze diese Gelegenheit um das richtig zu stellen. 
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zabligen Substitutionen, d. h. alle ganzzahligen Substitutionen der 
Determinante +1 ausübt, heift Formenklasse oder Klasse von 
Formen. 

4. Es ist leicht zu sehen, daB jede Klasse wesentlich positiver 
Formen eine und im allgemeinen auch nur eine reduzierte Form 
enthält. (Minkowski, Ges. W. II, 60). 

5. Sind f,,f,,... positive Formen, so ist auch lim f, = F 


#—=@ 
eine positive Form. 

6. Sind f,,f,,... reduzierte Formen, so ist auch lim f, — F 

eine reduzierte Form. es 
7. Eine reduzierte Form ist stets eine positive Form. Denn 
sie ist für ganzzahlige Werte der Variabelen nie negativ. Denn 
in den unter 1. aufgeführten Bedingungen sind auch die folgenden 
enthalten 


DS <= se. nd: 


= 22—="* 


nn 


8. Eine reduzierte Form besitzt für ganzzahlige Werte der 
Variabelen ein Minimum. Es ist durch den Koeffizienten a, ge- 
geben. 

9. Es seien f,,f,,... reduzierte Formen für die der Limes 
i = co existieren müge. Ist diese Form keine wesentliche positive 
Form, so ist notwendig 

Emra=10, 
i= © 

Beweis. Wegen 5, 6, 8 haben wir nur zu zeigen, da eine 
positive aber nicht wesentlich positive Form durch ganzzahlige 
Werte der Variabelen kleiner gemacht werden kann, als jede vor- 
gegebene positive Grôfe. Sei 


LL 
FDA, TT 
[l 


die Limesform. Wenn einer ihrer Koeffizienten «,; verschwindet, 
dann wird sie für ganzzahlige Wertsysteme Null und wir sind am 
Ziele unserer Wünsche. Es sei also keiner der genannten Koeffi- 
zienten Null. Dann subtrahieren wir 
er ut mis site 
ii (e. n a, Ly + 4x a a) 

Es bleibt eine positive quadratische Form F,(x,,...x,) Wenn 
einer ihrer Koeffizienten a” verschwindet, dann gibt es ganz- 
zablige Wertsysteme, näümlich eines 


mn = 6, = O(h Liz, = E —"1 
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und dessen ganzzahlige Multipla n£,, ...n£, für die F, verschwindet. 
Man kann aber 7 =+t und dazu ein x, so bestimmen, daf 


» #)= 


wird, wo { eine . hr vnt ganze Zahl ist. Denn es 
besteht der Satz: Zu einer gegebenen GrôBe a und einer positiven 
ganzen Zahl { kann man immer mindestens eine in den Grenzen 
1,t liegende Zabhl z und dazu eine andere ganze Zahlen Ë so be- 
sHuieh, daf 


(+5 Lt “Es 


E— ae] < + 


wird. 
Ist also einer der Koeffizienten von FÆ, Null, so sind wir am 
Züel; ist aber keiner derselben Null, so subtrahieren wir weiter: 


2) a 2 
aie (e, LE & MR a" z,) ù 
Log 
Es bleibt eine positive Form F,(x, ...x,) Wenn einer ihrer 
Koeffizienten a” verschwindet, so gibt es ganzzahlige Wertsysteme, 
nämlich x, = £, — O (h +i)x, — £, — 1 und dessen Multipla 
NEs NE für die F, verschwindet. Dann bestimme man 7 in den 
Grenzen 1, {* und dazu x, = £,, so daf 


a a 
(+< PU Es He Pt « re 


wo { eine vorgegebene ganze Zahl ist. Liegt dann £ in den 
Grenzen 1,t so, bleibt 


4 
es, PE ve ro » nés) 
kleiner als . Man bestimme £& in diesen Grenzen und dazu 
æ, = &,; so daB 
1 
(+ eee + ea) 

Auf diese Weise kann man auch in diesem Falle mit ganz- 
zahligen Werten der Variabelen F(x,,...x,) unter jede gegebene 
Grenze herunterbringen. So kann man weiter schliefen. Einmal 
muB aber in der restierenden Form #, ein Koeffizient a; ver- 


schwinden, denn sonst wiürde sich aus AM Verfahren ergeben, 
daB die vorgelegte Form F' wesentlich positiv ist. Die Limesform 
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kann also (das ist jetzt bewiesen) mit ganzzahligen Werten der 
Variabelen beliebig klein gemacht werden. Da sie aber als Limes- 
form reduzierter Formen selbst reduziert ist und also ein Minimum 
besitzt, kann dies nur Null sein. Also mu ihr erster Koeffizient, 
der ja das Minimum einer reduzierten Form darstellt verschwinden, 


und also ist lim a = 0. 
i=@ 


10. Sei F eine wesentlich positive quadratische Form, a eine 
vorgegebene Zahl, dann ist die Zahl der ganzzahligen Wert- 
systeme x,,...x,, für die F = a wird, endlich. Dies leuchtet s0- 
fort ein, wenn man in bekannter Weise F durch das auch in der 
vorigen Nummer benutzte Verfahren als Summe von Quadraten 
darstellt. Daraus folgt sofort, daB die Zahl der ganzzahligen 
Transformationen einer wesentlich positiven Form in sich eine 
endliche ist, da nach dem eben gesagten für das von einer einzelnen 
_Kolonne der Matrix einer solchen Substitution gebildete ganz- 
zahlige Wertsystem nur endlich viele verschiedene Wertsysteme 
in Betracht kommen. 

11. Sei T' irgend eine endliche Gruppe linearer homogener 
ganzzahliger Substitutionen in # Variabelen, dann gibt es immer 
wesentlich positive Formen, die bei I’ invariant sind, wie man 
leicht einsieht. Wenn wir beweisen wollen, daf es abgesehen 
von Transformationen durch unimodular ganzzahlige Substitutionen 
nur endlich viele endliche Gruppen solcher Substitutionen gibt, so 
dürfen wir uns auf die Betrachtung der Gruppen, welche redu- 
zierte wesentlich positive Formen invariant lassen beschränken, 
denn man kann es durch eine solche Transformation immer er- 
reichen, da die invariante Form der Gruppe eine reduzierte Form 
wird, weil nach 4 in jeder Formenklasse eine reduzierte Form 
enthalten ist. 

12. Es sei eine unendliche Folge von wesentlich positiven 
reduzierten Formen mit ganzzahligen Transformationen in sich 
gegeben. Dann sind unter den zugehôrigen Gruppen ganzzabliger 
Substitutionen nur endlich viele enthalten, die nicht durch uni- 
modular ganzzahlige Transformationen aus einander hervorgehen. 
In diesem gleich zu beweisenden Satze ist, wie leicht zu sehen, 
der Satz enthalten, auf den wir es von vornherein abgesehen 
hatten. 

Beweis. Wir nehmen an, es seien im Gegenteil unbegrenzt 
viele Formen darunter, deren Gruppen nicht in der angegebenen 
Weise zusammenhängen. Wir greifen eine unendliche Folge dieser 
Art heraus. Wir dürfen annehmen ohne Beschränkung der All- 
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gemeinbeit, daB die grôBten Koeffizienten «,, durchweg eins sind. 
Alle anderen Koeffizienten sind dann mit Rücksicht auf die Un- 
gleichungen |2a,,| =a,,(h<%k), die aus den Reduktionsbedingungen 
fliefen, kleiner als 1. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir weiter an- 
nehmen, daB unsere Folge eine Limesform hat, d. h. wenn f,, ...f, 
die Formen der Folge sind, soll lim f, — f existieren. Dann sind 

i—=@ 


2 Fälle zu unterscheiden, jenachdem ob diese Limesform f wesent- 
lich positiv ist oder nicht. 

Fall a Die Limesform sei wesentlich positiv. Dann gibt 
es nur endlich viele ganzzahlige Wertsysteme für die die Limes- 
form Werte kleiner als 1 annimmt. Man kann ein N so gro be- 
stimmen, daB für alle » = AN die so bestimmten Wertsysteme auch 
die einzigen sind für die die Formen f,(v=N) Werte kleiner als 
1 annehmen. (Man denke nur immer an die in 9 benutzte Dar- 
stellung als Summe von Quadraten.) Diese Wertsysteme müssen 
aber nun gerade die von den einzelnen Kolonnen der Matrizes 
unserer Substitutionen gebildeten gauzzahligen Wertsysteme liefern. 
Es kommen also für diese und also auch für unsere Gruppen nur 
endlich viel Môglichkeiten in Betracht entgegen unserer An- 
nahme. 

Fall b. Die Limesform 


n 
f = 5 a dix Li À, 


sei nicht wesentlich positiv. Da sie aber eine reduzierte Form 


ist, mu nach 9 «a, — O sein. Es künnen auch noch weitere 
Koeffizienten a,, verschwinden aber jedenfalls nicht alle, da ja wie 
in allen f, auch in fa, — 1 ist. Es seien etwa 

di — os = C7 = 0. 


Dann sind auch alle 
ce 0 ee ER CE à A CE 4 


Ist also v = N groB genug, so müssen in allen f,(»= AN) die eben 
angeführten Koeffizienten kleiner als eine vorgegebene Zahl ge- 
worden sein. Seien nun 7” die Koeffzienten einer Substitution, 
die f, invariant läft und es müge etwa à die Kolonne X die Zeile 
bezeichnen. Es gibt immer ein N, so daf für alle » > N 


CPL, sed erch ) 
Yu = 0. rh ..n 
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eue sen M 
+ à (e 1, 1. ï) 


so ist das ja evident. Unsere (nur für ganzzahlige Gruppen rich- 
tige) Behauptung enthält diese für ganzzahlige Gruppen als Spe- 
zialfall). Man setze nämlich durch das in 9 benutzte Verfahren 
f, auf die Form 


f, = (a, +aiz,+... + x) 
+ °ÿ (& TT (CAN CUS eo de Gen Tn) 
+ …. 
+ Qu ne 
Für binreichend grofe » werden die q”,...q®” kleiner als eine 


vorgegebene Zahl, während die 4q7,, ... q% Eur einer festen 


Grenze q bleiben. Nun müssen die Retationen gelten: 


Fr Pere. Pin) = 4% G=1....2) 
(weil nämlich ansere Substitution f, in sich überführen soll.) Man 
wähle N so groB, daf für alle rv>N a <a <...<a%<q wird. 


A7 


Wäre nun nicht . 


FE = À... 

me. 0, le dre 
so müfte f (y, ... y) grüBer als ein q” (7) sein und also auch 
grôBer als g, wäbrend es doch gleich einem der «%(i — 1,...4) 
also kleiner als q sein soll. Daher muf sein 


ae is L ah 
Ya =.0. Pa hr 


Das gilt für alle Substitutionen unserer Gruppen. Man nennt 
solche Gruppen reduzibel. 

Die ersten A Zcilen und Kolonnen und ebenso die letzten 
n—h Zeilen und Kolonnen bilden jeweils für sich eine endliche 
Gruppe linearer ganzzahliger Substitutionen. Es kommen also für 
jede dieser nur endlich viele Môglichkeiten in Betracht')}. Wir 
greifen aus unserer Formenfolge unendlich vielc Formen heraus, 
die in den eben genannten Teilgruppen alle übereinstimmen mügen 


1) Wenn wir den für eine Variable evidenten Satz für weniger als x Va- 
riabelen als bewiesen ansehen. 
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abgesehen von unimodular ganzzabhligen Substitutionen. Wir ver- 
lassen nun das Gebiet der reduzierten Formen und üben auf die 
einzelnen Formen unserer Folge unimodular ganzzablige Substi- 
tutionen der ersten » Variabelen unter sich und der letzten #n—h 
unter sich aus, so daB die mebr erwähnten Teilgruppen durchweg 
identisch werden. 


Wir werden nun sukzessive neue Formenfolgen einführen, bis 
wir zu Folgen gelangt sind, für die wieder Fall a eintritt. 


Zunächst üben wir auf f, die folgende Substitution $S, aus: 


a! = #, (i—=Rh+1"...n) 


! (y) E (1) 
2, = En + Eh nga Tran En = pt 6h 

Mines Le () M o 
Tnt CARE SET Ban + in En — Bin = ps hs 

ou As@n M) (2 LD 4.1 () 
CRT mt 2 + hH La + n Ta in Sp — 0 ii Sp" LiaSz — Lits: è 


Dadurch geht f, in eine Form über f,, die als Summe einer Form 
in den ersten L Variabelen und einer Form in den letzten n—h 
Variabelen sich darbietet. Durch diese Transformation S, geht 
die Gruppe I! mit den Koeffizienten y® in eine I, mit den Koeffi- 
zienten y; über. 


Hier ist aber wie man sich leicht überzeugt nicht nur 


_ i = 1, ...h 

FaursiD, GS sp 
sondern es ist auch 

. = hTlL 1 

hi 0 Lrsra du | 
und aufBerdem ist 

( = À, ;) 
7? = y». k=1,...h 
MOT MAR: 


( = h+1,…. s| 
K=h#1,:,.# 
T,,, zerfällt also nun vüllig in eine Gruppe der’ersten k Variabelen 


und in eine der letzten »—h Variabelen’). Für alle «, ist aber 
nun auch 1, — I}, alle unsere Formen gehen also nun durch ein 


1) Diese Betrachtungen (die sich für beliebige Gruppen genau so anstellen 
lassen) enthalten zugleich einen Beweis eines bekannten Satzes von Maschke, 
der dem von Maschke (Ann. 52) gegebenen nahe steht. 


über die Minkowskische Reduktion der positiven quadratischen Formen etc. 215 


und dieselbe Gruppe in sich über. Wir werden also zu jeder 
unserer Gruppen I, eine invariante Form erhalten, wenn wir alle 
Jubstitutionen S5' also die inversen unserer S, auf /f, ausüben. 
Wir wollen aber auBerdem noch auf jede unserer Formen bezw. 
Gruppen eine unimodular ganzzahlige Substitution Z, mit den 
Koeffizienten (6%) ausüben für die 


Eee AN ME 


u—h+lsi in sas 
er h+1,...n iZt) 


sein soll Wir wählen sie so, da8 in Z,S°*' also der Substitution 

die wir im ganzen auf /, ausgeübt haben alle Koeffizienten kleiner 
als 1 werden, so weit sie nicht durch die übrigen Festsetzungen 
schon notwendig Null oder 1 sind. Da also die Koeffizienten 
aller Substitutionen, die wir so auf f, ausüben unter einer endlichen 
Schranke nämlich 1 liegen, müssen auch die Koeffizienten aller 
Formen y, die wir so erhalten beschränkt sein. Wir nehmen f, 
von vorn herein in der Form 


Art +."+as te) 
+R +at +... +, 2) 
HE 
+ Qn La 


an; dann haben die y, sofort auch diese Gestalt und die q, stimmen 
jeweils in allen diesen Formen überein. Wäbhlen wir also aus der 
Folge der y, eine Folge aus, welche eine Limesform besitzt (wegen 
der Beschränktheit der Koeffizienten ist dies môglich) so muf diese 
wegen des Übereinstimmens der q, für alle y, eine wesentlich po- : 
sitive Form sein und damit sind wir auf Fall a zurückgekommen 
(denn beim Beweïs in diesem Falle benutzten wir nicht den Um- 
stand, daB wir es mit reduzierten Formen zu tun hatten.) 


13. Durch im Prinzip ganz ähnliche Schlüsse wie die eben 
vorgeführten kann man auch die Existenz der von Minkowski 
benutzten Zahl 4, beweïisen. Die Existenz dieses 4, ist aber der 
Angelpunkt der ganzen Minkowskischen Beweisführung. Hat 
man diese erst, so ist es ein leichtes den Minkowskischen 
Hauptsatz von der Endlichseitigkeit des reduzierten Raumes zu 
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beweisen. Aber über die Existenz von 4, hinaus gelangt man auf 
dem angedeuteten Wege auch zu numerischen Angaben über 2, 
die sich aus der Bestimmung von 4, bei Minkowski nur schwer 
dürften ableiten lassen. Durch Verfolgung dieser Gedankenketten 
kann man auch zu Grenzen für die Koeffizienten der Substitutionen 
der Gruppen gelangen. Die nähere Durchführung dieser An- 
deutungen bleibt jedoch einer weiteren Arbeit vorbehalten, in 
der ich auch eine geometrische Deutung der Reduktionstheorie 
geben werde. 


Theoretisches über die Fortpflanzung des Lichtes 
in absorbierenden aktiven einaxigen Kristallen. 


Von 
K. Fôrsterling. 
Mit 6 Figuren im Text. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 1. Juli 1911. 


Einleitung. 

Zu der vorliegenden Abhandlung gaben mir Veranlassung die 
Beobachtungen von Hr. Stumpf') über die optischen Eigenschaften 
des von Hrn. Vorländer hergestellten flüssigen Kristalls p-Cyan- 
benzalaminozimtsäure-Akt-Amylester. Es liegt nun nahe, auf einen 
solchen flüssigen Kristall die Differentialgleichungen, welche die 
Grundlage der Theorie für feste aktive einaxige Kristalle bilden, 
anzuwenden. Da indes bei den flüssigen Kristallen die Doppel- 
brechung senkrecht zur Axe keineswegs grof ist neben der Doppel- 
brechung der zwei zirkularen Wellen parallel der Axe, so sind 
die gebräuchlichen Vernachlässigungen nicht erlaubt. Da ferner 
der beobachtete flüssige Kristall im sichtbaren Gebiet des Spek- 
trums einen Absorptionsstreifen besitzt, und dabei die Absorption 
für die beiden Wellen parallel der Axe‘sehr verschieden ist, so 
haben wir mit komplexen GrôBen zu rechnen. Trotzdem lassen 
sich die Formeln ziemlich weitgehend diskutieren. Inwieweit die 
Theorie die beobachteten Erscheinungen darstellt, werden wir am 
Schlu8 wenigstens in qualitativer Hinsicht vergleichen. Wir nehmen 
also an, wir hätten es mit einem einaxigen drehenden Kristall zu 
tun und betrachten das Spektralbereich in der Umgebung eines 


1) F. Stumpf, Physikal. Zeitschrift X, S. 780, 1911. Diss. Gôttingen 1911. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Heft 2. 15 
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Absorptionsstreifens. (In dem Absorptionsstreifen kann die Drehung 
ihren Sinn behalten oder umkehren.) Als Grundläge wählen wir 
die Differentialgleichungen von W. Voigt, weil sie symmetrischer 
sind als die von P. Drude. Uebrigens hat die Beziehung zwischen 
Feldstärken und Polarisationen bei der neueren Theorie Drudes 
dieselbe Form, wie die aus der Voigtschen abgeleitete Gleichung 
(1), nur ist die elektronentheoretische Deutung der Parameter eine 
andere. Diese spielt aber für das Folgende aufer $ 3 keine Rolle. 
1) Seien : 


X, Y, Z die elektrischen, À, B, C die magnetischen Feldstärken, 
“HZ ,;, ù A : 2e Polarisationen, 


so bestehen, zunächst für rhombische Kristalle bezogen auf ein 
Hauptaxensystem, die Relationen: 


3 = X+4xZex,, ... A — A+4x Za,, 
und x, ... und «,... bestimmen sich aus den Differentialgleichungen : 
? 
m bn + A ms À + x, = eX— 0" ses 


dt? dt ot 
und Le 

dx 

F4! 0 ice, 7 
a = 0, dé 


Hierzu kommen die Maxwell-Hertzschen Gleichungen 


04 Éss dE REA 
mon \Gs ONE Ado ME ôy 0z }’ 


wenn v die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. 

Diese Gleichungen sind als erweiterte Schwingungsgleichangen 
der gebundenen Elektronen der Dispersionstheorie aufzufassen. 
Die Summen sind zu erstrecken über alle schwingenden Elektronen. 

Da der Kristall einaxig ist, sei 4, — k,... Man fübrt als 
Lüsungen komplexe Ausdrücke für X, Y ... und x, y von der Form 
in ( LA “te) | 

resp. e”! ein. 

Hierin sind im allgemeinen a und c komplexe GrôüBen; sie 
kônnen aufgcfaft werden als Sinus und Cosinus eines komplexen 
Winkels &, und bestimmen sich aus dem Winkel der Normalen auf 
der Fläche konstanter Phase gegen die optische Axe und der Nor- 
malen auf der Fläche konstanter Amplitude gegen die optische 


(9 
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Axe. Sind die Wellen eben und homogen, so ist £ direkt der 
Winkel der Wellennormale gegen die optische Axe. Man erhält: 


OA 


(ne + tv HR) = DV a, = eX — 89 = ae 


NO CRT ET 


M EDR 7 DA 68 
Also 
(2) ù 
Œ = AE Son Jette FAX ig, À 
(1) MS ARTE 
30 EL 
À = A(1+»472 € DE ar) + iv dx 2 Dit X = uw A+ig,X, 


wobei D, g,, &, und w, neue Abkürzungen sind. 
Daraus folgt : 


Lee PAST IN eR 2x 
u, —9g; Eli — Qi 
€ : q 
= ——— À à —— 
Eli — Gi Elsa — Yi 


(2) 


Es soll noch abgekürzt werden: 


UM LE 
=, — _ —e 
EU —9: | Esls — CA ; 
@) ES — S,,... “ CE d , 
Eli — 9: Et, — 95 


wodurch X = @,+id AÀ,...A= &,A—id #... 
Da die Polarisationen transversal schwingen, stellen sich deren. 
Komponenten #’ und A || der æ2-Ebene dar: 


#—=cä—-az, A'= cA— ar, 
während O = a%+c7Z, O = aA+cr. 
Ferner ist es bequem, folgende Abkürzungen anzuführen: 
9,, = 6, c +0, a, d,, — d,c'+d,a... und 


cX—-aZ = X',cA—aC = À. 
15* 
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Diese beiden Symbole X’ und 4’ stellen natürlich nicht die Kom- 
ponentez dar !). 


In dieser Schreibweise gilt : 
X' = 6," +id,,A' A = &,,A'—-id,# 
Ÿ — @,H+id,B B = 8,B-id H 


und nach den Maxwellschen Gleichungen: 


A = np, A = -nY(— —-n@, H-—ind,B) 
H= -uÀ’, B = +nX'(= n©,7 +ind,, A). 
Hierbei ist 
C : : 
n — at = n(1—1%) = n—ik 


der komplexe Brechungsindex. 


Durch Elimination von £', H’ erhält man: 

d d 
DT EE ee 2 
9: n6,, 


A'= n° @: À — ind B dE 2,B- 5 B+i A 


B — °@,, B+ind, À! d'en he 


Schlieflich hat man zwischen A’ und B die Beziehungen: 


(4) B[1-1t 8, (2, - <)] = +in[a, + Sa |A 


1 


d (©) 
! 2 Pitt A URaUe Date 
PAU À [1 _ #8, (a, a) in [a+ 5 du] B. 

2) Bis hierher war die Aufstellung der strengen Formeln kaum 
komplizierter als die der durch Annäherung vereinfachten. Für 
das Folgende sollen indef die Annäherungen eingeführt werden, 
daf alle d° @& neben 1 fortbleiben, und auf der rechten Seite soll 


der Faktor der d,, : FE gleich 1 gesetzt werden, da d,, (@, —@,;) 


eine kleine GrüBe hôherer Ordnung ist. Diese Annäherungen würden 
etwa bis y — 0,2 sehr gut anwendbar sein, d.h. bis zu einer 


1) Man kann d,, ..., und ®,, als Tensorkomponenten auffassen, welche 
durch Drehung des Koordinatensystems um einen komplexen Winkel £ gegen das 
Axenkreuz der d, ... und @, ... aus diesem hervorgegangen sind. 
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Drehung von ca. 200000 pro mm. (a dieser Annäherung ist: 


Ds QE Pi h — PE 
Ë at & bi 


Man erhält jetzt: 
@ B(1—n°6,, &,) = +in (d,, + d,)A' 
A'(1—n0,Q,,) = —in (d,, + d,)B 
(n ist hier der Mittelwert der beiden Brechungsindizes). Setzt 
man: 
se er ER PR Ne 2: 
(7) 8,9%, 6,8, CA 


PRET = À 
OR = Pm+a) — 


So ist 

(8) = n+\/n+e 

und 

(9) LOFT TEA" 
à +nr Vire V 


In Annäherung kann man auch hier den Faktor V2 gleich 1 


setzen. 
Man sieht, da dann gilt: 


GG), = + 


Die Formel (9) läft sich noch einfacher schreiben : 

! 
= EVE) ce = 3 VE 
Da 5) (5 — +1 sein soll, so ist der zweite Ausdruck zu 


wählen; dabei hat + das positive Zeichen, wenn in (8) für n° 


die Wurzel mit dem + Zeichen genommen ist. 

Um in(9')das Vorzeichen vor i festzulegen,setzt man entsprechende 
Werte von _ und n° etwa in die erste Gleichung (6) ein. Man 
erhält, wenn man in n° das + Zeïichen wählt: 


GO) Cu + VF 89 = +in Qu +) [ei + 1/0) 45] 
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* Sind alle Parameter zunächst reell, so hat man, um bei dem 
Grenzübergang #& — 0 zur Normalenfläche eines gewôhnlichen 
Kristalls zu gelangen, etwa festzusetzen'), daB in (8) +\/7°+6* 
bedeuten soll, daB die Wurzel mit dem Vorzeichen von 7 Zu 
nehmen ist. 


Nun läft sich (9) schreiben: 


RE NP Lt 
NAT Vs) e ti ei+Vi+ | 


B 
Daraus folgt für (10): 


TE 
L 


QE: Pa 


Man hat also im durchsichtigen Gebiet (n — #) zuzuordnen: 
NE | ca A' E. in Lt 
= n+n/Vi+ T und B=+plus V1+ a 

| T9? A' in V FL 
LR EE RE Pire Tin HE né. LUS. à i HS ATRE 
“ect h) n Vi + Ÿ und EirS l L#| 1+ F | 


Für den Fall, daf & klein neben » ist, folgt bei Vernachlässigung 
quadratischer Glieder 


(1) 


ni, = %+n und Le A Le =. 
Li A' iÿ 
ni = n;—-1n und it 27 


Die Brechungsindizes befolgen in dieser Annäherung dasselbe 
Gesetz, wie bei einem nichtdrehenden Kristall, und zwar ist », der 
Brechungsindex des ordentlichen, #_ der des auBerordentlichen Stahl. 


Der Ausdruck für ee enthält das Gesetz der Schwingungsform. 


! 


Bekanntlich bedeuten komplexe Ausdrücke für daf die Schwin- 


gung elliptisch polarisiert ist, und das Vorzeichen des imaginären 
Teïls bestimmt den Rotationssinn. In unserem Falle sind beide 
Wellen elliptisch polarisiert und haben entgegengesetzten Um- 
laufssinn. 


1) Vgl. z.B. K. Pockels, Kristalloptik S. 328. 
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Aus den Festsetzungen (11) ersieht man, daf im durchsichtigen 
Gebiet die Normalenflächen sich unter keinen Umständen schneiden 
kôünnen für irgend ein &; ferner daf z. B. die schnellere Welle ihren 
Rotationssinn für alle 6 behält, solange & nicht durch 0 geht und 
sein Vorzeichen ändert (was an sich môglich ist). 

Alle diese Festsetzungen haben zunächst nur einen Sinn für 
reelle Parameter. In einem Spektralgebiet, wo der Kristall ab- 
sorbiert, liegen die Verhältnisse viel komplizierter. Wie sich n° 
und - hier verhält, werden wir später sehen. Wir wollen uns 
die Festsetzung der Vorzeichen so getroffen denken, daf bei dem 


Uebergang zu einem durchsichtigen Gebiet n° und ee stetig in die 


B 
Ausdrücke (11) übergehen. 
Bisher haben wir an die Ausdrücke für n° angeknüpft. Aus 
‘ibnen erhält man, wenn man die Doppelbrechung nur in Gliedern 
erster Ordnung beibehält : 


Yen: ECS EN 
SE 1 Pa è 2 
n opte n & Vr+# 
— a — À O,&,, ae ; + 9 
TE | 


Wie man sieht, unterschieden sich n? —n? und n,—n_ nur durch 


den Faktor ee der für die folgenden Betrachtungen nicht 


wesentlich ist. Da es einfacher ist, an die Differenz n, — n_ selbst 
die Diskussion anzuknüpfen, so wollen wir künftig die angenäherten 
Formeln zu Grunde legen. Hierbei denken wir uns den Faktor 
1V6,R, in y und # hereingezogen, und bezeichnen, um nicht 
neue Buchstaben einzuführen, ! 7 V@,&, mit 7, 49 VO, &, mit #. 
Man kann übrigens jederzeit zu den strengeren Formeln zurückgehen, 
wenn man die ursprünglichen Definitionen für 9 und #4 beibehält . 
und im Text für n,—n_ setzt ini —n?|, und für k, — 4: ini —n|. 

83) Wir wollen zunächst eine kurze Ueberlegung anstellen, 
welche über die Grôfenordnung von & Aufschlu8 gibt. 

Hat man nur eine Art von schwingenden Elektronen — ihre 
Zahl in der Volumeneinheit sei N — so sind nicht alle GrôBen 
Mis Nyr Ki5 As Qi gs gi CA (wobeiï Use UA + ig" MAR CA + 194 8e- 
setzt ist) von einander unabhängig, wie schon P. Drude hervor- 
gehoben hat. 
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Setzt man 
4x € N Ds k, 2 h, ! ! OR ! CRE à 
AUS AT Ou RU PR 2 En & = tte, Ji = Ji+1g:; 
M = mt, 
80 ist: 
'ÉRA p (vs, — v*) LE ANS ovv 
ë Eoi + CA Æ v*) + v'? v} ? Er (v}, nez, v'} + vi v° 
() 0) 
Ve (vu —?) ve vu 
a 20 ! ka, (2 _— Le 
91 = Jo & (vi, en v'} + v° v! ? gi (2! EE v°} + v!' V° 
J 0? 1 
1 
vos (vu —) vor vv 
er _ ARR RU RS EDEN 
Hi = Lo 2 (v}, Ts v') + v°v"! bi (vi, _ v*} + v! v* 
Wie man sieht, ist’): 
CA _ gi Ji = oi 
ëi 81 — 610 e 


Hieraus folgt : 


Ô (gi — 9%)" (91 — 90) 9° 
LE EN, 1 ‘710 NS 10/71 
Hi — Uio v (gi Yo) e ë! Pr 8, 5” : 


Diese Gleichung kann unter Umständen dazu dienen, einen Begrift 
von der GrôüBe von uw; —u}, zu geben. 
Der Brechungsindex || der Axe ist nämlich gegeben durch: 


1 4 nd, jb 


—— + =. LU. 
6, &, 6,8, ë, U,; 91 


n° — 


Die GrüBe des Pleochroismus || der Axe ist also in Annäherung 


gegeben durch g”. In Annäherung kann also £ als das Verhält- 
nis der Differenz des Absorptionsindizes zum mittleren Absorptions- 
index aufgefaft werden, ist also beobachtbar; damit ist » à be- 


kannt. Da andrerseits g!—g', aus der Dispersion der Rotations- 
polarisation berechnet werden kann, so erhält man uw, —u,. 

Bei dem von Hr. Stumpf beobachteten Kristalle wurde die eine 
Welle sehr stark (unter Umständen bei sehr dünner Schicht schon 
fast vollständig), die andere fast garnicht absorbiert. Daraus folgt 


’ "1 1 


g = &” nahezu. Dann wäre » . nahezu gleich 1. Da im Ab- 


1) Vgl. P. Drude, Optik. 1906. S. 406.4 
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sorptionsstreifen bei dem in Rede stehenden Kristall sich das Vor- 
zeichen von g umkehrt, so kann man wenigstens der GrôBenordnung 
nach g! —g}, durch g' selbst ersetzen. Dann wäre u, —u,, also von 
der GrôBenordnung von g' selbst, in diesem Fall etwa 0,05. 

Leider haben die & keinen leicht beobachtbaren EinfluB auf 
die Lächtfortpflanzung, da ïhre Differenz in erster Annäherung 
sich einfach zu der der @ addiert. 


Es ist nämlich: 
ol 1 “ L 
17 ©, (&,cos'é+@,sin à  @,(0, cos’ é + ©, sin't) 


AVR ON LOT TO 
EE on nn 


y" O, &, 


1 1 


4) Wir gehen nun zur Betrachtung der Schwingungsform über, 
‘ die durch die Gleichungen (4) gegeben ist. 


Zunächst folgt, wenn —tg Po aus: 


A' A pr Veil à(0, + ds) Ÿ Azimut 
Go) (a), pes re Ô Phasenverzôgerung 


die Beziehung 0, + 0, — 0. Die Beziehung 0, + 0, = 180° ist 
unmôglich, weil tg y, tg », cos (0, + 0,) = +1 und 0<y,<}%x 
ist. Die Ellipsen werden also stets im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen. 

Bedeutet 8 den Winkel der einen Ellipsenaxe mit dem Axen- 
kreuz, so gilt stets: 
(12) tg 28 = tg2wy cos 0. 


Da nun wegen te y, tg y, —= 1 auch tg 29, — —tg 2, ist, so ist 
auch 
ts 28, — — tg2B,, B, — 90 — 8. 


Die beiden Ellipsen liegen im allgemeinen nicht mehr gekreuzt 
mit den Axen | und | zum Hauptschnitt, sondern sie sind um 
gleiche Winkel, aber in entgegengesetztem Sinne aus dieser Lage 
herausgedreht. 


Ihr Axenverhältnis tg « ist bestimmt durch 
(12a) + sin 24 = sin 2y sind. 


Es ist also 
Ci = Q;. 


Die beiden Ellipsen haben gleiches Axenverhältnis. 
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Um die Abhängigkeit von « und 8 von den Parametern des 
Kristalls zu erkennen, knüpft man passend an den Ausdruck 


2 jo 2 


A st des 1 os de + 
CtCe), (este +ifies- ane 
wobei es gleichgültig ist, ob man zu y und © den Index (1) oder 

(2) wählt. Diese Formeln kann man weiter vereinfachen: 


PAE.Ae ad: Pie hu sin 2w 
à) +(£ 7 cos d — 1 sin d cos 2w 
1 


Le sin 2% cos Ô + à sin 2y cos 2% sin 0 
E) cos” à + sin’ Ô cos’ 2y | 


Führt man mit Hilfe der bekannten Beziehung: 

cos 2h — cos 2a cos 2B 
und unter Berücksichtigung von (12) und (13) statt y und à jetzt 
« und B ein, so ist: 


RndT Le, OS LR os 04 he 


CAE FA cos 2u 
(a), +(5), 
Dabei ist das + Zeichen zu wählen, wenn sin d = 0, das — Zeichen 


wenn sin 0 = 0. 
# und 7 sind im allgemeinen komplexe GrôBen, ebenso 


2 


GT 
Um die letzte Formel diskutieren zu kônnen, setzen wir: 


=, Jhih+ÿn = 9 +" = gi +n+i(gs +) 
2 . 


JA! rés = = 4 + D. 
(&),+(&) 
Dann gilt: 
11 mon 
pres D He TT — + te 20 cos 28 
d3 7152 
AE ES ea MT A 
ÿ bal + +7 as cos du 


Ist p — 0, so mu entweder & = 0, d. h. das Licht linear polari- 
siert sein oder f — +45", d. h. die Axe der Schwingungsellipse 
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muf einen Winkel von + 45° mit dem Hauptschnitt bilden. Welche 
von den beiden Môglichkeiten vorliegt, entscheidet man danach, 
ob [gl 1 oder |g| <1 ist. Im ersten Fall ist nämlich: 


Ig| = |sin 28|£1, 
im zweiten 
La 
—— ———— ——— = . 
la! cos 2« | 7 


Nunmehr wollen wir die Gesetze der Geschwindigkeiten und 
Absorptionskoeffizienten und die der Schwingungsform in der 
Umgebung eines isolierten Absorptionsstreifens etwas näher ins 
Auge fassen. 


5) Bei ein und demselben Neigungswinkel der Wellennormale 
gegen die optische Axe kann sowohl der reelle wie der imaginäre 


"Te 1 | 1 : 
Teil von n — es se wie auch der reelle von 
gi +9 = g' sein Vorzeichen umkehren, wenn man in der Skala 


der Frequenzen fortschreitend den Absorptionsstreifen passiert. 
Für das durchsichtige Gebiet zu beiden Seiten des Streifens 
würde das nach (11) besagen, daf, wenn g' und y’ beide ihr Vor- 
zeichen wechseln, oder beide ihr Zeichen behalten, jede Welle — 
wenn wir eine Welle als ordinären und extraordinären Strahl 
unterscheiden, in den sie für &# — 0 übergeht — ihren Rotations- 
sinn behält, daf aber, wenn nur eine der Grüfen 7’ oder g’ ihr 
Zeïichen umkehrt, jede Welle ihren Rotationssinn umkehrt. Dieser 
letztere Fall ist der interessantere und ihn wollen wir zunächst 
diskutieren. Um die Fragestellung leichter aussprechen zu künnen, 
nehmen wir für den Augenblick an, daf bei keiner Farbe eine der 
Grôfen g' oder 4” für verschiedene £ verschiedenes Vorzeichen hat. 


o° uv 


900 90° 


l'ig. 1. 
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Für den betrachteten Fall stellen dann etwa die Kurven in 
Fig. 1 die Geschwindigkeiten mit dem zugehôrigen Rotationssinn 
zu beiden Seiten des Absorptionsstreifens (also für zwei verschiedene 
Farben dar, als abhängig von dem Winkel £ Der vertikalen 
Richtung entspricht £ — 0, der horizontalen £ — 90°. Wir stellen 
nun die Frage: Wie geht im Absorptionsstreifen die Figur a in 
die Figur b über ? 

Man sieht sofort ein, daf dies auf zweierlei Art geschehen kann: 

1) Für ein bestimmtes £ kann jede Welle ihren Rotationssinn 
behalten, es wechselt aber der reelle Teil der Differenz der 
Brechungsindizes Z' — n,—n_ sein Vorzeichen. Dies findet z. B. 
statt für 6 — 0. Wie aus (6) folgt, bleibt trotzdem das Licht für 
£ — 0, wo O6, — 6, ist, stets zirkular polarisiert und die Ab- 
sorptionsindizes bleiben im allgemeinen verschieden, sodaB bei 

— 0 im allgemeinen zwei zirkulare Wellen sich in verschiedener 
Weise fortpflanzen. 7’ bleibt indes im allgemeinen von 0 ver- 
schieden bei £ — 90°. Es kann also im allgemeinen nicht die Exi- 
stenz einer von € — Q bis £ — 90° kontinuierlich verlaufenden 
Kurve, auf der Z' = O0 ist, in der v£-Ebene vorausgesetzt werden 
(Fig. 2). 

2) 4' behält für alle Farben sein Vorzeichen; es kebrt sich 
der Rotationssinn jeder einzelnen Welle mittels Durchganges durch 
lineare Polarisation um. Dies wird im allgemeinen nicht für alle 
£ vorkommen, da z. B. parallel der Axe das Licht zirkular bleibt, 
wie wir eben sahen. Der besprochene Uebergang kann also auch 
nicht durch eine analoge Kurve tg « — 0 allein vermittelt werden. 

Aus dem Gesagten folgt, daf man im allgemeinen bei einem 
Kristall für gewisse £ den unter 1) auseinandergesetzten Uebergang 


6-90 E-90 
À -0 tg « -0 
À -0 
s-0 V— 6-0 V— 
Fig. 2. Fig. 3. 


anzunehmen hat, für die übrigen den unter 2) besprochenen (vgl. 
Fig. 8). Diese beiden Arten des Ueberganges lassen sich aber 
nicht ohne weiïteres für variierende Farben » und variierende £ 
stetig aneinander knüpfen. Der Punkt, in dem diese beiden Arten 
aneinander stofen, der durch », und £&, definiert sein mag, muf 
jedenfalls für n und die Schwingungsform ein ausgezeichnetes 
Verhalten zeigen. 
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In dem ersten der besprochenen Fälle mu für ein gewisses £ 
in irgend einer Farbe im Absorptionsstreifen 


sein. Es muf also die Wurzel in (8) rein imaginär sein. Also 
muB gelten 


(4) m7 +g'g" = 0 und zugleich #%°+g"*—(9" +9") £0. 


In dem zweiten Fall muB für ein solches £ bei einer gewissen 
Farbe das Licht linear polarisiert sein. Es muf also gelten: 


g' 1 2 g” 1’ 


(5) g'y+g’y = O0 und zugleich PE on se 4 


6) Im allgemeinen hat man zugleich mit zwei Variabeln zu 
rechnen: mit dem Winkel £ und der Farbe ». Dann sind die 
Betrachtungen ziemlich kompliziert und wir wollen zunächst mit 
einem einfachen Falle anfangen und dann zu komplizierteren gehen. 
Wir nehmen zunächst an, daB für alle Farben » gilt 


TO = ÿs Hi = 
also g,+ 9, = 29, unabhängig von € ist. 
Die Gleichang (14) geht dann über in 
(14) g' = 0 zugleich #*—g" <= 0. 
Aus Gleichung (15) erhält man: 


(15a) g = O0 zugleich 


Nach unserer Annahme ist g' — 2g!, hängt also nicht mehr 
von & ab. Die Lôüsungen der Gleichungen (14a) und (15a) liegen 
also bei derselben Frequenz v. 

Für alle Winkel, für welche |7’| = |g'| ist, gilt 2'—0. Für 
alle Winkel, für welche |7'| = |g”| ist, gilt « — 0. Hier ist also 
das Licht linear polarisiert. Beide Gleichungen (14a) und (15a). 
sind zugleich erfüllt, wenn 


(16) = 19" 
oder 
sert, LA 19" | 
sin” 6 a 
ist, wobeï 


ge ft pe 8, ei ei) 


ve,8, 
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also den Wert von » senkrecht zur Axe bedeutet. In dem durch 
(16) definierten Punkte ist also das Licht linear und unter 45° 
gegen den Hauptschnitt polarisiert. Ferner werden in diesem 
Punkte nicht nur die n der beiden Wellen einander gleich, sondern 
auch die À. Es ist nämlich 

n +9 = 0. 


Hier pflanzt sich also nur eine Welle fort; der Kristall verhält 
sich isotrop. Da y für £ — O verschwindet, so wird die Gleichung 
(14a) ihre Lüsungen in der Umgebung der Axe haben; die Gleichung 
(15a) auBerhalb dieses Gebietes. Wir haben also im Ganzen vier 
Stücke der Wellenfläche zu unterscheiden: Zwei Stücke, die ihren 
Rotationssinn für alle Farben bebalten und die wir passend danach 
unterscheiden, zwei Stücke, für die Z' sein Zeichen nicht ändert 
(für alle Farben) und in denen wir von der schnelleren und lang- 
sameren Welle sprechen wollen. Betrachten wir nun die Flächen 
von n für verschiedene Farben: Aufer bei », sind die Flächen des 
komplexen n vollständig getrennt, d.h. greift man einen Punkt 
dieser Fläche heraus, so ist ihm eine Fläche für alle € (bei kon- 
stanter Farbe) eindeutig zugeordnet. Dies ist nicht der Fall bei 
v,. Hier hängen vielmehr die Flächen im Punkte £, zusammen. 
Die Zuordnung der vier Flächenstücke ist nicht mehr eindeutig. 
Vielmehr ist die Zuordnung je zweiïer Stücke verschieden, je nach 
der Seite der Farbenskale, von der aus man sich der Farbe », 
nähert. Dies folgt ohne weiteres daraus, daf für jede der beiden 
Flächen für alle 4 », zu allen & der gleiche Rotationssinn gehôrt. 

Es sei noch bemerkt, daB für » — O die Gleichung (14a) für 
das zweite Gebiet, wo |7'| = ]|g"| ist, aussagt, da hier 2” = k, 
— k_ — 0 ist, und die Gleichung (1ba) für das Gebiet, wo 
In <|g"'|, daB hier die Ellipsenaxe unter 45° gegen den Haupt- 
schnitt geneigt ist. 

Noch allsemeiner ist der Fall, daB nur angenommen wird, daf 
g! + g!, und g; +g, beim Fortschreiten von £ — 0 bis £ — 90° 
in keiner Farbe ihr Vorzeichen wechselt. Dann kann man sich 
den gesuchten Uebergang etwa so vorstellen. 

Bei einer gewissen Farbe wird dann (15) zunächst bei £ — 90° 
erfüllt sein. Hier wird auch (16) genügt werden. Das Licht ist 
also hier linear polarisiert. Geht man zu grôBeren », so rückt 
der Punkt, wo lineare Polarisation herrscht, allmählich immer 
nach kleineren £; an allen Punkten, die er bestrichen hat, hat er 
den Rotationssinn umgekehrt. Dies geht bis zu der Farbe 
v = Y%,, Wo er € — £, erreicht hat. Beim Passieren dieses 


ä 


90° 
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0° 0° 


90° Fig. 4. 90° 
Verzweigungspunktes ändert sich die gegenseitige Zuordnung der 


-oben definierten Flächenstücke von n. Hier knüpfen jetzt die 


Lôüsungen der Gleichung (17) an. Der Punkt, der durch eine 
Lüôsung (17) definiert ist, bedeutet Gleichheit von #. Die reellen 
Flächen von # ziehen sich also allmählich durch einander hin- 
durch. Der ProzeB ist vollendet, sobald die Lüsung bei € — 0 
angekommen ist. 

Es sei noch bemerkt, daB unter diesen Annahmen auch der 
Punkt, welcher eine Lôsung von (15) darstellt, weiter von € = €, 
nach £ — O0 wandert; jetzt aber die Bedeutung hat, daf in ihm 
die Neigung der Ellipsenaxen gegen den Hauptschnitt 45° beträgt. 
Ebenso kônnen Lôsungen für 


[A (/4 ! "” 


Cu a M OUT Mn Un a de 
auch für 66, unter Umständen existieren; in diesen Punkten 
sind dann # einander gleich. 
Hiermit ist nun nicht gesagt, da die Verhältnisse immer 
so einfach liegen. Bei komplizierteren Dispersionsverhältnissen 
brauchen die Lüsungen keineswegs immer in einer Richtung von 


£ fortzuschreiten; auch kann man sich denken, daf eine ausge- 


zeichnete Richtung £, bei », erreicht wird, ohne daf man hier die 
Zuordnung der vier Flächenstücke zu ändern braucht. 


7) Wir gehen nunmehr zu dem allgemeinen Fall über, nehmen 
also an, daB 7', 7” und g’ ihr Vorzeichen wechseln kônnen und 
setzen keine Beziehung zwischen y! und 4, oder g" und y! voraus. 
Die Bedingung für 9' — 0 bleibt. 

A4) ny +g'g" —0, zugleich #°+g"—(9"+9")<0. 
Geht man in der vé-Ebene in beliebiger Richtung durch einen 


90° 
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durch (14) definierten Punkt, so wird Z’ sein Zeichen wechseln, 
wenn 
SE 2 AO 
n° + g" LT n — g" 
oder, da aufer im singulären Punkte », 6, der Nenner nicht zu- 
gleich mit dem Zähler durch 0 geht, wenn 7’ 7” +g'g" sein Zeichen 
wechselt. Das gilt natürlich auch, wenn man speziell bei kon- 
stantem £ einen solchen Punkt passiert. 
Die Bedingung dafür, daB das Licht in einem Punkte v£ linear 


polarisiert ist, lautete: 
URL nl 


(15) g'n +g'n — 0, zugleich A Be Le 


Als Bedingung dafür, daB in einem Punkte p = 0, |[g| <1 
sich der Rotationssinn wirklich umkebrt, ergibt sich, daf der 


! 
imaginäre Teil von BE seine Zeichen wechselt. Setzt man also 


in der Nähe von p = 0, |g| < 1: 


CARE AR EE RME 
AT Le g ia+b, 


wobei a 1, b eine sehr kleine GrôBe bedeutet, so erhält man: 
A' me —— 1 b 
a he UE de 3 
ë = +i[£ (a+ + Vi h+; FT a 


Da V1-—a* imaginär ist, so folgt, daB der reelle Teil von qe 


mit b sein Zeichen wechselt. 

Die Welle vertauscht also ihren Rotationssinn, wenn p sein 
Zeïchen ändert. 

Aus (14) kann man lJeicht die Bedingungen ableiten 


g"1Ælrt, (g1Æ 1, 
während aus (15) folgt 
g'I=lrt [g1Æ rl 
Die Lôsungen der Gleichungen liegen also stets in dem Gebiet, wo 
1g'1=Æ 17°] | 
ist. Ferner sieht man, daf, wenn g” + 0’), ein Punkt nie zugleich 


die Gleichangen (14) und (15) befriedigen kann auBer wo |g”| = |y| 
und |g'| = |7"| ist Für diesen Punkt ist aber 


1) Dieser Fall spielt in der Magnetooptik eine Rolle. Da ich später aus- 
fübrlich hierauf zurückzukommen gedenke, mag er an dieser Stelle beiseite bleiben. 
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+9 — 0. 

In ihm sind also stets die komplexen Brechungsindizes der beiden 
Wellen einander gleich. Die komplexen Flächen für n, und n_ 
hängen bei der Farbe », in £, zusammen. Wieder kann man vier 
Stücke der Fläche betrachten von £ — 0 bis € — &,, welche aufer 
für die Farbe v — », eindeutig einander zugeordnet sind. Ob 
bei », die Anordnung der einzelnen Stücke zu ändern ist, folgt 
aus der Betrachtung des Rotationssinnes der einzelnen Flächen. 
Es kann auch sein, daB z. B. die Lüsung der Gleichung (15) beim 
Fortschreiten in » von £ — 90° bis € — £, und dann zurück von 
6 = 6, bis 6 — 90° läuft, statt daB sich bei £ — 6, die Lôsungen 
von (14) abschliefen. In diesem Falle würde die Zuordnung der 
vier Flächenstücke für alle Farben dieselbe sein, da sich dann für 
keine Farbe die Flächen schneiden. 

Nur wenn sich in £ — 6, an die Lôsungen von (15) die der 
Gleichung (14) anschliefen, wenn man die Farbenskala in einer 
Richtung durchläuft, hat man die Zuordnung der einzelnen Flächen- 
stücke zu ändern. 

Sehr häufig wird es der Fall sein, daf 7’ und g” im Ab- 
sorptionsstreifen ihr Vorzeichen behalten. Dann muf offenbar 
n , 


r das entgegengesetzte Vorzeichen haben wie TT, um die 


(Détns (14) zu erfüllen. Dasselbe erfordert aber auch Gleichung 
(15). Daraus ergibt sich, daB die Lôüsungen der beiden Gleichungen 
auf dieselben Bereiche innerhalb des Absorptionsstreifens be- 
schränkt sind. 

Es liegt nun nahe zu fragen, ob auch Fälle vorkommen 
kônnen, wo zwei singuläre Punkte €, auftreten. Dies ist in der Tat 
der Fall und mit einem solchen Beispiel wollen wir diese Betrach- 
tungen abschliefen. 

Wir nehmen an, daf y’ sein Vorzeichen im Absorptionsstreifen 
behält, g' das seinige umkehrt. Es kann unter Umständen môglich 
sein, daB auf der ganzen normalen Fläche von € = 0 bis £ — 90 
für gewisse Farben |[g”| = [y'] ist. Eine solche Annahme scheint 
nach den vorliegenden Beobachtungen an flüssigen Kristallen durch- 
aus nicht unmôglich zu sein. 

Wir wollen nun annehmen, daB in der Umgebung von & = 90 
für gewisse Farben 

FAT 7 +0 
ist, und für solche nirgends im Spektrum Lôsungen von 
ga —9" Le <: 

n° de ra == 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasse. 1912. Heft 2. 16 


g n+g"n = 0 zugleich 
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existieren. Wir wollen ferner annehmen, da für einen Winkel & 
unabhängig von » (der Einfachheit halber) 

J' = gi cost E + 9j sin £ 
verschwindet, also g, — —g' cotg'£, ist. 

Bei &, hat dann sicher (14) für keine Farbe eine Lôsung. Wobl 
aber hat (15) eine Lüsung in £,, nämlich für die Farbe, wo g' — 0 
ist. Man sieht also, daf in diesem Falle in der Umgebung von 
£ — 0 und £ — 90° der Uebergang von Fig. la zu 1b so statt- 
findet, daf 2’ sein Zeichen umkehrt, für ein ringfôrmiges Gebiet 
um £ — £, in der Weise, daf der Rotationssinn sich umkehrt, 
indem die Schwingung durch lineare Polarisation hindurcbgeht. 

In diesem Falle existieren zwei 
singuläre Richtungen €, wo nämlich: 

gd =+iy g=+1 
(natürlich im allgemeinen nicht bei 
#* derselben Farbe), welche den Ring um 
à: Lie & begrenzen. Das Schema (5) stellt 
af diesen Uebergang dar. 


8) Wir wenden uns jetzt zu der Abhängigkeit der Fort- 
pflanzung bei konstanter Farbe für verschiedene £. Aus (13) folgt, 
daB œ — 45° nur müglich ist, wenn p = q — ©, d.h. für 
y = y = 0, also nur || der Axe. Wir kônnen also annehmen, 
daB tgaæ stets 45° ist. Dann ist tg2« positiv. f kann dann 
natürlich = 45° werden. Wir wollen nun von der Welle ausgehen, 
welche in den ordentlichen Strahl übergeht für g' = g"—0. Für 
diese muB bei diesem Uebergange 8 = 0, also cos 28 — + 1 werden. 

Das Vorzeichen vor tg2c cos 28 ist nun danach zu bestimmen, 
ob 8 Z 90° ist, also nach dem Umlaufssinn des ordentlichen Strahls. 
Ist Ô positiv, also der Umlaufssinn positiv, so ist auch hier das 
+ Zeichen zu wählen. In diesem Fall entspricht p — 0, ein ff < 4b°, 
p <0, B=— 45. Ist der Umlaufssinn negativ, so entspricht p = 0 : 
B > 45°, p<0, B< 45. Um das Axenverhältnis und die Neigung 
der Hauptaxe der Ellipse aus den Konstanten des Kristalls zu 
berechnen, hat man (14) nach « und B aufzulôsen. Man erhält: 


2 
jus sages HS sourit 
sin‘ 28 cos” 26 
12 12 1l s 
D ds 
sin‘ 24 cos* 2 FETE q 


Die weitere Behandlung würde am einfachsten geometrisch erfolgen, 
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Die Gleichungen stellen in der p, g- resp. p' q'-Ebene Hyperbeln 
von der Exzentrizität Eins dar. p,q und p’,q' sind Funktionen von £. 
Eliminiert man £, so erhält man stets eine lineare Abhängigkeit 
q von p (resp. g’ von p'). In der pq resp. p'a’ Ebene entspricht 
also ein Fortschreiten in £ dem Wandern eines Punktes auf eine 
gerade Linie. Diese Gerade durchschneidet die Hyperbeln. Ver- 
folgt man die getroffene Hyperbel bis zum Scheitel, so ist der 
Scheitelabstand das gesuchte sin 28 resp. sin 2«. 
Für durchsichtige Kristalle wird 8 — 0, und 


tg 20 _ Ji + Qu 29 dm. (91 — 95) ù 
7 7 sin £ Ne 

Ein näheres Eingehen auf die komplexen Brechungsindizes ist 
wegen der Kompliziertheit der Formel (8) nicht wohl môüglichb. 
Im Folgenden gebe ich drei Kurven für drei typische Füälle für 
den reellen und imaginären Teil von », — #, wieder. Der imaginäre 
(reelle) Teil ist durch die punktierten (ausgezogenen) Kurven dar- 
gestellt (Fig. 6). Es ist angenommen, daf in allen drei Füällen 


NE = 90 = 0,1, NE — 90 = 0,07, gg, nm = 
ist. Die zugehôrigen Werte für g, und g; finden sich unter jeder 
Figur. 

9) Wir haben bisher mit ebenen homogenen Wellen gerechnet. 
Die an flüssigen Kristallen vorliegenden Beobachtungen beziehen 
sich aber meist auf inhomogene Wellen. Hier wird die Diskussion 
auferordentlich kompliziert, da £ jetzt ein komplexer Winhel ist. 
Immerhin lassen sich die Gleichungen für die Schwingungsform 
unschwer auch für inhomogene aufstellen. 

Bei den Beobachtungen befindet sich zumeist die flüssig kri- 
stallinische Substanz zwischen zwei Glasplatten in einer dünnen 
Schicht, und die optische Axe steht senkrecht zur Glasplatte. Um 
Beobachtungen anzustellen, bei denen das Licht sich schief zur 
Axe fortpflanzt, muB man also den Lichtstrahl geneigt auf die 
Kristallschicht auffallen lassen. Den Polarisationszustand des ein- 
fallenden Strahls kann man so wählen, daf im Kristall nur eine 
Welle entsteht und so nach einander die zwei Wellen analysieren. 
Bei diesem Verfahren kann man zwar — wenn man die Doppel- 
brechung ungefähr kennt — es erreichen, da die Normalen der 
beiden Wellen im Kristall gleiche Richtung haben; dann aber sind, 
wenn der Kristall absorbierend ist, die beiden Wellen in ver- 
schiedener Weise inhomogen. Man künnte diese Schwierigkeit 
umgehen, wenn man die Axe des flüssigen Kristalls schief zu der 
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Glasplatte legen kônnte, und das Licht senkrecht auf die Kristall- 
fläche fallen lieBe. Doch ist mir nicht bekannt daf diese An- 
ordnung hergestellt werden kôünnte. Darum ist für die beiden 
beobachtbaren Wellen der komplexe Winkel £ verschieden. 


LäBt man also Licht schief auf eine Kristallplatte fallen, dann 
gilt für die beiden Wellen — auch nicht in der Annäherung 
(©) 


! 
—+% — 1 im Faktor von La — nicht mehr 
a, B 


(s)(S), = 1: 


Damit fallen aber auch die Schlüsse über die Phasenverzôgerung 
® und das Azimut y; folglich auch über das Axenverhältnis « 
und den Winkel der Ellipsenaxe gegen den Hauptschnitt 8. Im 
allgemeinen haben also die beiden Schwingungen verschiedenes 
Axenverhältnis und verschiedene Neigung der Ellipsénaxs gegen 
den Hauptschnitt. 

10) Beobachtungen an festen einaxigen Kristallen, welche eine 
Prüfung der Theorie gestatten, liegen bisher meines Wissens noch 
nicht vor. Obwohl ein jeder drehende Kristall in irgend einem 
Spektralgebiete die hier besprochenen Erscheinungen zeigen mu, 
so scheinen doch die bekannten Kristalle solche Absorptionsstreifen 
in schwer zugänglichen Gebieten zu haben, oder — wie z. B. viel- 
leicht bei Zinnober — ist der Absorptionsstreifen so breit und 
stark, daf an seinen Rändern, wo man beobachten kann, die hier 
signalisierten Erscheinungen nicht mehr merklich sind, während 
im Streifen der Pleochroismus gering ist gegenüber der Gesamt- 
absorption. 

Die Veranlassung zu der vorliegenden Diskussion des An- 
satzes von W. Voigt gaben vielmehr, wie gesagt, Erscheinungen 
an flüssigen Kristallen. 

An dem von Hr. Vorländer hergestellten p-Cyanbenzalamino- 
zimtsäure-akt.-amylester hat Hr. Stumpf die Fortpflanzung des 
Lichtes eingehend untersucht. Dieser Kôrper hat einen Absorp- 
tionsstreifen in Gelb. Der Pleochroïsmus ist hier so stark, dal 
|| der Axe selbst nach Passieren sehr kleiner Schichtdicken merk- 
lich zirkulares Licht austritt. 

Diese Erscheinungen führen fast direkt dazu, im Kristall 
parallel der Axe zwei zirkulare Wellen nach dem Vorgange Fres- 
nels anzunehmen. Dann ist aber der Ansatz von W. Voigt und 
P. Drude wohl der allgemeinste, der den Symmetrieverhält- 
nissen und dem Energieprinzip Rechnung trägt. Auch die Hinzu- 
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nahme hôherer Differentialquotienten von À ... nach { wird, wie 
man leicht sieht, die Ausgangsgleichungen (1) nicht verändern. Somit 
scheint es gerechtfertigt, die Grundgleichungen fester einaxiger 
drehender Kristalle, wenn auch zunächst versuchsweise, auf flüssige 
zu übertragen, und die aus ihnen gezogenen Folgerungen zunächst 
in qualitativer Hinsicht mit den Resultaten der Beobachtung zu 
vergleichen. 

Für das durchgehende Licht erhält man dann eine sehr be- 
friedigende qualitative Uebereinstimmung zwischen Beobachtung 
und Theorie. 

Da das Drehungsvermôügen so ungewôhnlich groB ist, erklärt 
sich aus der Nähe eines Absorptionsstreifens, wo ja tatsächlich nach 
Seite (219) D sehr klein ist. Auch nehmen die Kurven des Drehungs- 
vermôügens, welche Herr Stumpf beobachtet hat, durchaus den 
Verlauf, wie wir es nach der Dispersionstheorie erwarten dürfen. 

Daf die Absorption für die beiden zirkularen Wellen sehr 
verschieden ist, ist nach unserer Theorie sehr wohl müglich. Wenn 
dies der Fall ist, so ist das durchgehende Lächt zirkular polarisiert. 

Die Schwingungsform des durchgehenden Lichtes ist auf 
Seite 226 berechnet. Die Theorie verlangt, daB sich zwei Ellipsen 
von entgegengesetztem Rotationssinn fortpflanzen, welche gleiches 
Axenverhältnis haben und deren Axen um gleiche Winkel, aber 
in entgegengesetztem Sinne aus dem Hauptschnitt herausgedreht 
sind. Dies entspricht durchaus den Beobachtungen. Allerdings 
zeigen diese im blauen Licht nahe der Axe kleine Abweichungen 
von diesem Gesetz. Aber in diesem Spektralgebiet und nahe der 
Axe ist die Absorption der beiden Wellen recht verschieden. Die 
Wellen sind hier in verschiedenem Mafe inhomogen, und so dürften 
diese Abweichungen wohl hierdurch ihre Erklärung finden. Die 
Gesetze der Schwingungsform bei konstanter Farbe fügen sich 
also qualitativ den Forderungen der Theorie. 

Betrachten wir jetzt die Schwingungsform bei verschiedenen 
Farben. Im Absorptionsstreifen behält nach den Beobachtungen 
die Doppelbrechung ihr Vorzeichen, die Drehung aber kehrt ihren 
Sinn um. Gehen wir von der Farbe », aus, für die der reelle 
Teil von # parallel der Axe verschwindet. Dann werden auf der 
einen Seite im Spektrum von dieser Farbe aus die beiden Flächen 
von » für alle £ vollständig getrennt verlaufen, auf der anderen 
(innerhalb des betrachteten Spektralgebietes) sich schneiden. 

Dann ergibt die Theorie, daf eine Drehung der Axe um mehr 
als 45° aus dem Hauptschnitt nur auf der Seite von », môglich 
ist, auf der sich die Flächen von * durchschneiïden, (falls, wie es 
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hier der Fall ist, die Doppelbrechung senkrecht der Axe nicht 
durch Null geht). 

Die Beobachtung hat auch diesen Satz bestätigt. Abweichung 
der Ellipsenaxe aus dem Hauptschnitt um mehr als 45° wurde nur 
im Blau beobachtet. Andererseits konnte man durch Beobachturg 
der Schwingungsform für verschiedene Winkel £ der Wellennormale 
gegen die Axe feststellen, wie die Schwingungsrichtung senkrecht 
zur Axe und der Rotationssinn parallel der Axe zuzuordnen sind. 
Die Messung der Brechungsindizes senkrecht zur Axe und die 
Beobachtungen des Drehungssinnes parallel der Axe zeigten dann, 
daB im roten Licht die langsamere Welle parallel zur Axe auch 
die langsamee senkrecht zur Axe ist, da aber im blauen Licht 
die langsamere Welle senkrecht zur Axe, die schnellere Welle 
senkrecht zur Axe ist. 

Eine schône Bestätigung der Theorie wäre das Auffinden des 
àuf Seite 228 u. 232 geforderten singulären Punktes bei der Farbe », 
und dem Winkel &, der Normale gegen die optische Axe. Hier 
sollen nach der Theorie beide Strahlen gleiche Brechungsindizes 
und gleiche Absorptionsindizes haben, der Kristall sich also in 
dieser Richtung wie ein isotroper Kôrper verhalten. Leider war 
es nicht môglich, beim Cyanester diesen Punke zu erreichen. Der 
Winkel, wo die Ellipsenaxe unter 45° gegen den Hauptschnitt 
geneigt ist, wandert, je weiter man nach Violett geht, zu grüBeren é. 
& ist also wahrscheinlich grôBer als die beobachteten £, für die 
die Ellipsenaxe um 45° aus dem Hauptschnitt herausgetreten ist, 
und », liegt weiter im Violett, als die Beobachtungen ausgedehnt 
werden konnten. Beim Cyanester tritt nämlich im Violett eine 
für beide Strahlen gleichmäfige Absorption auf, welche die Be- 
obachtung des durchgehenden Lichtes verhindert. Vielleicht ge- 
lingt die Auffindung dieses merkwürdigen Punktes »,&, bei einem 
anderen Kristall. 

Im Ganzen scheint also diese qualitative Vergleichung zwischen 
Theorie und Beobachtung des durchgehenden Lichtes zu einem 
befriedigenden Resultat zu führen. ( 


Zur Transformationstheorie der automorphen 
Funktionen IL 


Von 
Robert Fricke in Braunschweig. 


Vorgelegt in der Sitzung am 18. Januar 1912 durch den vorsitzenden Sekretär. 


In einer unter dem gleichen Titel der Kgl. Ges. der Wiss. am 
13. Oktober 1911 vorgelegten ersten Note habe ich die Transfor- 
mation 3. Grades auf die zur Gruppe I' der Signatur (0,3; 2,4,5) 
gehôrende automorphe Funktion angewandt und die Untersuchung 
bis zur Aufstellung der zugehôrigen Transformationsgleichung 10. 
Grades gefôrdert, welche als Analogon der in der Transformations- 
theorie der elliptischen Funktionen auftretenden Modulargleichungen 
im Mittelpunkt der ganzen Entwicklung steht. Diese Transfor- 
mationsgleichung besitzt eine Galoiïssche Gruppe G,, der Ordnung 
360, welche ich in der Note ,Über eine einfache Gruppe von 360 
Operationen“ (Gôtt. Nachr. von 1896, Heft 3) arithmetisch erklärt 
und in ibre Untergruppen zerlegt habe. 

Es ist die, wie schon a. a. O. bemerkt wurde, eben jene Ge, 
die A. Wiman in den Math. Ann. Bd. 47, pg. 531ff., einer in- 
variantentheoretischen Untersuchung unterworfen hat. Am Schlusse 
seiner Arbeit bezeichnet Wiman die Aufstellung gewisser zur 
GC gehôrenden Gleichungen 6., 10. und 156. Grades als Ziel wei- 
terer Untersuchungen. Die Gleichung 10. Grades ist die oben er- 
wähnte Transformationsgleichung. Dieselbe besitzt als niederste 
Resolventen zwei solche vom 6. Grade, welche in der oben ge- 
nannten Note von 1896 mitgeteilt sind. Eine unter ihnen sei hier 
in unwesentlich abgeänderter, der Transformationsgleichung besser 
angepaBter Gestalt mitgeteilt: 
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() J:J—-1:1 = 
,_ 8V5+6:V3 :_ 7V5+9iV3 D ai 
( EE  e+88)(e 2V5 10 
(e- net fond nd 
, 2 6? VE + 


Die Transformationsgleichung bat ferner in Übereinstimmung 
mit der Angabe Wimans zwei Resolventen 15. Grades. Der 
Aufstellung dieser Resolventen ist die vorliegende Note gewidmet. 


Wie die beiden Resolventen 6. Grades zu den beiden Systemen 
von je 6 gleichberechtigten Ikosaedergruppen G,, innerhalb der 
Gas Sehôren, so entsprechen die beiden Resolventen 15. Grades 
den beiden Systemen von je 15 gleichberechtigten Oktaedergruppen 
*G,,, welche in der G,, enthalten sind (cf. Note von 1896). Diesen 
2.15 G,, entsprechen als Untergruppen der oben mit l'bezeichneten 
Gruppe der Signatur (0, 3; 2, 4, 5) zwei Systeme von 1b 
gleichberechtigten I, des Index 15, die jedoch in der durch 


Spiegelungen erweiterten Gruppe I' gleichberechtigt werden. 


Der erste Schritt der funktionentheoretischen Untersuchung 
dieser Untergruppen Il”, ist die Aufstellung eines Diskontinuitäts- 
bereiches für eine unter ihnen. Man hat hierbei an die arithme- 
tische Erklärung der bevorzugten 1, anzuknüpfen (cf. Note von 
1896) und mu aus den Substitutionen der Gesamtgruppe I' ein 
geeignetes System von 15 bezüglich der 1”, inaequivalenten Sub- 
stitutionen zusammenstellen. Diese Untersuchung, welche wegen 
der irrationalen Bauart der Substitutionskoeffizienten nicht ganz 
mübhelos ist, zeigt, daf die einzelne I, vom funktionen- 
theoretischen Standpunkte aus als eine unsymme- 
trische Gruppe der Signatur (0, b; 2, 2, 2, 2, 4) zu be- 
zeichnen ist. 


Der 1, kommt dieserhalb eine Hauptfunktion zu, die wir 
6(£) nennen wollen. Auch ist aus dem Diskontinuitätshereiche der 
T,, sofort angebbar, wie die 6-Ebene über der Ebene der Haupt- 
funktion J'(£) der Gesamtgruppe T' verzweigt ist. Aber es ist 
aussichtslos etwa von hieraus direkt die zwischen J und 6 be- 
stehende algebraische Relation berechnen zu wollen. Die bei der 
Transformationsgleichung 10. Grades, sowie bei der Resolvente (1) 
mit Vorteil verwendete ,Methode der Funktionaldeterminanten“ 
verstrickt hier wegen der Hôhe des Grades der Relation und der 
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sich einstellenden Irrationalitäten V5 und V—3 in unübersteigliche 
Rechnungen. 


Zur Gewinnung der Resolvente 15. Grades habe ich demnach 
einen anderen Weg eingeschlagen und an die Tatsache angeknüpft, 
daf jede Oktaedergruppe G,, eine ausgezeichnete Tetraedergruppe 
G,, enthält. In der G,, finden sich demnach auch zwei Sy- 
steme von je 15 gleichberechtigten Tetraedergruppen 
G;,, und ihnen entsprechen zwei Systeme von je 15 gleich- 
berechtigten Untergruppen I,, innerhalb der Gruppe I: 
Für die einzelne 1°}, kann man einen Diskontinuitätsbereich ohne 
Mühe durch Verdoppelung des schon gewonnenen Bereiches der 
zugehôrigen 1”, finden. Es stellt sich hierbei heraus, daB die 
einzelne 1}, eine unsymmetrische Gruppe der Sig- 
natur (1, 5: 2, 2,.2) ist. 

Obwobl hier das Geschlecht auf p — 1 gestiegen ist, kônnen 
wir doch ein Funktionssystem der 1°, leicht angeben. Man kann 
nämlich die Gruppen I',, auch sehr leicht von den zu den Ikosaeder- 
Gx gehôrenden Gruppen 1, gewinnen. Jede G,, enthält nämlich 
5 gleichberechtigte Tetraeder-G,,, die 6 gleichberechtigten G,, 
deren also 30. Da aber die einzelne G,, eine unter 15 gleichbe- 
rechtigten ist, so sind jene 30 G,, zu Paaren einander gleich, 
woraus sich ergibt, daf die einzelne G,, immer in zwei gleichbe- 
rechtigten G,, enthalten ist, und zwar offenbar als ihr grôfter 
gemeinsamer Bestandteil. Zur Gewinnung der 1, aus den [7, hat 
man hiernach so zu verfahren: Durch Kombination zu zweien stellt 
man aus den 6 gleichberechtigten I, des einzelnen Systems 1b 
Paare 1°, 1 her; der grôBte gemeinsame Bestandteil der Gruppen 
T,, 1} des einzelnen Paares ist dann eine diesem Paare zugeordnete 
T,,, so daf jene 15 Paare 17, 1° die 15 gleichberechtigten 17, des 
einzelnen Systems ergeben. Die 1, ist in ihrer I, ausgezeichnet 
enthalten. Merken wir also gleich noch an: Eine in der 1”, ent- 
haltene, aber der 1,, fremde Substitution transformiert 1, und 1" 
in einander. . 

Zufolge dieser Darlegungen haben wir in den beiden Haupt- 
fanktionen t(£), r’($) von 1, und 1” unmittelbar ein Funktions- 
system der I’, Dabei mu zwischen r und r' eine algebraïische 
Relation bestehen, in der + und r' auf den 5. Grad steigen. Diese 
Relation ist sofort angebbar. Da nämlich r und r' Wurzeln der 
Gleichung (1) sind, so setze man die Ausdrücke von (J—1) in x 
und in r' einander gleich und findet: 
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CE) er fe sains le = 0. 


Befreit man diese Gleichung von ihrem nicht identisch verschwin- 
denden Faktor (r—7’), so entspringt die fragliche Relation: 


(2) (c+r) rc —3(T+7) (cr) + (Tr) 
— 8 (8 +2 V15) ((x +v') rr— 2 (r + 5’) (rr')) 
+3 (81+19i V15) ((r+ 7) vo —(17/)) — 2.7 (2435 V15)(r+v')vr’ 
+3.(8+ 37 V15) vr' + 41(7 — 83i V15) — 


Infolge der Symmetrie wird diese Relation durch den Aus- 
tausch von r und s' in sich transformiert. Aber dieser Austausch 
wurde, wie oben bemerkt, durch eine der 1”, fremde Substitution 
der I, bewirkt. Man gewinnt demnach weiter in den beiden 
symmetrischen Funktionen: 


1) = 76)T'E, u(6) = 7(6)+7 (6) 


der v, r’ ein Funktionssystem für die der Oktaeder-G,, entspre- 
chende Gruppe 1, des Geschlechtes p — 0. Zufolge (2) sind # 
und # an einander gebunden durch die Relation: 


(8) tut—Pu+8—3(5+1V15) (tu —28u) + 3 (81 + à V1B) (éu* —#°) 
— 2,7 (2+ 8i V15) tu + 3(8+87 à V15)4+ 1 (7 — 33: 15) — 


Die Funktion #(€) ist im Polygon der I", vierwertig. Dabei 
kann man aus dem bekannten Verhalten von r(£) und +’(£) fest- 
stellen, daf die vier Nullpunkte von é zusammenfallen, sowie da 
die vier Pole zu Paaren koinzidieren. Somit ist auch noch: 


(® vO = VE = VF O.70 

eine unverzweigte und also wegen des Geschlechtes O0 auch ein- 
deutige Funktion der I Tir und zwar eine solche von der Wertig- : 
keit 2. Setzen wir { — v” in die Relation (3) ein, so mu dieselbe 
reduzibel werden, indem die linke Seite in das Produkt zweier 
Faktoren zerfällt, die durch Zeichenwechsel von v in einander 
übergehen. Die Rechnung bestätigt dies in der Tat; dabei wählen 
wir das bei der Erklärung (4) von v noch unbestimmt gebliebene 
Vorzeichen, indem wir einen beliebigen jener beiden Faktoren der 
linken Seite von (3) als den verschwindenden wählen. So ge- 
langen wir für die I}, zu einem System von Funk- 
tionen u(£), v(£) der Wertigkeiten 3 bezw. 2, welche 
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verbunden sind durch die Relation: 


(5) ao + uv" — 0° — 1 (15 + 35 V15) uv — 4 (15 + 8i 15) v’ 
+ (12 + 8i V15) o + 4 (11 + 8i 15) = 0. 


Eine Hauptfanktion 6 (£) für die I, kann man jetzt auf zwei 
Wegen finden. Erstlich mu sich der Diskontinuitätsbereich der 
T',, über der v-Ebene als zweiblättrige Fläche des Geschlechtes 
p = 0, und also mit zwei Verzweigungspunkten lagern lassen. 
Die Diskriminante der für w quadratischen Gleichung (5): 


5 ct + (15+ 3i V/15) o° — 4 (51 — 215 V/15) »° — (22 + 6i V15) o 


muB demnach einen Linearfaktor im Quadrat enthalten und zer- 
legt sich in der Tat wie folgt: 


o (0 +4) (0 VS — 4 (V5 — 3i V3). 


Die beiden Verzweigungspunkte der zweiblättrigen Fläche über 
der v-Ebene liegen also bei v — 0 und » — —4, so daf eine 
Hauptfunktion der 1°, bis auf das noch zu wählende Vor- 
zeichen durch: 


(6) 6 = VIESS 


gewonnen ist. Das Vorzeichen aber wollen wir dadurch bestimmen, 
daB wir unter den beiden Lüsungen der Gleichung (5) nach « die 
folgende wäbhlen : 


(7) u—=—40+4(15+ 8515) — 4(0 V5 —41(V5—35V3))c. 


Bei der zweiten Art, die Hauptfunktion 6($) zu bestimmen, 
deuten wir « und v als Koordinaten in der Ebene. Dann liefert 
(5) eine Kurve dritten Grades vom Geschlechte p — 0, auf dieser 
aber muf das Geradenbüschel durch den Doppelpunkt die Haupt- 
funktion ausschneiden. Indessen muB dieser Ansatz einfach zu der 
aus (7) entspringenden Darstellung von 6: 

___ 4u+2v—38 (5 + VI5) 
2V5v— V5 + 3i V3 
führen; und in der Tat zeigt man leicht, daS die Koordinaten: 
5 + 9i V3 b—3:V3 
(9) d, = 7V5+ 93 va _ VE—3iV8 


(8) 


OURS Vi DR El, 


zur Tra nsformationstheorie der automorphen Funktionen II. 245 


für welche Zähler und Nenner der rechten Seite von (8) zugleich 
verschwinden, den Doppelpunkt liefern. 

Durch Auflüsung der Gleichung (6) nach v und Eintragung 
des entstehenden Ausdrucks von v in (7) ergeben sich die Glei- 
chungen: 

U=—= TT! 

(V5—8iV3)0+3(5+iV15)6-3(3V/5—5iV3)6—(23+3:V15) 

(0° —1) 


— \f — Vrr' line Le 


Benutzt man demnach 6(f), t(£) für die I, als ein System von 
Funktionen der Wertigkeiten 2 bezw. 5, so sind dieselben durch 
folgende Relation an einander gebunden: 


(0) 47 (6— 1) — 5 (0° —1) (V5 — 35 V3) 6° +38 (5+5V15) 6 
— 3(3 V5— 1/3) o — (23 +3 à V15))+64 = 0. 


Bildet man den Diskontinuitätsbereich der 1, mittelst der 
Funktion 6(£) ab, so entspringt eine zweiblättrige Fläche, welche 
wegen des Greschlechtes 1 der I, vier Verzweigungspunkte haben 
muf. Die Diskriminante der für r quadratischen Gleichung (10), 
welche vom 10. Grade in & ist, muB demnach auBer vier einfachen 
Linearfaktoren das Quadrat eines kubischen Ausdruck enthalten. 
In der Tat zeigt die Rechnung, da jene Diskriminante sich aus 
dem Quadrat von: 


6° +213 6° — 06 — à 23 
und dem biquadratischen Faktor: 
(6— V5)(o—4(8V5 +2 V3) (0° + & (V5 + 8 V3) a+ 3 (7 + Où V15)) 


zusammensetzt. Die Funktion c(f)und die Quadratwurzel 
aus diesem biquadratischen Ausdruck liefern das ein- 
fachste Funktionssystem der I. 

Um nun die Resolvente 15. Grades zu gewinnen, gehe man 
auf die Einteilung des Diskontinuitätsbereiches der 1, in 15 
Doppeldreiecke der Gesamtgruppe 1° zurück und bestimme die be- 
sonderen Werte von & (ft) in den Ecken dieser Einteilung. Hierher 
gehôüren bereits die Nullwerte 6 = + 1, —i V3, V5, 4(8V5+iV3),..- 
der eben angegebenen Funktionen 3. und 4. Grades von 6, und 
aus den fertig gezeichneten Bereichen unserer Gruppen ist auch 
nicht schwer anzugeben, an welchen Stellen diese Werte zutreffen. 


246 Robert Fricke, z. Transformationstheorie d. automorph. Funktionen II. 


Im übrigen kennt man aus ŒX die Wertverteilung von + und 5. 
Aus den Werten von r und 1’ in der einzelnen Ecke der frag- 
lichen FRAME ergeben sich aber sofort die Werte w — 
T+z und v = #r', sowie dann weiter mittelst der aus (5) fol- 
genden Gleichung : 


Quv* — (15 + 3i V15) v° + 11 + 3i V/15 
Qu — Do — (15 + 8 V15) u + 24 + Gi V15 
auch der Wert von v. Den gesuchten Wert 6 liefert dann end- 
lich die Gleichung (8). 
Ohne auf die Einzelheiten der Rechnungen einzugehen, geben 


wir sofort die Gestalt der einen Resolvente 15. Grades 
der Transformationsgleichung an: 


J:J—1:1 — PR AT ELL LE ES PRE RE 


dv = — 


V5 8 
(o- po | tr ee 3—3iV18 
4 V5 20 2 V5 


9+ 3i V16 \|* 
ie n +) 


(e- SENS) Sy f(o+i V9 (e+ a . 
el 


4 


s 3*i V3 d 5 6 
go Je (VE +3 VE) 1)" 


Die zweite Resolvente 15. Grades geht hieraus einfach dadurch 
hervor, da man in den Koeffizienten überall das Vorzeichen von 
à wecbselt. 

Über der Transformationsgleichung und ihren angegebenen 
Resolventen 6. und 15. Grades steht, sie alle beherrschend, die 
zugehôrige Galois’sche Resolvente vom 360. Grade. Diese kann 
unmittelbar aus den invariantentheoretischen Entwicklungen von 
Wiman über die G,, entnommen werden, Wie sich die Lô- 
sungen unserer Gleichungen 6., 10. und 15. Grades in dieser Ga- 
loisschen Resolvente gewinnen lassen, werde ich demnächst an 
anderer Stelle im Zusammenhange entwickeln. 


Bad Harzburg, den 29. Dezember 1911. 


+: 


Nachweis, da in der sog. Tonhôhe zwei von einander 
unabhängige Eigenschaften zu unterscheiden sind. 


Von 
Privatdozent Géza Révész, Budapest. 


“Vorgelegt von G. E. Müller in der Sitzung am 13. Januar 1912. 


Qualität und Hôhe. 


Die im Gebiete der Tonempfindungen bestehenden Verhältnisse 
sind nur dann zu begreifen, wenn wir jedem Tone auBer der In- 
tensität nicht, wie üblich, nur eine wesentliche musikalische Eigen- 
schaft, die Tonhôhe, sondern deren zwei zuschreiben. Die eine 
Eigenschaft wollen wir musikalische Qualität des Tones, die 
andere Hôühe des Tones nennen. Für uns sind also die Ausdrücke 
Qualität und Hôhe keine Synonyma; auch bedeuten sie nicht genau 
dasselbe wie in der vorliegenden Literatur. 

Schon die phänomenologische Betrachtung der Tonreïhe lehrt, 
daf jedem Ton neben seiner Intensität zwei von einander unab- 
hängige Merkmale zukommen. 

Führen wir uns die Tonreihe auf- oder absteigend vor, so 
nebmen wir erstens die Erscheinung des Steigens oder des 
Sinkens wahr, eine Erscheinung, die offenbar als die Veränderung 
eines Merkmals in einer konstanten Richtung anzusehen ist. Diese 
ÂAnderungsmôglichkeit hat die Aufmerksamkeit der bisherigen Be- 
obachter am meisten auf sich gezogen, und sie ist die einzige, die 
bisher theoretisch eingehender gewürdigt worden ist. Darum finden 
wir die Tonreihe, abgesehen von der Intensität, fast in allen bis- 
herigen Darstellungen als eine eindimensionale Mannigfaltigkeit 
von Empfindungen aufgefaft. Zweitens macht sich bei der Vor- 
fübhrang der Tonreihe eine Periodizität der Empfndungen geltend, 
indem in den Oktaventônen (im Oktavenverhältnis stehenden Tônen) 
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ähnliche Empfindungen wiederkehren. Wir fassen diese bisher als 
nebensächlich angesehene, theoretisch nicht weiter verwertete und 
gelegentlich sogar in ihrer Existenz geleugnete Tatsache als min- 
destens ebenso wesentlich auf als die Erscheinung des Steigens 
und Sinkens; wir sehen darin eine periodische Wiederkehr des 
anderen unserer beiden Merkmale. Dieses Merkmal ist es, welches 
wir Qualität nennen, während das andere, welches in der Er- 
scheinung des Steigens und Sinkens zum Ausdruck kommt, den 
Namen Hôhe behalten soll. 

Daf wir in der Periodizität der Tonreïihe die periodische 
Wiederkehr eines besonderen Merkmals sehen, wird dadurch ge- 
rechtfertigt, daB die Periodizität in der Âhnlichkeit der Ok- 
taventüne ihren Grund hat, die sich im vorliegenden Falle un- 
gezwungen aus einem gemeinsamen Element verständlich machen 
läft; da aber diese Âhnlichkeit wirklich da ist und einem Paar 
von OÉtaventinen unter allen Umständen ursprünglich zukommt, 
habe ich durch Versuche bewiesen, die zeigen, da$ nicht gemein- 
same Partialtône, wie Helmholtz meinte, die Ahnlichkeit bedingen. 
Versuchspersonen, die in der Erkennung von Intervallen ungeübt 
waren, habe ich Reïhen von obertonfreien Tünen, die bald in diesem, 
bald in jenem Verhältnis (Quinte, Terz etc.) und zwischendurch 
auch im Oktavenverhältnis standen, mit der Frage vorgeführt, ob 
sie aus ähnlichen Tônen bestünden, wobei die Antwort nur bei 
den Oktavenreihen, dort aber stets bejahend ausfiel. Dabei wurde 
sogar angegeben, daf die im Oktavenverhältnis stehenden ähnlichen 
Tüne eigentlich identische Tône seien. Das ist nichts anderes als 
eine Bestätigung unserer theoretischen Auffassung, nach welcher 
in den Oktaventünen eines der beiden Merkmale, die Qua- 
lität, identisch ist. DaB Oktaventône doch nicht schlechthin 
identisch sind, beruht nach unserer Auffassung darauf, daB sie 
sich durch das andere Merkmal, die Hôühe, unterscheiden. 

Zum Beweise, daf jedem Tone zwei selbständige, unabhängig 
von einander veränderliche musikalische Merkmale zukommen, da8 
diese unter besonderen Umständen auch in anderer als der ge- 
wôühnlich zu beobachtenden Verknüpfung vorkommen kônnen, ja, 
daf das eine oder das andere sogar nahezu isoliert an einer Ton- 
empfindung auftreten kann, will ich folgende Beobachtungen an- 
fübren. 


Anderung der Qualität ohne Ânderung der Hôhe. 


1. Nimmt man an, daf eine Ânderung der Qualität eines Tones 
ohne merkliche Ânderung seiner Hôhe môglich sei, so lassen sich 
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die Aussagen verstehen, die man erhält, wenn man einer Versuchs- 
person zwei Tône von sehr wenig verschiedener Schwingungszahl 
vorführt. Macht man den Unterschied genügend klein, so gibt 
der Beobachter oft an die Tône als verschieden zu erkennen, ohne 
daB er doch sagen kônnte, welcher Ton der hôhere sei. Da also 
hier ein Unterschied erkannt wird, der Beobachter aber doch hin- 
sichtlich der Beurteilung nach der Hôhe hin unschlüssig bleibt, so 
müssen wir schliefen, daf die beiden Tüne inbezug auf ihre Hôhe 
gleich oder nicht in unterscheidbarer Weise verschieden, inbezug 
auf ihre Qualität aber deutlich verschieden sind. 

2. Sind pathologische Bedingungen vorhanden, so läft sich 
eine Ânderung der Qualität bei unveränderter Hôhe beobachten, 
und es kann auch geschehen, daf zwei vorgeführte Tône zwar 
verschieden hinsichtlich der Qualität, aber gleich hinsichtlich der 
Hôhe erscheinen. Es gelingt nämlich nachzuweisen, da8 bei der 
Paracuse, wie sie das Gehôr der Vp. Dr. v. Liebermann aufweist!), 
die Qualität der Tône verändert, die Hôhe aber nor- 
mal ist. Die Fälschung der Qualität wurde nachgewiesen durch 
Nachsingen, durch Beurteilung der Intervalle sukzessiver Tône und 
durch das sog. absolute Gehür (absolutes Tonbewu$tsein in Beziehung 
auf die Qualität), die bei gefälschter Qualität normale Hôhe durch 
absolute Hôhenurteile (absolutes Tonbewuñtsein in Beziehung auf 
die Hôhe, vgl. S. 252), durch Urteile über Hühendistanzen und 
durch die unveränderte Erscheinung des Steigens und Sinkens. 
Durch diese Methoden konnte z. B. festgestellt werden, daB das 
dreigestrichene c die Qualität gis angenommen hatte, ohne seine 
normale Hôhe verlassen zu haben. In diesem Ton war also die 
gis-Qualität mit einer Hôhe verbunden, mit der sie normalerweise 
niemals in einer Tonempfindung vereint ist Wäbrend wir also 
einerseits finden, daB eine falsche Qualität infolge pathologischer 
Einflüsse die Stelle einer normalen angenommen hat, kônnen wir 
anderseits mit Hülfe desselben pathologischen Zustandes demon- 
strieren, daB zwei verschiedene Qualitäten mit derselben Hôhe 
verbunden vorkommen kônnen, indem wir das Verhalten des einen 
Ohres mit dem des anderen vergleichen. Da die Hôhe der Tône 
für beide Ohren normal geblieben ist, die Fälschung der Qualität 
aber im allgemeinen für beide Ohren verschieden ist, so brauchen 
wir nur ein und denselben Ton beiden Ohren sukzessive vor- 
zuführen, um zwei verschiedene Qualitäten in derselben Hôhe zu 
erhalten. 


1) Vergl. Zeitschrift f. Psychologie, Bd. 48, 1908, S. 269 fr. 
el. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Hett 2. 17 
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Ein eigentümlicher Fall von veränderter Qualität bei normaler 
Hôhe lieB sich ferner bei derselben Vp. in der tiefsten Lage auf- 
finden, wo z. B. das Contra-c, ohne seine Hôhe zu ver- 
ändern, die normale Qualität c und die Qualität g in 
raschem Wechsel annahm. 


Anderung der Hôhe ohne Ânderung der Qualität. 

1. Eine Ânderung der Hühe ohne Ânderung der Qualität 
finden wir unter normalen Umständen bei sukzessiver Vorführung 
von Tônen, die im Oktavenverhältnis stehen. Das ist oben er- 
läutert worden. 

2. Das pathologische Tongebiet der Vp. L. ist so beschaffen, 
daB gewôhnlich eine grofe Reïhe benachbarter Tône dieselbe Qua- 
lität hat. So kam es z.B. vor, daB alle Tône von g° bis dis‘ 
dieselbe Qualität gis hatten. Da dabei die Hôhe der einzelnen 
Tône normal, also verschieden war, brauchte man nur diese Reihe 
von Tünen zu spielen, um eine Veränderung der Hôhe bei gleich- 
bleibender Qualität zu erhalten. 


Gehôrsempfindungen mit deutlich erkennbarer Hôhe 
bei undeutlich erkennbarer Qualität. 

1. Die Tône der untersten und obersten Teile der 
hôrbaren Tonreihe, die zwischen der jeweiligen Hôrgrenze 
und der musikalischen Tonregion liegen, sind der Qualität nach 
nicht zu bestimmen. Man kann ihnen z. B. keinen Ton als Oktave 
zuordnen, da sie überhaupt keine deutlichen Intervalle mit anderen 
Tônen, etwa solchen der mittleren Gegend bilden. Ihr Eindruck 
ist nicht der von der musikalischen Tonregion her bekannte. Da 
aber trotz fehlender Qualität das Hôhenmerkmal in ausgeprägtester 
Weise erhalten ist, wird niemand bestreiten, der einmal einen Sub- 
kontraton oder einen Ton der Galtonpfeife gehôrt hat. Auch läft 
sich zeigen, daB diese Tône Unterschiede der Hôhe aufweisen; 
geht man also z. B. die Subkontraoktave entlang, so bekommt 
man eine Anderung der Hôhe ohne Ânderung der Qualität. 

2. Es existieren alle môglichen Ühehginge zwischen Tônen 
und Geräuschen. Je näher nun eine Gehürempfindung einem Ge- 
räusch kommt, desto mehr büft sie von ihrem qualitativen Merkmal 
ein, wobei aber das Hühenmerkmal ganz deutlich erhalten bleiben 
kann. Dies gilt von den Tüônen der Pauke, der Trommel, von 
den Tônen von Holzstäben und Platten, vom Blasen des Windes. 
Die qualitätslose Hôhe ist dabei so deutlich, daf Empfn- 
dungen dieser Art sogar Hühendistanzen miteinander bilden, die 
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durch eine Art von Illusion sogar als volle musikalische Intervalle 
erscheinen kôünnen. 


Intervalle. 

Welches Intervall zwei sukzessiv gegebene Tône bilden, hängt 
von den beiden von uns an ihnen unterschiedenen Merkmalen an. 

EinfluB der Hôühe. Sind die Qualitäten c und e gegeben, 
so ist damit das Intervall nicht bestimmt; es kann erstens eine 
Terz oder Sexte sein, zweitens jedes dieser Intervalle in enger 
oder erweiterter Form. Die Entscheidung wird durch die Hôhen 
gegeben. 

Sind zwei gleiche Qualitäten in beliebig verschiedenen Hôhen 
gegeben, wie das pathologischer Weise in Tongebieten vorkommt, 
wo eine ganze Reïhe benachbarter Tône dieselbe Qualität hat, so 
läft sich doch das objektive Intervall zweier solcher qualitäts- 
- gleicher Tône einzig auf Grund ihres Hühenunterschiedes mit leid- 
licher Genauigkeit beurteilen. 

Bei undeutlicher Qualität, wie eine solche geräuschartige Tône 
haben, kann doch der Eindruck eines Intervalles zwischen zwei 
Tôünen entstehen. 

EinfluB der Qualität. ÆErweiterte Intervalle sind den 
engen äuferst ähnlich und kôünnen sie sogar in der Melodie ver- 
treten. 

Die beiden Tône eines Intervalles haben in tiefer Lage be- 
kanntlich viel kleinere Hôühendistanz als in mittlerer. Wenn also 
das Intervall dort dasselbe ist, so kann das nur an den Qualitäten 
liegen. Unter pathologischen Verhältnissen erscheinen die Inter- 
valle auch in einer eng begrenzten Lage mit allen Hôhendistanzen. 
Zwei gis-Tône z. B. mit der Hôhendistanz einer Septime bilden 
eine Oktave, machen den genauen Eindruck einer Oktave. 

Ein Ton, dessen Hôühe nachweïsbar normal ist, kann doch mit 
einem anderen Ton ein Intervall bilden, das objektiv falsch beur- 
teilt wird. Das kann nur daher kommen, daB seine Qualität ge- 
fälscht ist und diese falsche Qualität das Intervall bestimmt. 

Hat eine Reïhe benachbarter Tône bei normalem Hôhenunter- 
schied dieselbe Qualität und soll ein Intervall zwischen zwei Tônen 
einer solchen Reïhe beurteilt werden, so ist das psychische Ver- 
halten beim Urteilen gänzlich anders als unter normalen Verhältnissen. 


Absolutes Gehôr. 
Es hat sich herausgestellt, daB man zwei Arten von absolutem 


Gehôür unterscheiden mu. Das absolute Gehôr kann sich auf das 
17* 
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eine oder das andere unserer beiden Toneigenschaften beziehen. 
Wir unterscheiden danach Tonqualitätenerkennung und 
Tonhôhenerkennung. 

Wer Tonqualitäten erkennen kann, gibt seine Urteile genau, 
rasch, subjektiv sicher ab; die Namen der Tône kommen ihm un- 
mittelbar, er erlebt dabeï nichts Besonderes, verhält sich sozusagen 
psychisch passiv. Die Tône erscheinen ïihm als Individualitäten. 
Seine Fähigkeit hat nicht eine eingehende Beschäftigung mit den 
Klängen der Musik zur Voraussetzung. 

Wer Tonhôhen erkennen kann, bestimmt die Tône nur un- 
gefähr nach längerer Überlegung, mit geringerer subjektiver Sicher- 
heit; er verhält sich beim Urteilen eher aktiv, was sich im Suchen, 
Probieren, Kontrollieren äufert. Die Tône haben für ihn keinen 
individuellen Charakter; seine Fähigkeit ist erworben, durch Musik- 
machen und bewuBtes Üben entwickelt. 

Das qualitative absolute Gehôr kommt nicht ohne die Fähig- 
keit der Tonhühenerkennung vor; dagegén findet sich bei vielen 
Menschen die Tonhôhenerkennung allein. 

Ich konnte bei einer Vp. die beiden Arten des absoluten Ge- 
hôürs nebeneinander beobachten. Das qualitative fand sich nur in 
der mittleren Tonregion, während in der Tiefe und Hôhe nur 
Tonhôhen erkannt wurden'). Aber auch in der Mitte gelang es, 
die beiden Arten des absoluten Gehôrs zu isolieren, indem ich 
davon Gebrauch machte, daB gesungene Tône viel schwerer erkannt 
werden als z. B. Geigen- und Klaviertône; denn so verhält es sich 
bekanntlich bei den meisten Menschen mit absolutem Gehôr. Ich 
konnte nun bei diesem Beobachter nachweïisen, daB er bei gesun- 
genen Tônen nur die Hôhe, nicht die Qualität erkennt. 

In einem Gebiete konstanter Qualität konnte endlich dieser 
Beobachter die Tône nach Belieben der Hühe nach oder der Qua- 
lität nach bestimmen, was sich hier deswegen so scharf trennen 
lieB, weil die beiden Urteilsweisen in diesem abnormen Falle zu 
ganz verschiedenen Ergebnissen führen muften. 


1) Wie das müglich ist, wo doch in der Tiefe und Hôhe die Qualitäten die- 
selben sind wie in der Mitte, kann an dieser Stelle nicht/ausgeführt werden. 


Zur molekularen Theorie der Piëézoelektrizität 
des Turmalins. 


Von 
Eduard Riecke, 


Vorgelegt in der Sitzung am 3. Februar 1912. 


1. Der molekularen Theorie der Piëzoelektrizität, welche ich 
im Jahre 1892 verôffentlicht habe!), liegen die folgenden Vor- 
stellungen zugrunde. Die Mittelpunkte der Kristallmoleküle bilden 
Raumgitter, welche den Symmetriecharakter der verschiedenen 
Kristallsysteme besitzen. In dem allgemeinsten Falle des triklinen 
Systems liegen die Gitterpankte in den Ecken kongruenter Parallel- 
epipeda, welche als primitive Parallelepipeda bezeichnet werden. 
Beim monoklinen System ist das primitive Parallelepipedon eine 
gerade rhomboiïdische Säule, beim rhombischen ein rechtwinkliges 
Parallelepipedon, beim quadratischen eine grade quadratische Säule, 
beim regulären ein Würfel. Beim hexagonalen System liegen die 
Gitterpunkte in den Ecken kongruenter gerader Prismen, deren 
Grundflächen gleichseitige Dreiecke sind. Jedes Molekül ist um- 
geben von einem System elektrischer Pole; seine Anordnung be- 
sitzt die Symmetrieverhältnisse der speziellen Gruppe, welcher der 
betreffende Kristall angehôrt. Das System ist mit dem Moleküle 
so verbunden, daB seine Symmetrieebenen und Achsen mit den ent- 
sprechenden Symmetrieelementen des Raumgitters zusammenfallen. 
Wie man sieht, ist die hierdurch gegebene Konstitution eines Kri- 
stalles im wesentlichen identisch mit dem, was Schôünflief als 
ein Molekelgitter bezeichnet. 

Die mit den einzelnen Molekülen verbundenen Polsysteme 
müssen sich im natürlichen Zustande des Kristalls in stabilem 


1) Abh. d. Kônigl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen, 1892, Bd. 88. 
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Gleichgewichte befinden. Dieses Gleichgewicht wird vielleicht 
nicht allein durch elektrische Wechselwirkungen bedingt sein, 
sondern noch von Kräften anderer Art, etwa elastischen Kräften 
aufrecht erhalten werden. Hat der Kristall wie der Turmalin 
eine ausgezeichnete polare Hauptachse, so kann angenommen 
werden, daB jedes Molekül in der Richtung der Hauptachse ein 
permanentes elektrisches Moment besitzt. Die Gesamtwirkung all 
solcher Momente ist äquivalent mit der Wirkung von elektrischen 
Oberflächenschichten, welche auf den Endflächen des Kristalls auf- 
treten, und welche an der einen Endfläche positives, an der anderen 
negatives Vorzeichen haben. Die Wirkung dieser Schichten wird 
aber nach auBen und innen vollkommen kompensiert durch Schichten 
von überall entgegengesetzter Dichte, welche der Oberfläche äufer- 
lich aufgelagert sind. Sie bilden sich stets infolge der wenn auch 
geringen Leiïtfähigkeit der Oberfläche oder der den Kristall um- 
gebenden Luft. 

Die Moleküle des Kristalls betrachten wir als diélektrisch 
erregbar. Nun werden schon im natürlichen Zustande des Kristalls 
elektrische Kräfte auf die einzelnen Moleküle ausgeübt werden. 
Die ihnen entsprechenden diëélektrischen Momente kommen aber nicht 
in Betracht, da ihre Wirkungen durch entgegengesetzte Oberflächen- 
schichten ebenso kompensiert werden, wie die Wirkungen perma- 
nenter molekularer Momente. Wenn aber der Kristall durch Tem- 
peraturänderung oder durch Druck deformiert wird, so werden 
neue diëlektrische Momente erregt, und diese werden zu beob- 
achtbaren Wirkungen Veranlassung geben. 

2. Die Berechnung der durch einen äuBeren Druck hervor- 
gerufenen Momente habe ich zunächst in folgender Weise aus- 
geführt. Der Mittelpunkt eines Moleküls À wurde zum Anfangs- 
punkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems gewählt. Sodann 
wurde das Potential und die elektrischen Kräfte, welche von irgend 
einem anderen Molekül B auf À ausgeübt werden, berechnet. Die 
elektrischen Kräfte selber kommen nach der vorhergehenden Be-. 
merkung nicht in Betracht, sondern nur die Anderungen, welche 
sie bei der Deformation des Kristalls erfahren. Die Kompo- 
nenten der gesamten elektrischen Kraft, welche so auf 
den Mittelpunkt des Moleküls À neu ausgeübt wird, 
habe ich bezeichnet mit %,H,Z; ich habe sodann die An- 
nabme gemacht, daB das diélektrische Moment des Moleküls der 
Resultante aus den Kräften #, H, Z proportional und ihr gleich- 
gerichtet sei. Dabei ist der Faktor, mit dem die Kraft zu multi- 
plizieren ist, um das Moment zu erhalten, unbestimmt gelassen. 
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Man kann den Ansatz so modifizieren, daf jener Faktor durch 
die diélektrische Konstante des Kristalls ausgedrückt werden 
kann. Wir beschreiben zu diesem Zwecke um den Mittelpunkt des 
Moleküls À eine kleine Kugel. Die Richtung und die Grôfe der 
elektrischen Kraft sei in ihrem ganzen Innern dieselbe, und sie 
enthalte eine grofe Zahl einzelner Moleküle. Auf all diese wirkt 
dann dieselbe Kraft; in allen wird ein elektrisches Moment von 
derselben GrôBe erregt. Die. Gesamtsumme der molekularen Mo- 
mente stellt das elektrische Moment der kleinen Kugel dar. Für 
dieses aber werden die bekannten Gleichungen, welche in der 
Theorie der Diélektrizität entwickelt werden, gelten. Berück- 
sichtigt muB dabei werden, daB die diëélektrische Konstante des 
Kristalls für verschiedene Richtungen verschiedene Werte besitzt. 
Wir setzen voraus, daB die Richtungen der Koordinatenachsen 
mit den Hauptachsen des Kristalls zusammenfallen. Die diëlek- 
. trischen Konstanten nach diesen Richtungen seien X,, K,, K.. 
Dann gelten für die entsprechenden Elektrisierungskonstanten die 
Formeln: 

Pal Kg set K,—1 NC ho 

4 4x ? OPEN 4x 
Für die auf die Volumeneinheit bezogenen elektrischen Momente 
der kleinen Kugel nach den Richtungen der Koordinatenachsen 
ergeben sich die Formeln: 


purs. %, moe 3 K,—1,, 
1 = = 5; 
Ye 4x K, +2 

%, PR Me Poe à on 
(1) Lo ER FE PO CE CAS AS À 
1+-5 4, 
te #3 PROS M 
pi ASE 47 dv 
l+ x 


3. Wir gehen nun über zu der Berechnung der Kräfte 
5, H, Z. Das von einem Moleküle F mit den Koordinaten x, ,, 4, 
ausgeübte Potential sei P,; dann sind die Komponenten der ihm 
entsprechenden Kraft gegeben durch: 
ÔP 0P, saute dE, 


= 1 =" — 
(2) X,  ” dx, ) F, Ni ôy, ; 1 02, : 


Die Verschiebungen, welche das Molekül B infolge des ausgeübten 
Druckes erleidet, seien #,, v, w,. Dann sind pi Ânderungen der 
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Kraftkomponenten gegeben durch: 


pe OX, OX, 

RE 
rl or, ‘y, 

(3) | QE dx. à er + de, W, ; 
02, ôZ, oZ, 

A —— 0x, °U, ER M Tisr Le, 


Für die Verschiebungen ,, v,, w, machen wir die Ansätze: 


U = 4,2, +4,%, +4,24, 
4) VO = dl, + Yi + As és) 
WU = Al, + Qu Yi + Ass 2) 


WO dy = GG; ist. Mit den gewühnlichen DeformationsgrôBen x, 
u.s. w. stehen die GrôBen a in der Beziehung: 


di Le) LP = Yys Ass = Z,; 


= y, 2.4, =2, 2.4 = 4%, 


di; 
@) 2.4, 
Wir setzen voraus, daB die Deformation des Kristalls eine homo- 
gene sei, d. h. daf die Gleichungen (4) für sämtliche Moleküle des 
Kristalles gelten. Dann ergeben sich für die gesamten Kräfte, 
welche durch Parallelverschiebung der Moleküle neu er- 
zeugt werden, die Gleichungen: 


qu” Ô ox, ‘X,, 
(6) E=a,2—— 1 a+ a EE Y, + as 2 TA 
(0) À 
+ 4 (+ Lu z +2 2) IRC 
23 Ôy, Ôz E : 


oX, oX, 
+a(Z dx DE +Z y, 2) 


Die Gleichungen für 11 und Z ergeben sich, wenn man in der 
Glcichung für # an Stelle von X, die Komponenten }, und Z 
setzt. 

Im allgemeinen werden die Verschiebungen der Moleküle ver- 
bunden sein mit Drehungen um ïihre Mittelpunkte. Wir be- 
zeichnen die Drehungen um drei zu den Koordinatenachsen parallele 
Achsen mit /,m,n. Diese Drehungen geben Veranlassung zu neuen 
Kräften, welche auf den Mittelpunkt des Moleküls À ausgeübt 
werden. Sie sind gegeben durch die Formeln: 
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ox, ee 
02, 


(?) 15e OX, 


F5 2, — de v)+ma(ses eh EZ) 


ôX, oX, 
+n2(o Vi dy, “as 


Die Formeln für H und Z ergeben sich wieder durch Substitution 
von Ÿ, und Z, an Stelle von X.. 

Ferner ist in dem Ausdrucke für H' in der ersten Summe 
hinzuzufügen — Z,, in der dritten X, an Stelle von — Y,, Z, in der 
zweiten fällt weg. In dem Ausdrucke für Z’ ist in der ersten 
Summe hinzuzufügen +Y,, in der zweiten —X, an Stelle von 
Z,, Y, in der dritten fällt weg. 

Aus den Symmetrieverhältnissen des Turmalins folgt, daf 


lue 147, M. 21.2, He Vi IR 


4 Wir wollen die allgemeinen Formeln anwenden auf den 
speziellen Fall des Turmalins. Den Symmetrieverhältnissen 
des Kristalls entspricht man durch die folgende Anordnung elek- 
trischer Pole. Wir machen den Mittelpunkt eines Moleküls zum 
Mittelpunkt eines Hülfskoordinatensystems Ë, », 6; die Achse € sei 
parallel mit der Hauptachse des Turmalins; die positive Achsen- 
richtung stimme überein mit der Richtung vom analogen zum 
antilogen Ende. Auf der Achse £ nehmen wir in gleichen Ab- 
ständen vom Mittelpunkte ein Polpaar von der Stärke s, der posi- 
tive Pol liege auf dem positiven Zweige der Achse. 

In der Ebene £y konstruieren wir ein reguläres Sechseck, 
dessen Mittelpunkt zusammenfällt mit dem Mittelpunkte des Mole- 
küls. Zwei seiner Ecken liegen auf der Achse 7. Die Ecken 
dieses Sechseckes besetzen wir abwechselnd mit positiven und 
negativen Polen von der Stärke &. Berechnet man nun die Mole- 
kularsummen unter Berücksichtigung der Symmetrieverhältnisse 
des Kristalls, so ergeben sich die folgenden Ausdrücke : 

CSS à z(#< fée 10 #4), 
ri r! r! 


3 x“ 
+E2/6 808 À + 68 en 


1 1 1 


2 ] 2,2 
tue 2 si Ce 540 ne) y. 


+216 Sage eu C y); 
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z= 87.2 (i- 5 Sje+sr.zh(i-5#)y, 
F 


Lun " 


+sr.2(s-5#).; 
: 4 


ri 1 
ME: 1 x: 
x — -r.2-7(1-85)m 
2 
ppt r.z(i-s%)r Z'= 0. 
ri un 


In diesen Gleichungen ist 1° gleich dem elektrischen Momente des 
âuf der Achse 6 liegenden Polsystems, und E ist gleich 6aïsa’, 
wo « die Seite des Sechseckes und a; einen Zahlenfaktor bedeutet. 
Ferner ist zu bemerken, dai ! — Ày,, m — —12,, n — 0 ist. 
Diejenigen Molekularsummen, welche sich nur dadurch unter- 
scheiden, daB x, und y, mit einander vertauscht sind, haben 
gleiche Werte. Setzen wir die Werte von #, H, Z, sowie von 
#', H', Z' ein in den Gleichungen (1), so ergeben sich die Momente 
Ps Pa k als Funktionen der DeformationsgrôBen. Die Gleichungen, 
zu welchen man auf diesem Wege gelangt, stimmen vollkommen 
mit den Ansätzen überein, welche sich aus den allgemeinen For- 
meln der phänomenclogischen Theorie von Voigt bei Berück- 
sichtigung der Symmetrieverhältnisse für den Turmalin ergeben: 


(9) D; Se lis 22 — Ca Lys Pa ai di a (ls — Y) + 35 Ye 
Ps — CA CA +9) + 65 & 2° 


Hier sind die piëézoelektrischen Konstanten e gegeben durch die 
folgenden Summen: 


9 Æ,—-1 + 
gi TL Ne = 10 a 
dire et monts 4 
ee AN JU 3%) 
3 K,—1 2 cé 
A0) = - pesé +63 + in, 
AE 9 K,—1 A à; 
Gui FU KA Fe P ei. 


se 9 K,-1 £° #4, 

m= D gre (8-55) 

In diesen Formeln ist den Symmetrieverhältnissen des Kristalls 
entsprechend, X, = K, gesetzt. 
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b. Um uns die Berechnung der Molekularsummen zu er- 
leichtern, werden wir ein Verfahren benützen, das wenigstens 
näherungsweise den wirklichen Verhältnissen entsprechen dürfte. 
Wir vernachlässigen von vornherein die von den Polen des regu- 
lären Sechseckes herrührenden Wirkungen; wir berücksichtigen 
nur die der z-Achse parallelen molekularen Momente. Das dürfte 
besonders in dem Falle erlaubt sein, in dem die Beobachtung auf 
das in der Richtung der z-Achse induzierte Moment beschränkt 
wird, denn dieses ist unabhängig von der Konstanten e,,. Die auf 
die kleine Kugel, welche um den Mittelpunkt des Moleküls À be- 
schrieben ist, ausgeübten Kräfte berechnen wir dann in der fol- 
genden Weise. Wir ersetzen die wirkliche, den Symmetrieverhält- 
nissen des Turmalins entsprechende Verteilung der Moleküle durch 
eine stetige Erfüllung des Raumes. Diese mu der Bedingung 
genügen, daB das permanente elektrische Moment der Volumeinheit 
* y denselben Wert behält. Bezeichnen wir also mit % die Anzahl 
der Moleküle im ccm, so ist das elektrische Moment der Volum- 
einheit 
(11) AN à 
und das elektrische Moment eines Raumelementes dx, dy, de, gleich 

y dx, dy, de. 


Die in den Gleichungen (6) auftretenden Molekularsummen kônnen 
nun ersetzt werden durch Integrale, welche sich über das ganze 
Innere des Turmalins mit Ausnahme der kleinen um À beschrie- 
benen Kugel erstrecken. Zu diesem Zwecke setzen wir an Stelle 
der von einem einzelnen Moleküle B, auf À ausgeübten Kräfte 
X,, Y,, Z, die Komponenten 


à, dx, dy, de, j ?, dæ, dy, dz, ; 8, dæ, dy, de, 
welche von einem an der Stelle von B, befindlichen Raumelemente 
auf den Mittelpunkt von À ausgeübt werden. Es wird dann: 
OX TEL. ALOX, 


Z cz, % es pr x, dx, dy, de; 

oY, = f 09) Ê 

(12) Z &, = x, dæ, dy, dz,; 
oZ 08 

Lx 1 PE 1 . 

Es %, = f + x, da, dy, de; 


und analoge Formeln ergeben sich für die übrigen Molekular- 
summen. 
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Fübren wir diese Werte ein in den Gleichungen (6), und be- 
rechnen wir dann mit Hülfe der Gleichungen (1) die Momente 
Pis Ps Ps 80 ergeben sich die folgenden Werte für die allgemeinen 
piëzoelektrischen Konstanten. 


3 K—1 OX, 
En = » *.e +9 02, FA dx : ÀY, dz,; 
es = AMAgropires y, dx, dy, de; 


5 4x K +2) 6, 


SET OR 
êis — 4x K, F2 Ja de du de 


PORTE ‘%, 

Sn 8x K, +2 Core + vi) de, du de; 

8 Ed [LÀ CEA 

(13) Es —= 8x K, Eu 4 (Ste +5 2) de dy de; 
cb AE, ox, 

Ca Sr K,+2 (S +2.) dr, dy des; 


8 K,—1 () 
LEE 4 Rs J 2e dr dde; PAS PR TUE 


So M Ce | 09), _. , 
Eu = Br K,+2 és a+ << .) de, dy da; hi 
8 () 
En PS Re J 8: LA, du GR nt ren ehaier 


__8 K,—-1 (a. 
5 Br Æ,+2 

Um die Integrationen auszufübren, transformieren wir die unter 

den Integralzeichen stehenden Ausdrücke in der folgenden Weise: 


a+ y,) da, dy, de; 


&, , _ °(&zx) 1. 09) 

GRR ee an | RG —Gg, 7 Pas 
OX, , __ 0(&,2,) SE 
Qa OT NT, À 

0% , __ 0(&,2,) Œ% ,, __ 0(&y,) 

(14) ôy, di Die qu Tin T Tôns 

Œ,, LG) Æ, _ 02) 

Da re De à Qui KE SLI 

ŒÆ, _0Œn)  Æ, _ 0@e) 

où, 6x, ? Su RP ONE 


Analoge Gleichungen gelten für %, und 8.. 
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Bezeichnen wir das von einem Raumelement dx, dy, dz, auf den 
Mittelpunkt des Moleküls À ausgeübte Potential mit $, dx, dy, dz,, 
so wird: 

_— SP, _ 9, 
a À Ge 


1 


"ÔZ, ? 2, TE y, 
Man sieht somit, daf alle unter den Integralzeichen stehenden 
Ausdrücke sich durch die Differentialquotienten gewisser Funktio- 
nen nach %,, y,, z, darstellen lassen. Daraus folgt weiter, daf 
alle über das Innere des Turmalins erstreckte Integrale sich ver- 
wandeln lassen in solche, welche ïüiber die Oberfläche des Turmalins 
auszudehnen sind. Die von dem Inneren ausgehenden Wirkungen 
verwandeln sich in Wirkungen der Oberfläche. Die in Betracht 
kommende Oberfläche besteht zunächst aus zwei Teilen, nämlich 
aus der Oberfläche der um À beschriebenen Kugel und aus der 
.äuferen Oberfläche des Turmalins. Die ntébon Wirkungen 
kommen aber bei einer Kompression des Turmalins in der Rich- 
tung der z-Achse nicht in Betracht, sobald diese Endflächen mit 
Stanniolbelegen versehen werden, welche nach den Quadranten- 
paaren eines Elektrometers abgeleitet sind. Denn dann wird jede 
Ânderung, welche in der GrôBe der molekularen Ladung eintritt, 
sofort kompensiert durch eine entgegengesetzte Influenzladung in 
den Stanniolbelegen. Wir kônnen also in diesem Falle von der 
Betrachtang der äuBeren Oberfläche absehen, und die Integrale 
lediglich auf die Oberfläche der um À beschriebenen Kugel be- 
ziehen. Für %,, X,, %,, 8,, sind die folgenden Ausdrücke ein- 
zuführen : 


2, F 2, EX? 
(15) P, > FA ir ei Éd Ja ?, a 3y re ? 
1 1 1 
EPP due 
8: a. x + 37 F5 5 
Dann ergibt die Ausfübhrung der Integration 
3 K,—1 8 K,—1 
(he, =2,— TE K 32? und eu = Cy = Es = mp TK, +2 2 7 


Hier ist den Symmetrieverhältnissen des Kristalls entsprechend, 
K, = K, gesetzt. 

Es müge hierzu noch bemerkt werden, daf die Anwendung 
der Formeln (1) voraussetzt, da die Wcrte der Komponenten 
5, H, Z im ganzen Inneren der um A beschriebenen Kugel die 
gleichen sind. Diese Voraussetzung wiürde nicht erfüllt sein für 
die Wirkungen, welche die Oberflächenladung der um À beschrie- 
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benen Kugel auf die verschiedenen Punkte ihres Inneren ausübt. 
Wir begehen also einen gewissen Fehler, indem wir die von Ort 
zu Ort wechselnden Komponenten der Kraft überall durch die 
in À herrschenden Komponenten ersetzen. Die Anwendung der 
Gleichungen (1) läft sich übrigens noch in anderer Weise recht- 
fertigen. Zunächst sei bemerkt, daf die Komponenten #, H, Z, 
von dem Halbmesser der um À beschriebenen Kugel unabhängig 
sind. Das ergibt sich unmittelbar aus der Form der Oberflächen- 
integrale und aus den Werten von @,, &,, %,, 8. Wir wollen 
nun annehmen, der Halbmesser der Kugel kônne so klein gemacht 
werden, daB die Wirkung der Moleküle, welche innerhalb der 
Kugel sich befinden, vernachlässigt werden kann gegen die Wir- 
kung der auBerhalb befindlichen. Dann würden die Komponenten 
#, H,Z der ganzen auf À ausgeübten elektrischen Kraft ent- 
sprechen. Es ist aber klar, da die ganze Kraft für irgend einen 
Punkt B im Innern der Kugel dieselbe sein muf, wie für À. 
Anders liegen die Verhältnisse nur für Punkte, welche der Ober- 
fläche des Turmalins so nahe liegen, da die um sie beschriebene 
Kugel von der Oberfläche des Turmalins durchschnitten wird. 

6. Bei der vorhergehenden Betrachtung sind die Kräfte nicht 
berücksichtigt, welche aus den Drehungen der Moleküle re- 
sultieren. Wir brauchen aber die im vorhergehenden angedeuteten 
Rechnungen für den Fall der Drehung nicht ausführlich zu wieder- 
holen. Wir bemerken, daB die Drehung nur auf die Konstante 
e, einen Einfluf ausübt. Sie fügt zu dem aus der Translation 
folgenden Werte noch das folgende Glied hinzu: 

31 K,—1 1 


és de RES 2 (i=8% 


Setzen wir hier an Stelle der Summation wieder eine Integration, 
so ergibt sich: 

à = 84 Roy 
WT 4e ia AM 


Setzen wier hier 


! 


en 
(1 20 =, dx, dy, de. 


2, = r,sin,cosp, und dx, dy, de, = ridr, sin 9, d9, dy, 


1 æ, 
[+ — 3 +) de, dy, de, 


= f ie — 8 sin’ ®, cos’ p,) sin ®, do, dy, — 0. 


so wird: 
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Der Einfluf der Drehung der Moleküle fällt also bei einer homo- 
genen Deformation des Turmalins weg, wenigstens bei der von 
uns benützten Näherungsmethode. 

7. Wir gehen nun über zu einer Vergleichung der durch 
unsere Integration erhaltenen Werte der piëzoelektrischen Kon- 
stanten mit den durch die Beobachtung gefundenen. Übereinstim- 
mung ist insofern vorhanden, als die Integration auf dieselbe Reïhe 
von Konstanten führt, wie die Beobachtung oder auch wie die 
molekulare Theorie mit Rücksicht auf die Symmetrieverhältnisse. 
Ein auffallendes Ergebnis unserer Rechnung ist, daB bei der An- 
nahme eïner stetigen Raumerfüllung die Konstanten e, und e, 
einander gleich werden, und in diesem Ergebnis spricht sich eben 
das Unzulängliche unserer Betrachtung aus. Nach den Symmetrie- 
verhältnissen des Kristalls künnen nur die Konstanten e,, und e,., 
sowie e,, und €, einander gleich sein. Wir stellen die berechneten 
. und die beobachteten Werte der Konstanten im folgenden zu- 
sammen : 


Den nr 40 40: 5 RS à 

—e,, = 7,40.10* — e RS y (y =) 
Me LD ie a R55? 0,85. 10° 
el Rem OD 10 2 es F5 ÿ 0,85.10° 
es = 960.10 = À Frs y)  0,70.105. 


Non ist für Turmalin: 
K, — 6,77 und X, — 5,60. 


Somit ist: 
83 K,—1 
FER 0,395, 
und 
2 ienle 
E D SE TE 0,368. 


8. Bei der vorhergehenden Betrachtung ist der sehr wesent- 
liche Umstand noch nicht berücksichtigt, daB das elektrische Mo- 
ment der. Volumeneinheit schon durch eine Volumkontraktion 
oder Dilatation verändert wird. Wir müssen die hierdurch 
hervorgerufenen Ânderungen des molekularen Momentes den im 
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vorhergehenden betrachteten noch hinzufügen. Verstehen wir 
unter y das elektrische Moment der Volumeneinheit im natür- 
lichen, unter y' das im deformierten Zustande, so ist: 


Ad ? 
l+2,+9,+2 3 

Somit ist der Zuwachs, welchen das Moment der Volumeneinheit 

infolge der Dilatation erleidet: 


Y'—7Y = — (&,+ Yy+4)7. 

Diese Ânderung kommt aber nach aufen hin nicht voll zur Gel- 
tung. Der Anteil y(x,+#,) bängt ab von den seitlichen Kon- 
traktionen oder Dilatationen. Diese treten aber ganz in derselben 
Weiïise bei den Oberflächenladungen auf, durch welche die Wir- 
kungen der permanenten elektrischen Momente im Gleichgewichts- 
zustande kompensiert werden. Es folgt daraus, daf die in Be- 
tracht kommende Ânderung des elektrischen Momentes, welche in 
der Volumeinheit durch die Dilatation erzeugt wird, vollständig 
gegeben ist durch: 


(17) V—Y = —Y.2, 
Dieser Ausdruck ist zu dem durch die elektrischen Kräfte be- 


stimmten Werte von p, noch hinzuzufügen. Der vollständige 
Wert von p, ist also ad durch: 


8 K,— 3 K,—1 
UT D K,+2 Te +n)+(1+5 el 


Für —e,, haben wir also in der vorhergehenden Tabelle den Wert 


3 )r 


(+5 K,+2 


zu setzen an Stelle von RS Die stôrende Gleichheit von 
e, und e,, ist damit beseitigt. Mit Hülfe des am Schlusse des 
3 K,—1 
vorhergehenden Paragraphen angegebenen Wertes von — 
b K,+2 


sind die in der letzten Kolumne der Tabelle angegebenen Werte 
von y berechnet. Im Mittel ergibt sich: 


y —= 0,80.10. 
Die Momente in der Richtung der x- und der y-Achse kônnen 
nur verändert werden durch Drehungen der Moleküle um diese 


Achsen. Ihre Berücksichtigung würde einen neuen unbekannten 
Faktor in die Rechnung einführen. Die Drehungen beeinflussen 
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aber nur die Werte der Konstanten €, und e,. Wir machen uns 
also von ihnen unabhängig, wenn wir uns auf die Betrachtung 
des der +-Achse parallelen Momentes p, beschränken. 

9. Wir gehen über zu der Berechnung des permanenten 
elektrischen Momentes der Moleküle des Turmalins. Das 
Molekulargewicht des Turmalines sei M, das spezifische Gewicht 
s; dann ist das Volumen eines g-Moleküls gleich M/s. Die Anzahl 
der wirklichen Moleküle, welche in einem g-Molekül enthalten sind, 
ist gegeben durch: 6,17.10*. Somit ergibt sich für die Zahl der 
Moleküle, welche in einem cem des Turmalines enthalten sind, der 
Ausdruck: 


(18) = 7617.10". 


Die Dichte des Turmalins ist s — 3,11. Für die Zusammensetzung 
des magnesiumfreien Turmalins findet sich in der Mineralogie von 
Bauer die Formel: 

Si,, B, Al, Na, H, O0... 


Aus einer von Riggs mitgeteilten Analyse des hellgrünen 
brasilianischen Turmalines habe ich die folgende Formel berechnet : 
Si,, B, Al, Na Li, H, 0... 
Für das Molekulargewicht ergibt sich aus der ersten Formel die 
Zahl 1666, aus der zweïiten die Zahl 1658. Wir wollen also im 
Mittel das Molekulargewicht gleich 1660 setzen. Substituieren wir 
die angegebenen Werte von s und M in Gleichung (18), so ergibt 
sich: 

3,11.6,17 


és LA 2 —- 21 
Rae 10 "= 1,16,10%. 


Für die Kantenlänge d des Molekularwürfels folgt daraus der 
Wert 
d — 0,95.10" cm. 

Bezeichnen wir mit db den Durchmesser des gleichfalls würfel- 
fôrmig gedachten Moleküls, so ist nach der Formel von Clausius-. 
Mosotti 

Lives = 
UT 0 | 
Im Mittel kônnen wir für Turmalin setzen: 


K—1 
HIS = 0,61. 
Dann ergibt sich: 

d — 0,80.107 cm. 
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Das elektrische Moment I' eines einzelnen Moleküls erhalten 
wir, wenn wir das Moment der Volumeneinheit durch % dividieren. 
Es wird somit: 

0,80 .10° 
a) T= 6.10" 


Die Distanz des auf der Hauptachse £ eines Moleküls liegenden 
Polpaares kann jedenfalls nicht grôBer sein, als die Kante d des 
von dem Moleküle eingenommenen Raums. Für die Poldistanz 
bezeichnet also die Länge db — 0,80.10"cm eine obere Grenze. 
Verstehen wir unter e die Stärke der Pole, so wird dann 


Ted 


und wir erhalten aus dieser Gleichung für e eine untere Grenze. 
Aus den angegebenen Zahlen ergibt sich: 


0,69 .107° es 
= Dep gr — #62-10 
Das würde nahezu dem doppelten des Elementarquantums 
entsprechen. Man wird indessen jene Zahl keineswegs als zu- 
verlässig betrachten dürfen. Einmal hat unsere ganze Rechnung den 
Charakter eines Näherungsverfahrens, sodann ist auch der Wert 
des Molekulargewichtes M einigermaBen willkürlich. Würde z. B. 
das Molekulargewicht auf die Hälfte des angenommenen Wertes 
erniedrigi, so würde auch das Moment I’ und die Polstärke e nur 
halb so grof werden. Immerhin wird man es als ein bemerkens- 
wertes Ergebnis der Rechnung betrachten dürfen, daB die Stärke 
der auf der Hauptachse £ des Moleküls liegenden Pole jedenfalls 
nur ein kleines Vielfaches des elektrischen Elementarquantums ist. 

Die polare elektrische Ladung, welche wir den 
Molekülen des Turmalins zuschreiben, ist darnach 
von derselben GrôBenordnung, wie bei den MPFERUTIER 
eines Elektrolyten. 

10. Beim Turmalin wird die Entwicklung einer angenäherten 
Theorie wesentlich durch den schon hervorgehobenen Umstand 
erleichtert, daf die Wirkung der Deformation auf den Mittelpunkt 
einer kleinen im inneren des Turmalins abgegrenzten Kugel von 
dem Kugelhalbmesser unabhängig ist. Das ist bei Polsystemen 
von hüherer Ordnung nicht mehr der Fall; bei diesen wird man 
auf die Auswertung der Molekularsummen selber zurückgehen 
müssen, man wird auch die induzierten elektrischen Momente un- 
mittelbar auf die Moleküle zu beziehen haben. 


— 0,69.107*, 


Die seismischen Registrierungen am Samoa-Ob- 
servatorium der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Güttingen in den Jahren 1909 u. 1910. 


Von 
Dr. Kurt Wegener. 
Vorgelegt von Herrn H. Wagner in der Sitzung vom 15. Juli 1911. 
Mit einer Tafel. 


Die Aufzeichnungen in Samoa wurden für die Jahre 1909 
und 1910, wie bisher, monatsweise berechnet; die provisorischen 
Monats- oder Wochenberichte sind bereits von Gôttingen aus ver- 
vielfältigt und weiter versandt worden. In diesen Tabellen sind 
indessen keine Angaben über den eventuellen Herd enthalten, weil 
irgend welche näheren Nachrichten über ihn nicht abgewartet 
wurden. Auch sind vereinzelt Zeit- und Rechenfehler vorhanden, 
da in Samoa bei pünktlicher Versendung der Berichte keine Môg- 
lichkeit einer Kontrolle durch die Nachrichten benachbarter Sta- 
tionen besteht. 

Nach diesen beiden Gesichtspunkten wurden daher die ge- 
samten Zahlenangaben einer Durchsicht unterzogen, besonders auf 
Grund des Materials von Güttingen (Geophysikalisches Institut), 
oder, soweit hier noch Nachrichten fehlten, Hamburg (Staats- 
laboratorium) oder Jena, ferner Batavia, vereinzelt Manila, 
von November ab Tsingtau; sowie für 1910 Tiflis und Ot- 
tawa. Die nächstgelegene und daher für nahe Bebenherde wichtigste 
Station Sidney (Jesuiten-College River-view), die Anfang 1909 
ein Wiechert’sches 1000 kg-Pendel aufgestellt hatte, kam erst spät 
dazu, seismische Nachrichten zu senden. Ihre Angaben konnten 
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aber für 1909 und die erste Hälfte 1910 zur Konstruktion einer 
Laufzeitkurve noch verwendet werden. 

Aus der groBen Zahl der registrierten Beben sind diejenigen 
herausgezogen worden, die als Weltbeben verwendbar schienen. 
Unter Benutzung des genannten fremden Materials wird dann in 
dem zweiïten Teil dieser Arbeit der Versuch gemacht, die Lauf- 
zeitkurven von Wiechert und Zoeppritz zu erweitern. 

Technisches. Das 1000 kg-Horizontalpendel von Wiechert 
machte, wie bisher, keine wesentlichen Schwierigkeiten. Seine 
hohe Empfindlichkeit hatte bei allen stärkeren nahen Beben zur 
Folge, daB es umfel. Das geschah im Laufe des Jahres 1909 4mal 
und 1910 2mal so gründlich, daf ein vülliger Neu-Aufbau not- 
wendig wurde. 

Bei starken Schwingungen des Erdbodens stôBt der Anschlag 
oben an die Gewichtsmasse. Die Masse dreht sich infolgedessen 
um ibren ruhenden Schwerpunkt, und zieht den FuB, der in Samoa 
nicht in den Zement verschraubt ist, zur Seite. 

Vielleicht würde der in Samoa häufige Vorfall günstiger ver- 
laufen, wenn der Schwerpunkt der Masse vom Anschlag getroffen 
würde; zu dem radikalen Mittel, den FuB festzuschrauben, habe ich 
mich nicht entschlieBen kônnen, da man hierbei das ganze Instru- 
ment abbrechen, neu zementieren und neu wieder aufbauen müfte; 
dann würden die Aufzeichnungen von etwa 14 Tagen fehlen und man 
liefe Gefahr, daB, wenn dann doch eine Verrückung des Instru- 
mentes einträte, alles wieder erneuert werden müfte. 

Bei dem Nahbeben am 10. IV. 091) dauerte der Neu-Aufbau 
bis 15. IV. Am 16. IV. 09 trat ein neues starkes Nahbeben ein, 
der Neu-Aufbau dauerte bis 20. IV. Auch im September (13.) 
wurde ein Neu-Aufbau notwendig, der sich bis zum 21. hinzog, 
aber noch bis zum 26. blieb die Registrierung lückenhaft. 

Kleinere allmähliche Versetzungen traten fast täglich auf; sie 
rübren wohl im Wesentlichen von Temperaturänderungen her; das 
doppelte Haus, das den alleinigen Wärmeschutz bildet, vermag 
natürlich nur rasche Temperaturschwankungen auszugleichen. 

Von dem Wiechertschen 80 kg-Vertikalpendel kônnen bei seiner 
Kleinheit nicht die gleichen Leistungen erwartet werden, wie vom 
Horizontalpendel. Es gelang ebensowenig, wie in den beiden vor- 
hergehenden Jahren, den Dämpfer von Reibung zu befreien. Die 
Schuld bhieran tragen vermutlich die Temperaturschwankungen, 
gegen die das Instrument in Samoa nicht ganz geschützt werden kann. 


1) Stets Greenwicher Zeit, der Tag von Mitternacht bis Mitternacht gezählt, 
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Auch änderte sich die Eigenschwingung des Instrumentes, s0- 
bald der Dämpfer angeschlossen war, von 6 auf 3 Sekunden, ver- 
mutlich infolge Eigenschwingung des Dämpfers, oder indem dieser 
das VergrôBerungssystem in Eigenschwingung versetzte. Daher 
wurde der Dämpfer im März 1909 ganz abgenommen. Hierbei 
erhielt man wenigstens die Einsatzzeiten der Phasen, wenn auch 
eine Berechnung der Bodenbewegung nun nicht mehr môglich war. 
Später versuchte ich dann eine mäfige Dämpfung mit Hülfe der 
Reïbung eïinzurichten, indem durch magnetische Astasierung die 
Schwingungsdauer des Pendels heraufgesetzt wurde. Die Kraft, die 
zur Verfügung steht zur Ueberwindung der Reïbung, beruht auf der 
kinetischen Energie des Pendels und ist umgekehrt proportional dem 
Quadrate der Schwingungsdauer 7. An demselben Arm, an dem früher 
der Dämpfer angriff, wurde eine eiserne Nadel festgemacht, deren 
Spitze zwischen zwei Magnetpolen N und S horizontal pendeln 
konnte. Kam die Nadel nach N, so wurde ihre Spitze S magneti- 
siert. Sollte sie dann zurück, so wurde sie von N gebremast. 
Analog wirkte S. Im Maximum kam das Pendel bei diesem Ver- 
fabren bis auf 13** Schwingungsdauer, wobei die Dämpfung 1 : 2 
bis 1:3 war. Die grôfite Wellenlänge, die bei einem Beben auf- 
gezeichnet wurde, betrug 23sk. 

Im Dezember kam dann ein néuer Dämpfer, der erheblich ver- 
bessert war. Am 22. Dezember 1909 wurde daher die magnetische 
Astasierung entfernt, und im Laufe der letzten Woche des Dezember 
die neue Dämpfereinrichtung, die auch rein mechanisch erheblich 
besser gearbeitet war, als der erste Versuchsdämpfer, in Tätigkeit 
gesetzt. 

Aber auch mit ihr erreichten wir nur ca. 4*k Schwingungs- 
periode, und selbst eine stärkere Astasierung und eine Vermehrung 
des Gewichtes brachten nicht den gewünschten Erfolg. Letzterer 
Versuch hatte obendrein ein Nachlassen der Federn zur Folge. 
Zur Erläuterung muB hinzugefügt werden, daf das in Samoa auf- 
gestellte Instrument das erste Versuchs-Instrument war, über das 
noch keine Erfahrungen vorlagen. Es ist bekannt, daB die ver- 
besserten späteren Modelle des 80 kg-Vertikalpendels sich aus- 
gezeichnet an den verschiedensten Observatorien bewährt haben. 

Bemerkungen zu den Berechnungen. Den Bezeich- 
nungen der Phasen etc. wurde das Gôttinger Schema zu Grunde 
gelegt. Nur bei der Bezeichnung d [definiert als ,terrae motus 
domesticus — Ortsbeben (am Orte fühlbar)“] wurde hiervon ab- 
gewichen. Als ,d = Ortsbeben“ wurden ausschlieflich diejenigen 
Beben bezeichnet, deren Herd innerhalb 100 km vom schreibenden 

19* 
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Instrument liegt. Die zahlreichen Beben, die zwar fühlbar waren, 
deren Herd aber mehr als 100 km entfernt lag, wurden nach ihren 
Entfernungen rangiert. 

Als Ausschläge À sind die halben Amplituden der Wellen 
oder die Abweichung von der Ruhelage mitgeteilt in w (1u = 
0.001 mm). 

Die absolute Zeit der Phasen kann hôchstens innerhalb der 
zehntel Minuten genau sein. Die Zeit wird etwa l4tägig mit 
Meridian-Instrument und Sternzeitchronometer bestimmt. Für die 
Zwischenzeit waren wir 1909 auf ein Knoblich-Schiffschronometer 
angewiesen, das nach mittlerer Zeit ging. Zur Kontrolle war nur 
noch ein Brücking-Sternzeitchronometer da. 1910 kam dann 
eine Pendeluhr (Strasser-Rohde), mit der eine grôBere Zeit- 
genauigkeit môglich sein wird. 

Die relativen Zeïiten der Vorläufer wird man in einer grofen 
Reïhe von Fällen auf 2—3 Sekunden genau ermitteln künnen. 
Die Zeiten sind deshalb oft in Sekunden angegeben. Das soll also 
nicht bedeuten, daf sie absolut innerhalb der Sekunde genau sind. 


Vorbemerkung zu den registrierten Erdbeben. 


Der Seismograph steht in Apia nur 1,2 km vom umbrandeten 
Riffrande entfernt. Daher werden die Pendelungen, die durch den 
Aufprall der Dünung hervorgerufen werden, sebr stark aufgezeichnet. 

Trotzdem sollte man meinen, da die Vorläufer ferner Beben 
erkennbar als Superpositionen auftreten müfBten. 

Ein kurzer Blick in die Liste der vergleichbaren Fern- 
beben im zweiten Teil dieser Arbeit genügt, um festzustellen, 
daB das nicht der Fall ist in Samoa. 


Bei einer grofen Zahl ferner Beben lassen sich. 


Einzelheiten, besonders Vorläufer, nichtzuverlässig 
erkennen. 

Es mag dahin gestellt bleiben, ob vielleicht der Korallensand, 
auf dem das Haus steht, die Wellen allgemein schlecht fortpflanzt, 
und nur deswegen überhaupt die der Küste so nahe Aufstellung 
môglich ist, jedenfalls muB man mit der Tatsache rechnen, daf 
dasselbe Instrument, das in Gôttingen Beben vom Grade I aus 
weiten Entfernungen mit voller Schärfe aufzeichnet, in Samoa 
analoge Beben auch aus günstigeren Entfernungen nur verschwommen 
als lange Wellen mitteilt. 

Würde man das Instrument inland auf Fels bauen (wobei aber 
eine Personal-Vermehrung zum Betriebe notwendig wäre), so würde 
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Zahl und Entfernungen der Nahbeben. 


1909. 
< 100 km | 100 —300 300—600 | 600— 100 | 100200 

Januar — 2 1 — — 
Februar — 1 —- — — 
März 2 2 2 — 1 
April # 3 1 — — 
Mai 1 5 — — 1 
Juni 2 3 —— 1 — 
Juli 3 5 1 — — 
August 1 2 1 1 — 
September 2 3 — — — 
Oktober 1 2 — — 1 
November 1 4 1 8 1 
Dezember | 2 4 | 1 1 | — 

Jahr | 22 | 36 | 6 | 6 | 4 


1910. 


> 100 km 


100 —300 1000—2000 


300—600 | 600—1000 


Januar —_ 5 | 3 2 | — 


Februar 


Mirz 
April — 2 

Mai 1 3 

Juni } — 1 1 —_ 
Juli 1 1 

August 1 1 

September _— _— 8 

Oktober 1 _ 1 2 
November — _ 4 

Dezember — — — 1 


Jabr 6 24 | 21 | 11 | 10 
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vielleicht ein anderer Mangel Samoas in seismischer Hinsicht, 
nämlich die zahlreichen, meist uninteressanten nahen Beben, mehr 
hervortreten. 

Diese Nahbeben, die allgemein wohl ein geringeres Interesse 
besitzen, als die auch an anderen Stationen aufgezeichneten, sind 
in vorstehenden Tafeln kurz tabuliert. 


Die Entfernung der Bebenherde wurde bestimmt nach der 
in den ersten b000 Kilometern recht genauen Laufzeitkurve in 
L. Geiger, seismische Registrierungen in Gôttingen 1907, Nach- 
richten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen, 
Math.-physikal. Klasse 1909. Die Kurve in dieser Abhandlung ist 
ohne Aenderung übernommen von E. Wiechert und K. Zoepp- 
ritz, über Erdbebenwellen, 1906. 

Die Laufzeitkurve der Maximal-Bewegung scheint von Fall zu 
Fall etwas verschieden zu sein, verschieden vielleicht je nach der 
Beschaffenheit des Weges, den die Wellen der Maximal-Bewegung 
durchlaufen haben. Im Allgemeinen fallen bis zu Entfernungen 
von b00 km S und H noch zusammen. In einzelnen Fällen konnte 
aber bereits bei 400 km eine deutliche Zeïitdifferenz, der Laufzeit- 
kurve entsprechend, festgestellt werden. 

Den kleinen Tafeln môgen noch die 3 Haupttypen der nahen 
Beben folgen. 


AAA AN 
M 


C scheint den Haupttyp der Ortsbeben auszumachen, wobei 
anscheinend ein langsamer Decken-Einsturz eines der zahllosen 
Lavakanäle, oder ein allmäblicher Abrutsch des Steilplateaus in 
die See den Anlaf bildet. Die heftigen kurzperiodischen Vibra- 
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tionen (0,1—1®#*) versetzen die ganze Insel in Pendelungen. Diese 
erreichen ungefähr ein Maximum, wenn die Vibrationen ent- 
schwinden, um nun langsam abzuklingen. 

Typus a repräsentiert ein nahes StoBbeben: S nnd Y fallen 
zusammen. Bei Typus b wurde geglaubt, da die Kurve kein der 
Wirklichkeit entsprechendes Bild gebe; sie ähnelt stark den seis- 
mischen Aufschreibungen ungedämpfter Instrumente. Eine 
nachträgliche Prüfung der Dämpfung ergab zwar, daB diese ge- 
nügend war, aber es blieb denkbar, daB durch Temperatureinflüsse 
periodisch eine Aenderung der Dämpfung eingetreten sein konnte. 


Indessen gelangten schliefilich in Zeitzwischenräumen von 
wenigen Stunden, ohne daf das seismische Haus inzwischen geüffnet 
worden war, 2 Beben, das eine von dem Typus a, das andere von 
dem Typus à, zur Aufzeichnung; es wurde daher doch die Môg- 
. lichkeït in Frage gezogen, da auch das Bild von b der Wirklich- 
keit entspricht. Vielleicht wird diese Form, ähnlich wie C, durch 
langsame Abrutsche hervorgerufen, wobei die primären, kurzperiodi- 
schen Wellen mitunter so klein bleiben, daB sie an benachbarten 
Stationen nicht mehr zur Aufzeichnung gelangen. Durch die 
Dauer derkleinen Stôfe aber, so kônnte man sich den Vorgang 
vorstellen, werden schliefilich so energische langperiodische Schwin- 
gungen am Bebenherd erzeugt, da diese sich bis an die benachbarten 
Stationen fortpflanzen. 

Es sei hier nur noch auf die Schwierigkeit hingewiesen, der- 
artige Beben aus grôBerer Entfernung zu analysieren, falls sie als 
reell zu betrachten sind. Vielleicht ist das Fehlen scharfer Ein- 
sätze bei vielen fernen Beben auf diesen Typus zurückzuführen. 


Das allmähliche Anwachsen der groBen Schwingungen beim 
Typus d findet sich auch bei den Beben, die stark fühlbar sind; 
nur sind hier — eine Bedingung für die Fühlbarkeit — stets 
kurze Perioden über die nach dem Schema b anschwellenden Wellen- 
züge superponiert. 

Aus der Richtung, nach der die Ablenkung der Nadeln zuerst 
erfolgt, läft sich grundsätzlich auch die Richtung der ersten Be- 
wegung des Erdbodens bestimmen. Die bisherigen Beobachtungen 
machen es wahrscheinlich, daB der Erdboden zunächst vom Beben- 
herd entfernt wird, wenn man von einer geringen entgegengesetzten, 
meist sehr schwachen Bewegung absieht. Unter dieser Annahme 
stellte sich in fast allen Fällen, in denen die erste Ablenkung der 
Nadeln sicher bestimmt werden konnte, bei nahen Beben heraus, 
daf der Herd im Süden gelegen war. Dieser Umstand weist auf 
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Tonga, bezw. den tiefen Tongagraben, der zwischen Tonga und 
Samoa nach NW abbiegt, als hauptsächlichsten Bebenherd in der 
Nachbarschaft Samoas hin. 

Das würde den bisherigen geophysikalischen Vorstellungen 
nicht widersprechen. 

In Tonga sind Steinbauten nicht môglich, während in Samoa 
nur bei den Vulkanausbrüchen in Savaïi (Matavanu 1905) einige 
der zahlreichen Steinhäuser, und auch dies nur in der Nähe des 
Kraters, beschädigt wurden; auch ist Tonga der Schauplatz unauf- 
hôrlicher, teils langsamer, teils plôtzlicher Hebungen und Sen- 
kungen. 

Im Allgemeinen ist Tonga in vergangenen Epochen gesunken, 
und nur ein ausgedehntes Korallenplateau zeugt noch von der ver- 
gangenen Inselwelt; die Südküste ist aber, vermutlich neuerdings, 
um ca. 30 m über das Meeresniveau gehoben worden; wenige See- 
meilen südlich dieser Küste fand im Jahre 1908 ein submariner 
Ausbruch statt, der aufer einer Flutwelle heftige Beben in Tonga- 
tabu zur Folge hatte. Aufer starken Dampfsäulen erschienen an 
der Meeresoberfläche Felder von Bimstein. 

Im Westen Tonga’s war vor einer Reiïhe von Jahren eine 
Vulkaninsel entstanden, die vor 2 Jahren langsam wieder unter 
der Meeresoberfläche verschwunden ist. Eine Vulkaninsel mit See 
im NW der Tonga-Gruppe war vor etwa einem Jahr tätig, wobei 
der See in die Hühe gesprengt wurde. 

Hiermit in Uebereinstimmung zeigt die weiter oben mitgeteilte 
Tafel der Entfernungen der Beben, daf eine unverhältnismäbig 
groBe Auzahl der Bebenherde in den gleichen Entfernungen wie Tonga 
liegt: zwischen 200 km (Niue Tabutabu) und 1000 km (Tongatabu). 

Im Vergleich zu dieser Veränderlichkeit kann Samoa wobl als 
relativ ruhig bezeichnet werden, wie bereits Dana dies nach 
einigen Beobachtungen an Korallenbauten annimmt. Keines der 
Ortsbeben hat die Aufstellung der Instrumente wesentlich ge- 
stôrt, auch waren wenige fühlbar. Fast alle fühlbaren Beben im 
Jabre 1909 und 1910 kamen vielmehr aus Z 200 km Entfernung, 
obgleich in 80 km Distanz in dem benachbarten Savaïi ein Lavasee 
unausgesetzt und unter gelegentlichen Explosionsvorgängen an der 
Küste tätig blieb. | 

Ch. Darvin sagt unter seinen Beweisen, ,daB viele mit 
Korallenriffen (Strandriffen) umsäumte Küsten neuerdings gehoben 
worden sind“ (Ueber den Bau und die Verbreitung der Korallen- 
riffe von Ch. Darvin, deutsch von N. Carus, Stuttgart, Schweizer- 
bartsche Verlagsbuchhandlung 1876) über Samoa folgendes : 
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»Im Archipel der Schiffer- oder Samoa-Inseln fand Couthouy 
(Remarks on Coral Formations, p. 50) auf Manua viele groBe 
Fragmente von Korallen in der Hôhe von 80 Fu an einem steilen 
Bergabhang, welcher eine halbe Meile landeinwärts sich von einer 
sandigen, an marinen Ueberresten auferordentlich reichen Ebene 
erhob“. 

Manua ist die ôüstlichste Gruppe der Samoa-Inseln, sie erhebt 
sich steil aus der See und hat nur auferordentlich wenig Korallen- 
riffbildung; auch die folgende, westlicher gelegene Tutuila-Insel 
hat sehr wenig Rif, trotz schôner Buchten. Die nächste Insel, 
Upolu, hat am Ostrande (Aleipata) ein ausgedehntes Strandriff, 
dann folgt eine Strecke, die so gut wie frei von Riffbildung ist 
(Steilküste) und von der Mitte der Insel an folgen weitere Strand- 
riffe, die meist bei Niedrigwasser trocken liegen und schwach im 
Steigen begriffen sind. Der Nordwesten hat ein Barrierenriff. Das 
im NW gelegene Savaiïi hat auf seiner Ostseite ein schônes Barrieren- 
riff, ein schwaches ebensolches bei Asau im NW, sonst meist Steil- 
küste und zwischendurch Strandriff. 

Aus der Hôhe, auf der sich Korallenfragmente vorfinden, kann 
nicht ohne weiteres auf eine entsprechende Hebung geschlossen 
werden. Auf Apolima (zwischen Upolu und Savaïi) liegen in 50 m 
Hôhe Korallentrümmer, die dort bei schwerem Sturm von den Seen 
hinaufgeschleudert sind. In Savaii fand ich auf der nürdlichen 
Steilküste in 10 m Entfernung vom Rande des Plateaus in einer 
Hôhe von ca. 10—20 m Steinblôcke von 1», die rund geschliffen 
waren und offenbar aus der Brandung stammten. 

Bei Korallenfunden im Innern muB ferner in Samoa berück- 
sichtigt werden, da in kriegerischen Zeiten die Eingeborenen in- 
land wohnen, und daf ihre Häuser mit Korallenplatten umfriedigt sind. 

In Bezug auf die Steilküste und das Fehlen des Riffs vor 
demselben môchte ich noch auf einen Punkt hinweisen, den ich 
weder in Darvins, noch Danas Darstellungen fand. 

In Savaïi lag an der Stelle, wo heute der frische, noch schwach 
weiterfliefende Lavastrom des Matavanu (1905) eine Steilküste ge-’ 
bildet hat, früher eine Lagune (Strandriff). Die Lagune ist durch 
den Lavastrom ausgefüllt worden, der hierbei die Küste und das 
Riff entlang flof. Ein ähnlicher Vorgang dürfte bei vielen Lava- 
strômen eintreten, wenn diese eine Küste mit Strand- oder Barrieren- 
riff erreichen. Das Vorhandensein einer Lavasteilküste kann also 
in manchen Fällen Unklarheit darüber entstehen lassen, ob dort 
ursprünglich Barrieren oder Strandriff oder Steilküste vorhanden war. 

Auf seiner Karte (1. ec.) hatte Darvin Samoa rot gezeichnet; 
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das bedeutete, da er eine Senkung hier für unwahrscheinlich hielt 
und seiner Theorie entsprechend vulkanische Tätigkeit erwartete. 

Wenn auch die Beobachtung Couthouy'’s nicht als beweis- 
kräftig hierfür angesehen werden kaun, wird man doch aus Rück- 
sicht auf die allgemeine Riffbildung in Samoa Darvins Urteil 
zustimmen müssen. 

Der Ausbruch des Aopo-Vulkans 1902 und des Matavanu 1905 
haben einen eindrucksvollen Beleg für seine Theorie geliefert. 

Wenn Samoa trotz seines tätigen Lavasees seismisch verhält- 
nismäfig rubig bleibt, während Tonga, obgleich kein dauernd 
tätiger Vulkan in seiner Nähe ist, von schweren Explosionen und 
Erderschütterungen heimgesucht wird, so kann man in diesen Um- 
ständen vielleicht auch eine weitere Bestätigung der Annahme er- 
blicken, daB die Tätigkeit der Krater und Lavaseen seismisch nur 
von sekundärer Bedeutung ist und daf sie durch Erdverschiebungen 
erst hervorgerufen wird. 


Die Konstantenbestimmung am Horizontalpendel. 


An der Mehrzahl seismischer Stationen ist es üblich und hin- 
reichend, alle 2—3 Monate eine neue Konstantenbestimmung vor- 
zunehmen. Stellen sich dann Abweichungen gegen früher heraus, 
so wird eine lineare Aenderung mit der Zeit angenommen. 

Da in Samoa alle 3—4 Tage wegen Temperaturempfndlichkeit 
und infolge der Stôrungen, die bei den kurzperiodischen (0.1—1°%*) 
Wellen der Nahbeben eintreten, mit kleinen Gewichten reguliert 
werden muf, schien der allgemeine Brauch nicht ohne weiteres 
anwendbar. Nehmen wir z. B. an, daf zwei Konstantenbestimmungen 
an zwei aufeinander folgenden Monaten zwei extreme Zahlenreihen 
ergeben, während in der Zwischenzeit letztere infolge der er- 
wäbhnten Umstände, aber unbeachtet, unaufhôrlich um die gleichen 
Beträge hin und her geschwankt haben, so wäre es ohne Zweifel 
nicht richtig, die beobachteten Konstantenbestimmungen zu ver- 
wenden und für die Zeit dazwischen zu interpolieren; man würde 
vielmehr eine bessere Annäherung an die wirklichen Verhältnisse 
erzielen, wenn man aus den beiden Konstantenbestimmungen ein 
Mittel bildete und mit diesem die ganze Zeit einschlieBlich der 
Konstantenbestimmungen berechnete. 

Konstantenbestimmungen, die täglich 9 Tage lang ausgeführt 
wurden, ergaben, daf die in 3 Monaten beobachtete Veränderlich- 
keit nicht wesentlich grôfer war als die tägliche. Die folgende 
kleine Tabelle zeigt die Beobachtungen, die abgerundet berechnet sind, 
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Linker Arm (EW. Komponente). 1909. 


20. IT. | 21. IT. | 22. IL. | 28. II. | 24. IN. | 25. II. | 26. II. | 27. II. 


æ1) |16.IL 


1 6.5 6.6 6.9 6.9 6.9 7.1 7.9 7.5 7.1 

5 5.5 5.7 5.9 6.4 6.4 6.6 7.1 6.7 6.5 
10 4.8 4.3 5.2 5.2 6.6 7.1 6.6 5.7 6.0 
30 44 46 48 48 52 53 52 49 47 
70 260 275 270 260 300 300 290 290 270 


Rechter Arm (NS-Komponente). 


1 6.9 5.8 54 | 44 5.8 54 5.3 5.8 5.2 
5 6.6 5.2 4.9 4.0 5.4 5.0 47 54 | 49 
10 7.3 43 4.3 3.9 42 5.2 41 48 | 47 
30 47 37 32 33 36 43 35 32 31 
70 260 | 220 | 9290 | 190 | 215 | 245 | 200 | 220 | 175 


Linker Arm. 
T 11.0 10.8 10.9 11.4 10.6 10.8 11.4 112 11.2 
a 


17 16 16 17 16 16 15 15 16 
MEET À 3 4 6 6 7 5 4 5 
a Hr " 
Rechter Arr. 
T dés “Vire Dire | 10.6 | 116 | 104 | 114 | 12.2 | 12.0 
a 17 20 23 93 20 18 22 93 25 
dr. 8 4 4 5 3.5 6 4 5 6 
dr | | | | | 


Die Buchstabenbezeichnungen entsprechen wiederum den in 
Güttingen üblichen. Tabuliert ist die Zahl, mit welcher der in 
mm gemessene Ausschlag der Nadel multipliziert werden muf, um 
die Bodenbewegung in Tausendstel mm (= u) zu erbalten. Die: 
Veränderlichkeit ist en sich nicht groB; im Verhältnis aber be- 
deutend, wenn man der berechneten Bodenbewegung eine über- 
triebene Genauigkeit beigelegt hätte. 

Als Ergänzung zu dieser Tabelle wurde im Juli 1909 täglich 


1) & — Schwingungsdauer (von der Kurve abgelesen) einer Welle der Erd- 
bodenbewegung; vgl. auch Geiger, seismische Registrierungen in Güttingen 1907, 
Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. z. Güttingen, math.-physik. KI. 1909. 
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die Schwingungsdauer an beiden Pendeln beobachtet. Die Liste 
schien nicht interessant genug, um sie in extenso zu geben, so seien 
nur folgende Angaben aus ihr gemacht. 
Die maximale Aenderung der Schwingungsdauer im Monat 
betrug : 
HT LA NS 2.4 


ET AU SE 


die grôfite Veränderlichkeit in 24 Stunden war: 


NS Z 


ARE TON NE SE 


Da alle diese Veränderungen nicht durch Neu-Aufbau oder 
gewaltsame Eingriffe zustande kamen, sondern nur durch das Auf- 
legen kleiner Gewichte, das durch Temperaturschwankung und 
geringe Verrückung infolge Nahbeben notwendig gemacht wird, 
und eine regelmäfige, fast tägliche Arbeit am Observatorium bildet, 
so ist wohl der Schluf erlaubt, daB die für die Auswertung eines 
Bebens anzuwendende Konstantentabelle eigentlich niemals genau 
bekannt ist. Man wird sich anscheinend der Wirklichkeit am 
meisten nähern, wenn man die Konstantenbestimmungen stark 
ausgleicht und so mit mittleren Werten rechnet, wobei die in 
den Konstantenbestimmungen beobachteten Unterschiede ein Urteil 
über den wahrscheinlichen Fehler des Resultates ermôüglichen. 


Am Observatorium wurden 1909 und 1910 jeden Sonnabend T, a 


a —7r : ; 
NE | beobachtet, aber im Falle eines Bebens nur dann ver- 


und 


wendet, und unter starkem Ausgleich, wenn die Abweichungen von 
dem angenommenen mittleren Werte groB waren. 

Man künnte die Frage aufwerfen, wie weit die Veränderlich- 
keit der Konstanten sich auch bei anderen Stationen bemerkbar 
macht. Wabrscheinlich wird dies auf gro$en Observatorien, wie 
in Gôttingen z. B., wo der Seismograph tief in die Erde eingegraben 
ist, wegen geringerer Temperaturschwankungen nur wenig der 
Fall sein; auch werden Stationen, die nicht in der Nähe grôBerer 
Bebenherde gelegen sind, bevorzugt sein. An kleineren Obser- 
vatorien hingegen dürfen die in Samoa beobachteten Aenderungen 
ebenso häufig, und teilweise ebenso stark auftreten. Jedenfalls 
wird es von Wichtigkeit sein, bei ihnen die Frage der Konstanten- 
Genauigkeit zu prüfen. 

Vielleicht hat es noch Interesse, die Aenderungen zu kennen, 
die in der Zahlenreihe der Konstanten eintreten, sobald sich 7, @ 
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(4 


oder _—. um eine Einheit ändern. Die folgende kleine Tabelle 
zeigt das Ergebnis. 


re 11.2 12.2 11.2 11.2 

a 19 19 21 19 

ar 
dr 5 5 5 a 
oo mm 
Tsek, Konst. | A | Konst. A | Konst. A | 

4 5.9 2 71 — 0.6 5.3 0 5.9 
5.4 +43 6.6 — 0.5 4.9 + 0.2 5.6 
10 5.0 + 0.9 5.9 —D5 4.5 + 0.7 5,7 
30 39 0 39 2 35 sen 40 
270 227 +1 228 — 28 204 Cet 228 


" 


Es erhellt hieraus, da man Lu als konstant betrachten 


a +r 
darf. 

Nachstehend folgt nun, ohne Kommentar, die Liste der nahen 
Beben, sowie derjenigen, die an anderen Stationen nicht aufge- 
zeichnet wurden, für 1909 und 1910, worauf sich eine Besprechung 
und Liste der vergleichbaren Erdbeben anschlieRt. 

Die Entfernungen der Bebenherde wurden nach der früher 
genannten Laufzeitkurve bestimmt. 


280 Kurt Wegener, 
Datum und Zeit: Greenwich. O0 — Mitternacht. 


P 110 23.848| O.1 Die Feder der NS-Komponente 

wird herabgestoBen und schreibt 
mit starker Reibung weiter. EW 
Komponente geht zwischen den 


Anschlägen hin und her. 


Se Zweites Beben ?; wieder an den 


atum É É ne Periode| Agw | Axs | Az Bemerkungen 
ur sa SN 
| 
909 hs m9 78 fl 
Ér | Ir L 122 7—18 
M 9—11| 12.6 18 | 25 — 
4. | Ir Fr HT 10 9 8 8 — | Langsames Anschwellen. 
S,M 5.6—6.5| 8 45 | 45 — | (8200 km). 
f 83.0 
AT IT 13 49—54| 5 8 3 — 
20.|1v| P 164 40/02] 5 | 5 || (@otm) 
S,M 5b 20! 6 18 | 10 — 
57.0 
21. | Iv 2 10—22 | 15 3 4 — 
1) 24.| Iv | P. | 525 16| 4 8 4 —— 
1S,M 25 401lca. 0.1! 35 | 35 — | (250 km). 
| | 27.0 
80.|Iv| P |756 46 01 ue he 
S,M Brian 20 | 20 — | (200 km) 
f 58.0 
0.1 1 1 — 
r.10.| Iv| P |138 38 é 90 PE Po PTE 
S,M 38 58| 0.1 80 | 40 — 
f 1 4i 
22. IIITv = Bei den, folgenden Beben sind 
die absoluten Zeiten unsicher. 
.M? 98.3 Anschlag; kurzperiodische Wellen. 
c 43.0 8 
£ 52.0 Herd vermutlich im S, Beben 


wurde nicht gefühlt. 


1) Von den g:o8en Mittelmeerbeben im Januar, auch dem verheerenden in Luristan, Persien, am 
ist nichts aufgezeichnet. 
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f 39.0 


Datum É Ë | Ses Periode| Agw | Aws | Âz Bemerkungen 
5 1 al 
s u u p 
h m s 
br, 26. | Ir L é ï bis 
M |3100 14.8 20 30 | — 
M2 13.0 9 20 20 | — 
M3 13.5 7 10 20 | — 
Ma 16.0 9 15 10 | — 
ïrz 6.1 Iv | L |6 45.5 bis 
50.0 
M 47.3 6.7 b 6 | — 
DU Tiiv) dy li 0.1 gering 
iM 139 {a.0.8 | 30 | 30 |— | (150 km). 
f 15 
D gli| P ho 19 ||! + PPE TUE 
M 3.2 10 15 15 | — | 500km 
f 16.0 
Uv| P 110 29.9 8 3 4 | — | P-S — 1400 km 
S 32.2 
M 32.9 20 180 40 | — 
à 56.0 
23 29.0 bis 
P10.! 1) L 39 0 
M 30.9 78 | 10 | 10 | es 
. iiliv| P hio138 |1 | 
eL 14.2 P-M — 500 km 
M 15.0 11 20 20 | — 
f 18 
0.1 1 1 — 
Pour iv eP |1490 |! A M 
iM 49.4  |ca0.5 | 100 50 (250 km). 
f 1 57 
, 19.114! P,M |.5 47 01 | 10 | 10 | — | <100km 
, 29.|1a | PM 6 368 | 01! 8 | 8 |—| <:1004m 


Datum 


LRET 
Hi, 10. 
rt 


Aus Ds 


,9)16. 


Tte0. 


2 


Kurt Wegener, 


282 
É Ë M Periode 
5 
S 
humr's 
Id | PM |. 0.1 
Id| M 2389 1.0 
f 45.0 
1 lee fasa06 0.1 
19 A 42.0 8.0 
M 449 6.0 
f 52.0 
93 29 bis 
I! L 953 
M 3305 |10 
dl M |24 48! 01 
Ilvl P |627 52 
Iv | Pi 1349 29| 01 
S,Mi 52 || ke 
Id | PM 1351 4 Es 
£ 56.0 
Id | Mi |4 00 4 
M 13 4 
f 6.0 
u—| pr h817 2| 1 
IITLv 
f@®) | 20.0 
Id 


Maximum für Z. 


ÂEw 


20 


10 


30 


Bemerkungen 


— | gering. (< 100 km). 


(< 100 km). 


gering. 


P-M — 1400 km 


(< 100 km). 


s. Tabelle der verglichenen 
Beben. (ca 400 km); Teil IL. 


(150 km). 


(< 100 km). 


(< 100 km). 


Horizontalpendel wird umge- 
worfen, Z schreibt mit Reibung 
weiter. 


Beben war stark fühlbar, aber 
schwächer wie das vom 10. April; 
welches das stärkste bisher ge- 
fühlte nach den Angaben bar 
Gouvernements war. (< 300 km). 


häufige Vibrationen, (< 100 km). 


: In den folgenden 5 Tagen wird am Neu-Aufbau des Instruments gearbeitet. 


8) In den folgenden 6 Tagen wird am Neu-Aufbau des Instrumentes gearbeitet, 
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Jatum F- É Rs Periode| Agw | Ans | Az Bemerkungen .. 
Ë es 
5 u b u 
Rogmt 8 
il) 27.| Id | P,M | O0 51.1 6 — — 5 | (< 100 km). 
er. hr PP 1:1264 118 s. Tabelle der verglichenen 
Erdbeben. 

, 28.| Id | P,M |O 3.1 3 EL re 60 | Die absoluten Zeiten sind un- 
sicher. Beim Horizontalpendel 
fallen die Nadeln ab. 

PM 4.0 1 LT NIV 
PM 8.5 3 TV AE IE 
f 14 
, 30.| Iv | Pe (20 27.6 0.1 
; S,M 27.9 0.1 50 50 | 40 | (150 km). 
f 32.0 

+ À à P 7 2.0 S. Tabelle der verglichenen 

Erdbeben. 
2.|Id| M 118 167 7 15 | 20 |— | (< 100 1m). 
f bb 
21 57.0bis 
Se Lve lt 99 40 
M 21575 | 6 4 | 4 | — 
12 20 20 |18 
Dr Se 68 18 l'O ll 10 11 10 = |'eu ions 
M b3 48] 12 75 75 | 43 
Avi P 59 28| 1.0 1 1 1 
M b9 565] 12 70 70 | 40 | P.M = 150 km 
f 16 1 
8.| Ivi P |240 57 
M 41 27|12 24 | 20 |10 | p.M = 150km 
f 46.0 
ot aie | ml 
M 3 48 28| 23 40 
Î 


1) Das grofe spanische Beben vom 23. April ist nicht aufgezeichnet. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-pbhys. KI. 1912. Heft 8. 


20 


284 Kurt Wegener, 
8 
Datum $ ë np Periode| Agw | Ans | Az Bemerkungen 
5 | | 
s u ue | 
hs 
SEE A a CO CA PORT me Pa 
11 
ï 10e Mas oies Pt 
M 5 26|11 160 | 160 | — | P-M — 800 km 
c 32.9 11 15 15 | — 
4 37.0 
NE I L 24 00 
M 24 09! 7 30 80 
à Patti 
: e 0.1 10 4 | — | (200 km). 
D Eli oPi 7 12:97 75 6 Dir 
S,M 57 04| — _ — Federn werden abgeworfen. 
Uhr bei Z. hat gestanden. 
: 0.1 L 1 (200 km). 
Or MPilestas los D LE | 2 
M 12 47| 6 | 30? Federn werden abgeworfen. 
145 
Ur 2011 L 2 18.9 S. Tabelle der verglichenen 
| | | Fernbeben. 
NO Ir P 1121 09 | S. Tabelle der verglichenen 
: Fernbeben. 
Juni 3.|IIr| P (|18 244 S. Tabelle der verglicheneil 
Beben. 
| 
à 6.  Ilu P 6 18 Eigenschwingung der Insel un- 
regelmäBig. 
3.9 desgl. 
S,PS ? 10.1 bis! 10.0 3 8 | — 
10.7 
eL 16.8 P-M — 6500.km 
u 19.8 11.4 12 14 | — 
f 7.110 ; : : À 
: 0. 
Pbirim,l7as 0 Seat al ds 
iS,M 42.5 0.2 30 30 | 24 
8 10 10 8 
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Fe] 
+ Le] : 
tum $ 5 Grenmie Periode| Azw | Ans | Az Bemerkungen 
5 
s u uw | 
hemsre 
, li Tv t Pic (6 97:6 P-eL — 800 km 
eL 39.3 
M 39.5 9.5 6 5 | — 
f 56.0 


S. Tabelle der verglichenen 
Beben. 


Eigenschwingung der Insel un- 


21 .2 regelmäBig. 
d bis L des Vibration (Ortsbeben, < 100 km). 
11. Juni 
A7. REV PTP, 210,61 22! 102 1 1 L 
0.2 30 30 | 25 
SM GT | 3.1 6 6 8 | (200 km). 
f 9.0 
1e RL le Lo (51 
= | 0.2 30 30 | 20 | (200 km). 
S,M 44 05 
o : l 8 24 24 | 24 
8.0 Bis 12h Pulsationen. 
18.| Iv | Pi 2 80 42 oi : È æ PR ete Eigenschwingung 
| S,M 51 2 kr U _ ‘a (200 km). 
f 03.2 
CN AO QI Li Ra D 
f 18.7 
24| Ir | L |23 32-33) Ê MT 
27.|Ilu | Pi 7 19 38 : S Liste der verglichenen Fern- 
eben. 
3.| Id P,M 23 B9 14 GE e : Z-Pendel zeigt nichts (< 100 km) 
0.1 1 1 
L 59 441 8 2 2 
le HE 


f |24 0.3 


ER EPST PNEERRES 
s 
= 


RAR PT DRE EE 


a 


L 
- 
es 


18. 


Datum 

Juli : 

1 6 » 

À 7. 

En (0, 

[ iQ. 
| 
Ïl 

(1 AL 1 1 1 
| 
| 

1 ANS à É 


| 


$ É TT où Periode 
e=| 
> S 
h m 8 
Id |P,S,M| 4 48 16 
f 49.3 
+ VAS DR Qi 
3 30 
M |316 | : 
Ir | L 2156 | 
Uv| P |447 2/0? 
SM |448 8|.02 
f |4 58ike 
RE # Re 
13 45 bis 
L 13 54 
M 47.0 6 
| L [18 58 bis 
14 5 
M 59.2 6 
Iv| P 94 16! 02 
02 
f 46.3 
Id 19h-—925h | 02 
HiuP | 648 161,01 
s,M| 48 36|| © 
f 51.3 
1v P ho o 47| 91 
S,M 1 22| 01 
ML 1 47/10 
3.0 


Agw 


CO 


mr D 


Kurt Wegener, 


Axs 


uw 
3 
3 
2 


6 
6 
1 
7 
1—2 | 1—2 
1 1 
3 3 
6 7 
7 7 
8 10 
40 40 
15 15 


| I 


(< 100 km). 


S. Tabelle der verglichen 
Fernbeben. 


(250 km). 


unregelmäBig. 


(250 km). 


Häufig über die Eigenschwi 
gung der Insel superponiert. 


(150 km). 


(250 km). 
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PR A RE A RAP PS EPS PEU RE 
)atum : ä | Greenwich Periode| A, A A Bemerkungen 
É Ê Zeit EW NS Z 8 
(&) 
s u u u ” 
| HA maUs | 
i 23.| Id | P,S,M]13 51.1 0.1 | 20 20 | 15 | 100 km 
f 52.0 
24.| I L 4 39 bis 
42 
M 6 8 10 | — 
24.| Iv| L |8 55 bis 
58 
M 555/4 8 0 6 | — 
0.1 1 1 | — 
24. | Iv P 17 249 11 0 5 A Mots 
SR PR" EE MERE 
4 28.0 
- 0.2 1 LL | — 
25.| Iv| Pi 2818 | à A DES ME ee 
iL 32.0 8 15 15 | 17 
Mz 32.1 8 — — | bi 
M(N,E)| 32.7 8 70 80 | 34 
f 40.0 
30. |IIIr| P |11 16 35 S. Tabelle der verglichenen 
Beben. 
g. 7.|IIv|] P 116 49.0 S. Tabelle der verglichenen 
Beben. 
8.| Iv L |5 56 bis 
57 
M 5 56.5 7 2 4 
10.| Iv | P 6 22.5 (400 km). 
S,M 23.5 1 25 26 
£ 6 38 
10.|Ilr| P 65/4 S. Tabelle der verglichenen 
Beben. . 
B.|1I L 13 22 IN Eden? Bewegungen bei 


| 


88 Kurt Wegener, 


É Phase PR Periode| Apw | Ans | Az Bemerkungen 
5 
El 8 p uw | 
has ue 
Aug. 14. | Iv| P 113 138 0.1 1 1 (300 km). 
S,M 14.5 0.1 2 2 
f 17.0 
Iv L 7 44 bis 
58 
M 15 vi 7 
IIFIE NA S. Tabelle der verglichenen 
É Beben. 
1 |P,S,MI14 802 || PR LEE 1h (< 100 km). 
f 31.2 
Iv e 5 49.7 
S,eL,M| 60.2 9 20 21 Nur lange Wellen (250 km). 
f 55 
Iv| P 10479 |106 | — 3 
48.9 10.5 _ 15 
S ? 49.2 9 15 60 P-S — 800 km. 
M 50.4 9 35 80 
f. 11190 P-M — 900 km. 
Ir | L  |14ÿn | S. Liste der verglichenen 
Beben. 
Ir IP? 7780 S. Liste der verglichenen 
Beben. L 
Iv P 110 49.7  lca. 1.0! 5 b 4 
iS,M 51.8 3 30 20 | 20 | (300 km), 
à 59.0 
1 4 eL 114 56.2 4 Ô 
M NB ES DIE 
f 15 b 
Id |P,S,M| 9 458 | Fi Le 2 (€ 100 km). 


f 46.8 
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f 21.0 
, 13lI&)| L l2%4 


: ‘| I |PSM\5 204 || 0.1 


S. Liste der verglichenen 
Beben. : 


, 181Ik)| L ui HE 
M 428 


Hi 00 


9 


3 (300 km) 
Fällt um. 
» 18.|Iv| P 110 304 Periode 0.1 sek. nicht vorhanden. 
S, M 30.7 9 10 24 250 km 
f 34 
0.2 7 8 
»  2b.| Id |P,S,M 116 39 62 | 3 5 6 (€ 100 km). 
L f 40.4 
Dkt. 2.|Ir| P 13140  lca. 10 (1500 km). 
bis 3.0 
PR 15.4 6.0 E 10 
PRa 16.3 6 14 14. 
S 17.3 6 8 20 P-S — 2000 km 
M 17.5 7 20 20 | 20 
M: 18.4 6 24 80 | 17 | P-M — 1300 km 
230 | | 
f(E,N)|, 280 
ab) Pole M D D PORT des 
S,M 30.0 600 | Federn ab. 
= — |600 | 30 
| f(Z 36.0 
f(Ë, 52 
14 45.5 bis 
POORET | L 53 4 
M 48.4 6 8 50 3 
3 3 1 | (<100 km). 
+ 7 7 3 


6 


290 Kurt Wegener, 
5 | 
Datum e: Phase Mob 46 à |Periode Agy | Ans: | À ._ Bemerkungen 
En | 
Fe | _s u u | 4 
l h, m, s 
Okt. 23. | Iv P 116 49.7 nv : à 1 
sur 5 | 6 6 7 | 2} PM = 200 km 
M 50.4 5 12 12 8 
Cu 53.5 5 12 12 3 
f(Z) 56.0 | 
f(E,N)17 2 
1 39 bis 
Vert IE D 54 
M 1 43.2 8 12 
46.2 12 
, 27.|Iv p (20 433 | ne ; ei 26 ue bei allen Kompo- 
0.1 3 8 1 
SM} 436 ||? a AO AIS 
f [20 46 
Nos Slt pi 13 22 + 1 À 4 * Eigenschwingung der Insel? 
3.6 2 3 |— | (200 km). 
D {01 | 36 | 24 | 30 
f 
ina LA lv P |13 22.2 0.1 1 1 4 | Z am Anschlag. 
SM 29 7 | os ; Ë 90 (300 km). 
f 25 
st 18.1:1v P |20 445 0.1 : è so 
0.1 (300 km). 
SM} 450 5 | 30 | 35 | © 
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Datum 


Charakter 


h m 
INov. 13.| IIv| Pe 18 475 


48.0 

48.6 

49.1 

49.9 

S 50.8 

Mi 51.5 
sekundär 

M Horiz 52.1 

Mz 52.5 

f'- 119 82 

» 14.|Iv | Pe |12 548 

M 113 0 

f- 18 4 


» 14! Id| PM 17 43 


£ 1718 

0 A7 Iv| :Pe *| 97491 
45.6 

f 49 
» 20.|Iv| Pe |14 416 
M 46.1 
f 52 : 
97 | Iv | Pe l22. 98 
S 107 
11.5 
M 122 


f 27.0 


Greenwich- ‘ 
Phase Zeit Periode 


Agw 


Ha DD 


+ ND ma 


45 
100 


Bemerkungen 


Langsames Anschwellen. 


P-$S — 2000 km. 


P-M — 1500 km. 


Zunächst rasches, dann gleich- 
mäBiges langsames Abklingen der 
Bewegung. 


P-M = 1900 km. 


(< 100 km). 


(1000 km). 


P-M = 1650 km. 


P-S — 700 km. 


P-M = 700—1000 km. 


n° 
D 


Kurt Wegener, 


Datum E Phase pe) Periode| Apw | Axs | Az Bemerkungen 
5 
ÿ 8 u u u 
hÆm ?s 
Nov. 28. |IIr| Pe |0O 22.5 S. Tabelle der verglichenen 
Beben. 
NA Tv! °P? | 8210 Merklich. P.-S — 900 km. 
S ? 22.5 5.0 7 2 | — 
M 23.5 10 20 40 |14 | P-M — 900 km. Langsames 
Abklingen unter vielSchwebungen. 
f 9 21 
Det) (een AN SAT 2 CPR 
8 80 ? 5 
Qu, PU. HI SN) 
f 58 
» 30. M 7.0 20 20 15 | Aufergewôhnlich starke mikro- 
bis seismische Bewegungen. 
Dez. 1 
à 0.5 3 3 3 
Nov. 30.| Iv | Pi (21 16.0 6 15 15 | 15 | (50 km) 
S, M 16.6 0.5 90 90 |! — 
f 21 
Dez. 3.|1I L 3 20 S. Tabelle der verglichenen 
eben. 
0.1 6 — 
» B|1/|P ho 98 |; 1 1 (200 km). 
S, M 10.0 
f 14 
: 7.| Id ie 15 50.8 0.1 300 1900 | Am Anschlag. (< 100 km). 
52 
, 9. | Ir ! Absolute Zeiten nicht bekannt, 
8. Tabelle der verglichenen Beben. 
‘ 9. Id | P,M 116 59.0 0.1 30 380 |— | (< 100 km). 
f3117 10 
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Datum 


11. 


12. 


12. 


21. 
22. 


22. 


26. 


Charakter 


F 


4 
Le 


Iv 


Iv 


Id 


Iv 


Id 


Phase 


+ 


| 
Greenwich- 
Zeit 


Q 


26 
10 21 bis 


10 33 
10 22 


41.7 
47 


16 42.4 
6 


8 
11405 || © 
{6 


10 


Periode 


Agw 


u 


hi 
ao 


35 


20 


[lle 


10 


45 
30 


© A Or © 


Bemerkungen 


e be der verglichenen 
Beb 


Beben. 


(200 km). 


(800 km). 


(200 km). 


Nadeln fallen ab. 


Nadeln sind wieder aufgelegt, 
Beben ist aber zu Ende. 


(300 km). 
Langsames Anschwellen zum 
Max. in rabiren grofen Wellen. 


S. Tabelle der verglichenen 
Beben. 


S. Tabelle der verglichenen 
Typus c. 


294 Kurt Wegener, 


$ Ê pi 7 + Periode| Ag | An |Az Bemerkungen 
ë | 
| | 5 u CRT 
hein s L 
OT DE ane rte DEN EP copie 
: ca. 1 5 5 50 
iM 40 21 Ra 
f 45 30 
Ur L 11 25.0 bis 
12 16.0 
M1 |11 26.0 12 F 10 
M: 45.3 25 40 30 — 
M3 56.3 16 20 30 — 
Iv | Pi | 17 85 871: 10 1 1 merklich, aber nicht meBbar. 
1M 36 12| 1.0 50 50 (350 km) 
f 38.0 
FE AN 9 46 00! 1.0 1 — Z hat Reibung (2300—2600 km) 
eL |10 1 20 
M 2 20| 16 10 — 
13.0 
Iv Pe 16 35 47 langsames Anschwellen z. Max. 
Z hat Reibung. F b Dez.-Be- 
Mu loenés-e7| 00 | #0 | 161 | of Pr 
45.0 
Iv | Pe |16 48 4 
M 49 24! 9.0 | 100 40 Z bat Reïbung. 450 km. 
f 17 2.0 
Iv L 17 20 mehrere Maxima und Minima. 
{bis 37.0 
M 17 6.0 9.0 30 20 
| P |181118|] A CO D 07 en to PRE 
M 11 33 1 |>400 | >300 1100 | /Federn fallen ab. 
f(z) 16.0 
Id ï 6 40 31 1e : ; " Von der Form c. 
M 41 51] 10 12 15 — 


f 46.0 
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Datum É É Gr da Periode| A4 Ant Ag Bemerkungen 
æ 
s u ue |w 
n'EM o 1 x km) 
. 1: Le es ypus à (150 km). 
Ben Ar Meet MAG NeDe LA LS | & À GS er 
M 50 26| 12 |120 |120 | — 
Pi |20 8 31| 1.0 — 1 | | unbedeutendes 2. Beben. 
f 19.0 
>" A3 IP HP MAI: 218043 H-Pendel fällt um. Z hat starke 
f 25.0 Reiïbung, stärkste Bewegung am 
Anfang. 
2.48) uv |. Pi 2 56 4] 1.0 1 1 | — | (150 km). 
M 56 24| 10 30 30 | — 
f 58.0 
6 52.0 Z hat Zeit des Beb 
! 14! Tr É Lier ve se zur Zeit des Bebens 
M: 6 53.0 9 20 20. | — 
M: 7 58.0 9 20 20 | — 
151 Tlvt Pi 8 36.0 Federn fallen ab. Z ist fest- 
geklemmt. 
14 51 30| 1.0 — 1 |— | (700 km). 
2019 /Hvrl li 1 49| 1.0 1 — | — 
52 39| 1.0 —— — Ë 
6.0 — — 
Mu b4 9 9 | 100 80 | — 
19|Ilv| Pi 57 49| 1.0 | — 5 | 15 | (600 km). 
M 59 9 9 130 |120 |15 
f 15 20.0 | 
, QG 6 5 | — 
28| Id |Pi,M | 2 54 37 | SO 
%- oo CO 
“ 0.1 2 2 | — 
#1 |PM lisses © | 2 [mit Reibung, 
f 19 50.0 
29|Ilv| Pi | 454 7| 0.1 |120 |120 | 250} (200 km) b. Horizontalpendel 
M 54 37| 01 mt — |1000 fallen die Federn ab. 
(Ma) 5 027| 1.0 80 80 | 100] Federn wieder aufgelegt. Beben 
f 43.0 stark gefühlt. 


296 Kurt Wegener, 
sl. | 
Datum | s or: + Periode| Ag A |Az Bemerkungen 
sa Em eit 
> 1 DR | 
| 8 uw u u 
| h m 
Jan. 29|Iv | Pe 5 47 12| 1.0 b 5 Z hat Reibung, (250 km), all- 
M 47 B2| 10 30 60 mäbliches Anschwellen. Typus b. 
f 6 20 
30 | Ir 4 3.0 
; LL |\pis 33.0 
M 4 16.0 10 20 20 — 
» 30! Id 1 21 45.0 alle von der Form a, jedes ca. 
i 4 43.0 Los 15 15 10 |30 sek dauernd. 
81 i |13 80 
: . 2.0 3 8 |— | (2100 km). 
Febr. 4llUr| Pi |14 3 40 F LET rle 
S 7 10) 10.6 20 15 — 
eL 8 40l| — Se =. 28 
M 9 20] 21.0 | 400 80 — 
M: 12 40 | 14.0 70 50 — 
Ur | Pi |15 4410! 20 5 Bb |— | (2100 km). 
S 47 20| 9.0 20 b | — 
eL 49 10| 9.5 30 20 — 
Me 50 00 | 16.8 80 20 — 
Mx 12.6 50 30 | — 
f |16 33.0 | 
. 2.0 3 3 — 
Ir Pi 17 40 30 63. 10 10 PE P—S — 1800 
S | 46) #6 16,1 0 DAE ER 
eL 45 30| — — —= 7 
M | 46 30 | 12.8 50 50 | — 
f |18 230 
: 20 | 1 1 | — | (2200 km). 
Ur| Pi | 15,86 A0Ù 6 N 10 D € | 2e 
S | 39 30| 9.6 7 3 | — 
eL 41 30| — "3 “4 
M 42 30 | 18.0 36 10° 11 —= 
f 19 13.0 
PI) 17 e 9 28.9 (450 km). 
M 30.0 | 10.0 2 2 | — 
f 31.5 


—_— 
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Datum # É ee Periode| Ag Ayo Ag Bemerkungen 
4 & er ; 
oO 
s u u_ | 
b ms 
Febr. 10| I e 9 32.5 (400 km). 
M 33.5 5.0 b 10 | — 
f 38.0 
» 13|Iv| iP |10 56 30 bei EW langsames Anschwellen 
Me 57 40| 10.5 | 100 30 | 40 | (450 km). 
Mxz | 11 3 40| 105 50 40 | 50 
f 11 24.0 
Di is ;P 1 114 | 0.1 1 | 1 1 | von der Form c. 
Orts- |. 6.7 2 2 5 
beben| M(L) 2 54| 6.7 10 10 | 20 
Ê 6.0 
Ilv| eP 4 11 4 langsames Anschwellen (500 km) 
0.1 5 5 1 
k 12 8468 | 10 | 60 | 20 
M: 14 4| 88 50 50 1150 
f 28.0 
120! Iv]| :P 7 10 16| O1 1 1 |— } (200 km). 
S,M 36| O0. b 5 | — 
f 13.0 
Iv ï; 10 51.0 bis 
1111.0 
M 7.0 2 2 
17 49.0 bis 
OS ETC 
Mi 50.0 18.0 20 20 | — 
M: 52.0 7.5 15 15 | — 
Phar| dr | 1, NS 
M 19 48.0 6.0 b 5) 
28| Id | iP 0.1 5 Bb |100 | (<100 km). 
% M [15500 | 66 | 15 | 18 | 60 
à 15 55.0 


298 Kurt W egener, 
Datum = É a Periode| Ag ARUIIAS Bemerkungen 
É à eit 
F s u u u 
b ms 
Et Sr km). 
ss din) rl 60 el [a At Ji 
eM 70 | 10 | — |400 1500 eiander er. + Re 
. 1 — 500 . 8 Minute = 
Hv}, Pi 15.7 {10.0 — ss ge die ra Pe. 
eM 16.5 rioden. 
Alvit Pi 23.0 
em |ge7, [RSS IR 1200 (250 | (250 1m) 
3 20 LS ca. 2.0! 120 120 3 oder 4 lange Schwingungen, 
2 dir die bei Z fehlen, anscheinend durch 
mechanische Einflüsse (Ratte oder 
Eidechse) hervorgerufen. Pendel 
gerät in Unordnung. 
sr P1#23°85 16| O:l — — | — | (250 km). 
Iv| S,M 45| 0.1 — 180 | — 
EN Pi 36 55| 0.1 ee =” Le Die beiden Beben gehen in ein- 
S,M 37 25| 01 ne. 60 __ [ander über. (250 km). 
4 38.0 
” 4| Iv | Pi 4 52 55| 0.1 — 1 |— | (200 km). 
S, M 53 15 | 0.1 — 6:| — 
f 55.0 À 5.3 — 25 
Iv Pi 5 48 45| O.1 — 1 — | (200 km). 
S, M 49 5|f 0.1 — 1 — 
f 50.5 { 5.3 — 30. | — 
Iv | Ph |108065|! 2518 1 (200 km). 
M 89 45 | O.1 — 1 
à 42.0 { 5.0 — 30 
D'OPEr. A6 7 Bo LO NE NE À LE P.M — 100 km. 
(e)M 57 45|ca. 10] — 8 | Rats? 
f 59.0 
Hi ins LU (200 hi 
Ir | MAG Ten tS TS TS joe 
: 6.0 — 25 | — 
1M 55 
f mo lo | — | 1 | 
Iv | Pi 1787 45| 10 |1— — | — | (200 km, 
iM 38 5 { 01 | — 1 | — s 
£ 40.0 4.0 —- 15 | — 


Sn ES OU  - MT 


D 


SE 
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Datum | $ Frame Periode| Ag A, | À Bemerkungen 
à cn « 
| s u u u 
fe FI PA DUR b mes 
Ù März I Fu 18 #3 0.1 — 2 \ Ratte? 
43 5 0.1 6 6 merklich. P—M — 400. 
ÿ eM 43 15 
j Mew 43 25| 83 40 20 10 
| NS 44 15! 8.8 40 3b 15 
M, 46 15| 8.3 10 20 | 25 
| f 56.0 
| one) y Pi BBS 3 0.5 = 24 0 | EW Komponente hat Reïbung 
od.d Mzw 1108 40 10 15 mn 6 tes EL 
rklinger 
ve ds AU 10.6 10 15 25 il te 5e nt Ë 
0 LT) LV Pi 9 38 0! 1.0 1 1 — 
: { 1.0 4 4 |— | (250 km). 
M DB ur litot MU 
f 47.0 
nr LS ET L à : bis 
M b 4.0 | 6.0 7 7 — 
Ir b 29 bis 
D: 5 44 
16.0 b b — 
M | 5300 | 2 | 16e 
» 420! He L |H16 7 bis 
16 20 
; 16 13 17.0 10 10 — 
HAT LV ne 11 3 15| 0.1 D 1 — | (100 km). 
i 3 30 0.1 0 20 — 
: f 601708) 107 |'10! |@e 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. El. 1912. Heft S. 21 


300 Kurt Wegener, 


5 
£ 
E 
a 
= 
© 


Greenwich- 


Datum Zeit 


Periode| Ag An Az Bemerkungen 


Phase 


h ms 
März 30/II—| P 1770 25.810 1 “il _— 
IlIr|, Pi 0 35| 3.0 10 10 — 
3.0 3 3 _ P—S 1900 
PR 0 56/1280 | 55 | 55 | — P—M 2300 
S 4 05 | 12.0 70 140 — 
SR 4 55| 12.0 | 100 C00) — | NS haut an den Anschlag. 
M 6 55| 12.0 | 250 400) | — 
C 8 55 | 12.0 60 100 — 
c 20 55 | 12.0 30 50 — 
c 44 55 | 12.0 7 20 — ï 
18 5.0 Wiederkehr, oder Eintreffen de 
bis 15.0 Wellen auf dem längeren Weg. 
eL 18 65.0 15.0 10 12 — 
M 7.3 10.0 20 50 


April 8|Iv| Pi (wahrscheinlich 300—500 km}. 


beide Nadeln fallen ab. 


ai 
[ep] 
© 
Qt 
© 
_— 
Lt 
© 
8 
© 
© 
lg. 


Die Discussion der Kurven er. 
gibt, daB der StoB wahrschein 
lich aus Süden kauw. 


0.410! 1r | Pl | 2179 15 


0.1 L 1 — 
eM 11 13 30 : TE ms À Lars rat 
M 11 43| 7.0 30 380 | — 
£ 19.0 
MIS TI) Pr 0 33 39 Nadel Eigenschwingung der Insel un. 
ab- regelmäBig. 
S? 43 00! 6.0 gefallen 7 _— | starker Einsatz. 
9.0 50 | — | P—S? — 8000. 
É 48 60 240 60 | —| P-M 2 3600. 
f 1 27.0 
oNial Er P 16 39 21 
M 41 21| 40 — B «= || P-M'= 800. 
45.0 
“rAia) le Pi |17 20 19} O.1 1 | — | (100 km). 
iM 20 31| 0.1 18 | — 
‘ 24 24 
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fs] 
Datum à Ë ob Periode| Ag Ay | Az Bemerkungen 
C1 
ë Ex 
s u u u 
: ’ h ms 
April 20 |Ilv| Pi 20 35 45 LA . + 24 (500 km). 
; 1.0 5 b 30 
Sim) 87050 | 7 | so | 30 
f 58.0 
» 22| Ir e 0 0 39 Die kurzperiodischen Wellen 
M 119! 90 15 12 _ |fehlen bei den folgenden beiden 
Ms #60) 60 | 10 | 12 Leg eur 
Ir e 0 24 00 (800 km). 
M 25 5b | 12.0 40 40 — 
É 36.00 
Le fühlt ! 
Il p PROnE SL 'S NRA RTE 
: 0.1 18 TOUR 
iM 26 10 || 416 ? 36 PUR 
f 28.0 
14 1.0 
PAPA ET IE et 
{ 0.5 leben merklich 
eL 14 13 9.0 3 6 | — 
M 2.1 9.0 20 6 | — 
Mai : 1.0 — 1 Bb | (800 km). 
Der, HV Pi 14 4 104 18 6 |— | bei NS ist die Dämpfung un- 
M(S?) 46 44] 10.4 50 70 15 |genügend. 
Me 47 34] 6.8 | 1002 | 70 | 25 
f 2 13.0 
4 565.0 = 
Mo |) Le lisse Ê 
M} 4575 1560 |! bielle 
1|Iv| P 9 12 00! 10 | Æ (merklich 
4 eL | 1420) 90 | À Bel = 700 
M 14 50! 90 | à 60; MALTE TARN 
f 9 20.0 


71 


302 


(el 


Charakter 


æ 
H 


Iv 


Iv 


Iv 


Iv 


Id 


É PRE Periode 
h ms 
P |1835 6 
S? 37 36 
M 39.1 
M2 41.6 
f | 19 35.0 
P |:10 40 55 | 9. 
SM 41 10 9. 
f 57.0 
P 0 38 40 
M 40 40 
P ca. 41 30 
M 43 30 
f 54.0 
18 19.0 
L' pis 390 
M 23.0 
P |19 39 37 { 
M 40 12 
f 59.0 
P,M | 20 200 (oi 
f 24.0 
P 0 9 6 
M uns 
f 19.0 
L | 818.0 
{b.9 44.0 
| M | & 998 


Kurt Wegener, 


S 


4.0 


12.0 
12.0 


12.0 


Âg 
u 


L 


Swom 


10 


Denis 
sohresd 


25? 
? 


30 


| ml 


| 


où 1 


Bemerkungen 


(1300 km). 

Die bisher regelmäBigen Schwin- 
gungen von 6.0 sek Periode unc 
15w Amplitude hôren sprung- 
haft auf. 


P—S? — 1500 km 
P—M, — 1500 
Schwebungen. 


merklich (250 km). 


merklich (1000 km). Beide He 
rizontal-Komponenten haben Reï 
bung. 


(1000 km). 


nicht gefühlt (< 100 km). 


nur bei NS (1000 km). 
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5) 
Datum É É Po Periode| A Ax | Az Bemerkungen 
Le) 
s u u u 
Ç RE mar 
Mai 17|Ilv| P 20" 5*80| 10 merklich NS ist ungenügend gedämpft 
S 7.181 12.y4lu00, ||' ao 1 FETES 0 
M SD :49 60 50 | — 
sehr langsames Abklingen (Wie- 
f 21 24.0 derholungen ?). 
14 27.0 bei NS aufgezeichnet, und 
» 19! Ir L bis 35.0 dnch de Votntfch| nue gb 
M 28.5 9.0 10 2 ungenügender Dämpfung. *] 
è | 
PhroaL Er 19! PT 6 13 00! 0.1 3 3 | —'| (250 km). 
is, M 13 35| 0.1 20 20 — 
sr 16.0 
9 53.0 bis 
DT CE, io #0 
’ M 58.1 7.5 15 15 — 
Hotels Tr.|t PASS 44 2 merklich 
S 47.3 6 5 — e — “Y cn 
eL 478 | — | — | — TRES 
M 49 10 | 10 | 5 DE 1 
M: 52 12 1 10 
£ 23 24 
» _22|Uule(P?)| 6 348 2 merklich (7500 kmx 
e(PR') 378 | klein 
e(S) 43.7 5 5 5 
eL 51.3 — -- — 
58 bis 
M | ,% Î22 | 60 | 50 
C 23 22 30 | 10 
c 42 10 7 3 
ü 8 13 | 
020 Ty E 9 16.3 0.1 merklich 
Mi 16.7 0.1 15 | 15 
f 20 
*) NB. Die Eigenschwingung der Insel infolge des Anpralls der Brandung wird von beiden Kom- ! 
ponenten gleich aufgezeichnet, obgleich die Dämpfung bei NS ungenügend ist. : | 


804 Kurt Wegener, 
Datum É É ro Periode| Ag An Bemerkungen 
5 
8 p u 
h m | 
Mai 30|Iv  ‘ 18 3.1 0.1 
3.5 0.1 25 25 
18 6 
» 31|Uu| e Er A | 2 merklich (8—9000 km). 
e(P Q) 7.1 6) b — 
e(PR?) 10.6 6 b — 
e 15.1 9 6) — 
1(S? 16.7 12 6 b 
i(PS) 19.5 3 7 7 
20—21 9 b 5 
22—23 14 10 10 
eL 81 — — — 
M 36-42 18 50 50 
f 6 25 
Juni 1|lUr| P 6 1.0 6 b0 | 50 Der Bebenherd scheint im Norden 
i (PRi) 13 | 6 | 50 | 50 [liegend. 
i 2.3 7 10 30 
i 2.9 7 10 30 
1 3.9 7 30 10 P—S — 2500 
1(S ?) 5.0 9 80 20 P—M = 3400 
is] 66 | 12 |150 | 100 
M 11 bis! 18 | 200 | 200 
iæy| 6627 | 6 | 30 | 30 
HE LE 8 | 90 | 80 | oveites Beben ? 
M 7 8 | 16 1 60 }.060 
P—$S? — 600 
| 8 a 4 Sa 02 
É 5 L 4 : bis a “hr Komponente ungenügend ge- 
M 55.8 14 10 
1”) 6 Is F 17 22.0 0.1 b b 
Mi 22.5 0.1 15 15 
f 24 
SPIP 12208 1 1/2 */2 
: e 7e | 6 | 20 | 20 | 2—$= 100 
i 8.2 6 15 15 œ 
1(S?) 9.1 6 20 20 
LPS? 94 | 6 | 22 | 2 
eL 9.6 we ne 
M 10.4 9 40 40 
f |22 32 
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Datum 3 ä | Greenwich. Periode| A A A Bemerkungen 
E “w Zeit 3 N Z à 
: 8 u u u 
D mrs 
uni 12| Id | iM 21 27.2 0.1| 10 10 
1é 27.6 
» 18/11] Pe |12544 || 02 Re Lit 
0.1! ‘2 1/2 
à 546 || 19 | 40 | 40 | 
e 55.6 10 |100 | 100 | 
M 57.6 10 |200 | 200 zunächst rasches, dann sebr | 
f 14 2 langsames Abklingen. “| 
… 13! Id'|1P,M| 252277 0.1 b b 
f 34.6 20 5 = 
JÉRNE 5 À Ou LAS UT 4 3.6 0.1| merklich 
1M 3.9 OHAUID 10 
f 4 6.0 ; 
Gp StoB aus Süden. Federnzwi- | 
bi 15 | Ilv P 6 349 k rs "| 220 200 ds en Nr hin ss bd | 
—(m) 440 | 15 |300 | 300 | 
— 04.0 15 80 80 
f 8 51 
" 16! Ivl) Pi 20 23.0 0.1 Merlot 0.1 
Mi 23.8 0.1! 20 20 |925 
f 20 25 
on LA IV "EC 0 10,3 
eM 11.1 9 40 40 
14 26.2 
0.1 5 5 | 2b 
1 25.9 0.1 7 FA Ass it 
M 2641 à 0 1 80 Nan ie? TON 
ê 18 41 : 
» 19|Iv | Pe | 23 58.9 2 CE de" À Bu 
eM |24 0.2 10 TOME 
f 24 21h 
» 20|Iv | Pe |14 8,5 2 pe 


Bemerkungen 


Zeit um 1 oder 2 volle Minute 
unsicher. P — M — 1900 km. 


P?—eL — 3200 
P?—M — 3400— 4400 


Federn ab. 


Federn wieder auf. 


P—M — 100 


[2500] 


zweites Beben ? 


306 Kurt Wegener, 
mm 
Datum $ É po di à Periode| Ak An 
5 
s u u 
h m 
Juni 20| Iv| e 14 56.7 — _ — 
M 57.2 8 5 5 
f 15 O0 
COURANT f Pi 3 19.6 0.1] merklich 
iM 20.1 DIT 117 7 
f 22 
LL Ni Tres 12 41 
M 42 8 10 10 
f 51 
1 281 Jr 02 l'182482/1 2-5 5 5 
M 281) | 9 | 10 | 10 
f 30 
Some pa || 20 jan || te te 
eL 11.5 | 
M |14—18" 15 10 10 
f 11 23 
DL) 5 5 
, 28|IIv| Pe |18 536 
0.1| 10 10 
544 || 15 | 50 | 80 
19 13 6 7 7 
f 215/4 
28] Iv P.!|25 212 0.1] merklich 
M 21.5 01| 5 
£ 221/2 
HA: QC E À ? 
iM 4 52.9 | 0.1? 20° 
[f] 53.6 
20 | Ie | “Pi 5 49.3 4 b b 
i 49.6 4 10 10 
PR 50.4 6 15 15 
e 52.8 9 45 40 
ES) 53.8 15 80 90 
eL 54.4 — _ _ 
M |56-—59m 15 | 200 | 200 
M: | 6 75 | 15 |200 | 200 
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A Te SO 


Datum : É an Periode| Az AN Bemerkungen 
É & eit 
* s u u 
b ms | , 
uni 29! Ir | Pi 10 21.5 2 3 3 wohl vom selben Herd wie das 
i 22,3 2 7 6 VON, 
24.9 8 10 10 [2500] 


e 
PS? 
M ; 
Minimum 381/2 15 50 50 
M: 
f 


D oil es Ma 134 9 A LP 
é 16 12 3 IA 
M 20 9 3 
f 40 
of el || 380 9 BAD 
Me |! & 4 12: Mo 2 
f | 480 
Fali 1|]Iv P 11 165 0.1 merklich 
iM 17.1 OL 6 
f 181/2 
Mur l ls aus 
M 283 | 10 7 7 
M 86.8 |25-—30| 10 | — 
f 51 
» 1lld|PM|2a8 LE 4% 5 
£ 221/2 
ponihid| M |s 8l 01! $& 5 
f 291}, 
Tan PES out À 
€ 8 s||ca 8 | — 1 
— 9 
* 12 15 Ês B 
e(L) 12 | 6—9 | 10 B 
: 13 4| 12 1 1 
14 GRR 07 0 TE B 
HO: 18 288 Glen lhee 
17 86! 74] 6 | {0 
F 2118| 7 | 10 | 12 
10-12] 10 | 25 
M |27—31 20 | 20 | 20 
f | 7920 


308 Kurt Wegener, 
+ } 
Datum É É er Periode| Ag Ax Bemerkungen 
ë 
8 u u 
b ms | 
Jul 3| Ir P 10 33 34 2 merklich P—M — 1500 
M 37/2 6 b b 
f 41.0 | 
n. 3| Id | P,M | 16 5 44 0.1 5 5 
£ 6.0 
819) P |2067 44 01 
“ 6) merklich 
iM 58 09 10 10 
f 59.0 0.1 
Bhiv ! Pi 21 28 24 0.1 merklich 
1iM 44 0.1! 10 10 
f 29 30 
- 4| Iv | Pi | 18 58 57 0.1 merklich 
iM 59 07 0.1| 10 10 
f 61.0 
He 5| I |1i(P?) | 10 38 34 8 — |merkl. 
i 41:60) :6 d 16 D 2 
i 44 09 6 25 2 
— 44 20 6 10 2 
M: 46 10! 15 30 15 P—M, — 2800 km 
i 47 10 7 20 10 
LM) | Sbis)) 20 | 30 | 15 
f 11 40 
» 10—11 Die Uhr bleibt stehen. Pende] 
meist am Anschlag. 
11 Anfang des Bebens fällt in den 
I(r?)) C 20 36 30! 15 30 20 Bogenwechsel. 
Mi 491/2 9 7 20 (neues Beben ?) 
f 21 46 
. 12| Id | M 4 55 49 0.1 2 3 


mOi leIv |l Bi 


57']s 
7 33 55| 0.1 
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Datum : É Greenwich- |Periode| Ag Ax Bemerkungen 
s En it é 
AR Le RER PE AP CS LCA M a 
0 m $ 
21 10 bis 
Juli 12|Iu L 99 30 
M 21/2 15—20 D 
12 
6 Reï- 8 
14| Id M 16 54 10 0.1| bung 4 
f 55!/2 
, d6|Id|iM | 52110| F Se 19 f liegt im 2. Beben. 
ë 6 10 10 
Id| M 22 50) : 1 
à 31.0 
15| Ir 1 12 6 40 ä 2 2 
eL 9 50| — — — 
M |11—15m 15 20 15 
f 13.00 
» 16! Ir} ;  |,21 43 bis 
48 
M 46.0 15 8 en 
# 16 | Iv M 15 10 45 7 Æ 4 in Komponenten am An- 
f 12.0 schlag. 
Du: E7 vid |! M 17 6 43 0.1 6 6 
Là 7.0 | 
Boris | M" | 1496884 O1/1 4 2 | 
f 24.0 | 
PULL ier Id |1P;|18 214 0.1 1 1 > 100 km 
M 19 0.1 6 6 
f 3.0 
, 19—20 Beide Komponenten am An- 
| schlag. 10!/,—11!/; des 20. Juli 
scheint ein Beben eingetreten zu 
fil sein, das aber nicht ausgewertet 
| werden kann. 
| | 2!|Tr D 7 36 bis 


ob 
M 43 15—20| 7 —_— 


310 Kurt Wegener, 
| 5 | 
Datum # É Greenwich- | Periode Àg Ay Bemerkungen 
s à eit 
Eu s u u 
n'a 
ui 21] M |»æ1540| 9] 2 | à 
f 17.0 
FOUT P _ | 
0.1 
M |131720| 59 | 5 | 5 
f 21.0 | 
nt Er | 15 22 50 2 merklich P— M — 2300—2900 km 
i 24 50 6 3 
es 26 30 9 25 10 
e 27 10| 8 15 15 
M 29-31 :m| 15 b0 30 
f 17 0 
»  28|Iv | P? la14 9 47 0.1! merklich P—M = 100 
M 10 2 0.1| 10 10 
f 12.0 
5» 29) IE i 10. 35 00 8 6) 5 
i 36 23 5 3 3 
e 37 43 9 5 1 
e Ai 3 9 5 3 
i(S?) 4213| 8 5 5 
i 43 48 8 7 5 
eL 46 43| 14 — —— 
M 50—54m| 15 30 10 
M 52.0 18 40 15 
f 11 40 
n 00! Id | P,eL|22 33 571} 01! 5 5 
M 347 6 10 10 
() ; 1 merklich 
f 41.0 
August 2] Iv | eP 8 31 20 5 1 ë P—M — 1160 
2 1/ 2 2 
; 82 00! 9 | 75 | 3 
M 34 25| 10 65 | 150 
f 9 40 


| 
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£ © à | 
| Datum É 5 RIRE Periode| À AN Bemerkungen 
| . S | 2 u A 
! b ms 
| August5| Iv| Pe | 2 125] 2 2 2 
| i (Mr) 210| 9 | 10 5 
4 40| 12 | 10 | 10 
f | 92 923 
, 7|1v] y, |f20 41h 
| bis 53/2 
| M 48.0 | 12 | 20 | 15 
D him) miularss 26 |02! 141 
M 291} | 16 | 40 | 40 
f 50 
, 10|Iv| Pi | 0280 01| 3 | 2 
Mi 28.3 0.1| 15 | 15 
# 30.0 | 
PI It Er 1 38 15| ‘he merklich 
i 39 45 10! [10 P—M — 1500 
M 42 15| 12 | 20 | 20 
f 50 
, i4llv| L | 83038 
M 32.8 8 | 10 | 10 
| 
, 17|/Iv] P | 93660| O06| merklich P—eL — 1500 
î 37 50| 4 5 | 3 P—M — 1400 
eL 39 50! — — — 
M 40 30| 7 5 | 10 
f 47.0 
» 17|/Iv | P |20 36 35 0.1! merklich P—M — 100 
M 36 55| 0.1| 10 | 10 
f 40.0 | 
. 17|Iv| P |231317| O01| merklich 
M 13 32| 0.1| 10 | 10 
f 15.0 | 
coeot Er |: :P 8 49 40! O.1| merklich 
iM 50 20| 0.1| 10 | 10 
f 52.0 


312 Kurt Wegener, 


E ss 
Datum $ É mg "#8 | Periode| Ag AS! | À Bemerkungen 
6 s u uw | 
ht Fa : 
Aug. 21/17] eP | 54025|{ 10,| 20 | 20 | 20 hd se vemchwunden Waïlen 
M 4 01 B B fie 1 Periode sind von 542-4 
10 |100 |100 500 "7 
47 25| 10 60 80 | 10 
f #10 
» 22|Ivr) li 9 30 40 2 + + (Ein Beben?) 
1 31 50 2 5 5 
M 32 10 3 6 6 langsames Abklingen folgt. 
1 36 45 2 2 2 
iM 38 15 4 16 14 
f 52 
». 26! Iv > 18 54 15 0.1 0.5 0.5 
1M 54 35 0.1 20 
f 57.0 
Bei 15h nd tent folgen 
Gas D) | 401] 20!) 10!) PAR LS 
e es Maximalbewegung. 
Sept. 6|Iv| P | 245 5} 0! fehlt |merkl. P—M = 800 
M 40 0.1| — 35 
f 50 
» 7|Irl Pe | 01620! merklich 
1 17 2b 9 10 10 P—eL — 2400 
i 19 20| 9 | 10 | 10 P—M — 2300 
eL 2112 — E- 2e 
M 23.0 | 11!}2 | 15 20 
f 40.0 
” 7|IIr| P 6 18 25 2 3 2 
PR 20 10| 8 7 5 P—S — 4500 
S 24 45 8 15 10 
eL 27.0 dus “ne Re 
20 30 40 
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Mb 1 à Periode| A, Ar Bemerkungen 
s u Z 
h m 
| 5 57.0bis 
5 5 9 | 10 
11 44 45 0.5 1 
465! 621 10 P—M = 600 
48 15 8 15 
12 F0 
1 23 33 3 5 
27 10 6 2 
29 10 8 b 
33 05 8 40 
34 25| 11 30 
39 15| 10 8 
41.0 — — 
44—48 26 50 
3 00 
1 2 
9 855 8 7 
10 47! 32 — 
12.0 0 | 300 
17.0 9 | 200 
11 19 
12 33 15 1 3 DO IN 
" — €. = 
Bu +156) ps 
421/2 6 15 
131} | 
Fa 0.1! merkli 
| 18 2 50 anschwellend 
(2) 
3 30 Ve | 
291/ 
ca. 231/;h | Wegen mangelhafter Zeitmarken 
relat, Zeiten | kann keine absolute Zeit mitge- 
0.1! merklich br a gs 400 km 
DO 10 fs RE “ 
0 560! 10 60 60 


30 
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Datum É 5 ar D Periode| Ag Ax Bemerkungen 
w 8 u u 
ha 2 3 * vermutlich Eigenschwin 
Sept. 13 | Iv e 9 54 30 { \L 3 1 des Pendels végen der 
Mi 56 30 8 15 10 Dämpfung. 
f 10 9 
18|Iv| P Le in 
3 v| Pe |10210 |! 8 gering 
M 21.5 fl 15 15 
f 29 
21 ca. 10b unbedeutendes Nahbeben. 
1 “te es 4 ra man- 
gelhaft itmarken nicht an- 
M 01 5 5 D eitmarken nicht an 
0 28 lle e 8 85b3| 12 2 — Der linke Arm ist anscheinend 
: 10 23| 12 5 = ungenügend gedämpft. 
i 14 25| 12 5 a 
M 22-24 12 10 7 
f 55 
3 An der linken Kom t 
» 24 Ur : 0 : nr 4 künnen die Zeïiten nicht enaittel 
: 8 Bë 9 È werden, wegen Durcheinander- 
1 laufens der Kurven. Die Kurve 
1 10 05 9 6 EW zeigt parallelen Gang bei 
eL 11 —| — à ungenügender Dämpfung. 
b P—eL — 2700 
r su a P—M = 3350 
Vom 13.—21. keine Registrie- 
rung. Vom 10—26. Registrie- 
rung lückenhaft. 
, 29|1v| Pi |103610| 01| 4 | 3 
e 10 9 e F 
> 9 
Me | 8650K 61| 30 | 15 
f 50.0 
4 unbedeutende  Ortsbeben. 
Okt. 1 M = 3u, ein Nahbeben [as pe 
Oh, = 5u, P—M = 96uxt 
Genaue Zeiten kônnen wegen 
mangelhafter Uhrkontakte nicht 
mitgeteilt werden. 
3| Iv 10 59 bis 
d L ii 4 | 
Mliliai 8 5 5 
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5 
Datum $ É nn 7 Periode| A An | Az Bemerkungen 
s | Las les ns Lie | 
Do 4| Id Jar d 
| . 6 51.8— 
| M 0.1 2 2 
53.3 { 
Ÿ 4| Iu e 23 18.4 9 2 2 Zeiten unsicher wegen mangel- 
1P 26.1 Aix ti, REA hafter Uhrkontakte. 
M:(S?) 28.0 17 15 10 
de 20 [118 111 01% | 
e 45.5 
| L 49—58 
M 55 18 |20—25 5 | 
; sl 1) & | 8260 
nn : Mr Be À 18 0 10 des | 
| Ms 45.7 15 b 8 
| £ 6 0 
He. t|IIr| 6P 6 54.2 — — —— EW Komponente ist zu schwach | 
" 55.0 9 4 2 |mrkl.gedämpft. | 
à 2 1 Je 1/2 | 
S ? 56.0 14 30 15 (fehlt | 
iM | 07.3 12 | 200 | 200 |200 | 
M: gr AV) 10 — 0250 | 
t AL 
7| X P 11 55.0 D 3 9 10 | P—S — 2500 
S 59.0 12 15 10 (fehlt 
i(ES) 1200 10 25 15 _ 
e 3— == — — 
M: 5.5 10 60 50 | 20 
Mr 15.5 10 5 25 30 
ê 13 30 
à Siy EP Ie 167 0.1| merklich 
1M 15.2 0.1| 10 7 10 
1 191/2 
VE =) 
or? ni | 01] 10 | 10 
9II : 1/a— 
3) V F { : ou 
2 591/2— 
M 3 O4 } 4 | 6 6 
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Zeit - 


h LA 38 
5 59.5 01 
1 
6 0.0 S 
6.7 
8 11.7— 
{ 27 
141 B 
22 468— 
483 |} 0 
11 314— 
329 |} 01 
7 59.6 
8 56 9 
29 
11 21 6 
76 | 10 
29 
1 25.1 0.1 
9.3 01 
26.3 
14 65 bis 
15 10 
17 3610! 1 
37 50! 12 
38 10 
bis 39 40/} 15 
18 9 
0 8.3— 
{go |} 01 
0163 | 0.1 
16.7 | 0.1 
19 


Hu l6.b 
(|:=47h | 1 


Greenwich- Periode 


Ag Ax Az Bemerkungen 
u u u 

merklich 3 Se 
gering M 

4 | + b 

4 + 

6 5 

+ 4 

15 b 

2 2 

7 5 

merklich 


Eigenschwingung der Insel etws » 
verstärkt. 


: : P—S — 1000 
1 Le P—M — 800 
25 15 

6 5 
1/2 ile 1 

5 5 10 
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Datum Ë É jen pi Periode| Ag A | Az Bemerkungen 
a) 
8 u p u 
h m 
ct. 17] Iv 1e 2 42,9 il Le Je P—S — 500 
S 43.8 9 25 ? 7 P—M = 500 
M 442— 
447 | 15 | 40 | 3 
f 3 19 
2 1 1 RES Me 
18] LP }"2"80.0 12 : 9 P—S — 2200 
PR 39.8 12 3 4 
S ES 12 20 15 
44.3— 
ni l 15 | 45 | 4 
f 3 49 
24| Iv | P? 1 36.3 — — Lib Bei EW ist die Dä L 
É Pe 86.9 | 1—2 | anschwellend |’? tient) Qi à no eu 
S? 37.8 12 15 4 P — S 900 
M 38.7 12 12 10 P—M 800 
f 59 
» 24] Iv % 14 37.8 
— 58.8 
M 41.1 11 6 6 
ne) I P 20 14.6 2 1 1 P—S — 3000? 
PR 15.4 11 10 8 P — M — 2300 
LAS e 17.9 12 6 5 
M 21 14 10 15 20 
£ 31 
27 : per 
% Le i { ni } Vibrationen. 
44.0— , 
M |! %0 01| 56 b 
merk- 
»y 30|Iv| P 7 36 39| 2 <- 1 [lich | P—S 1100 
S 38 24] 9 | — | 20 | — | P—M 1150 
PS 38 44| 12 — 40 — 
M 39 24| 15 — 85 |100 
f 8 b9 
91! Iv. |: Pe 1 35.1 
M 36.6 8 b 5 
f al 


22% 
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< Il 
Datum É Phase D-nt Periode| Ag Ax | A; Bemerkungen 
p=| 
té s u u p 
| huit  & | 
Novbr.1.| Ivl P |920 43 12] 2 \merklich b_s 60 
S 44 17E% 7 25 25 
iM 44 35| 7 40 |100 | 60 
M2 45 35| 8 |100 75 | 80 
f | 20 22 #- 
» 2 | Ir |e(P?)| 13 33.1 6) — LE P—eL 3300. 
e 36.4 (e) 2 2 P—M 3400. 
eL 40.6 - — — 
43 /1— 
| M 267, || 15 | 15 | 12 
f |14 34 
NAN RRR 1 240! 0.1 5 2 
f 3.3 
Id! M 15410! O.1 2 L 
f 30 
Id | M 3 45 20| 0.1 5 2 
f 45 
Id! M 4 55 20| O.1 4 4 
f 50 
6 tr | LL '|91}3-4 
M 13 15 8 b 
Iv e 22 14 25| 1—92 | merkl. P—M — 600, 
M 16.0 15 17 12 
f 29.0 
. 9.llv, P | 6 640! 1 | 18 | 15 [100 | PM = 1900. 
| iS? 850! 9 |200 |150 | 80 
| M 11’ 14 | 250 | 200 (250 
| f 18 | 
1302 
2! 
10. Te?! L 180 
| M 8.0 15 6 b 
| xt | nl 2 | sifete 
| LE; 117 R6PS 9 10 10 P—S — 2500. 
PR os 30 2/} 22/1 1 
5 9 | 20 | 15 P—M — 2300. 
PR 26 30| 9 9 20 
| 28 40| 8-9 | 60 65 
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Datum $ Ë | ne ii Periode| Ag At: PAS Bemerkungen 
= 
s u u u 
n jm #8 
P 12 29 05 | 8—9 b0O 100 
M 31 00! 15 200 140 
13 18 
» 14 | Id P 13 19 45! 0.1 | merkl 
iM 19 55| 0.1 10 5 
21.0 
D 15.) IIa| e 14 39 35 — Unruhe. 
1 48 45| 10 3 5 
1 50 50| 10 b 10 
e b4 45| 12 b b 
eL 15 05 —| — — — 
M, 11 40 b0 30 40—60 (!) 
M2 17—19 21 60 20 
16 0.0 
16. | Iv P 19 46 12 Fee 2 1 mrkl. Form b, s. Bericht 1909. 
0 O 
2 1 — mrkl 
eM 46 52 181 el SI 
4 20 23 
Ir L 12 34 43 
M | 37 13 b 3 
1 20 Iv 4 14 39 10 UnregelmäBige Wellen 
M 40 50 5 10 10 P—M — 600. 
LE 47.0 
Id | P,M | 15 07 40! 0.1 4 8 
f 08 40 
Ir Pi 19 10 18 | 1—2 3 4 
1S ? 14 10 8 12 12 
M 16 14 20 15 
| à 88 
D 26, II—| Pe 4 45 58 4 10 Erste schwache Bewegung 4h 
| Ilr, : 46 16! 15 90 {5m 55% beginnend, aus Süd, dann 
2 grofc Bewegung aus Nord. Kur- 
— 36 18 75 ven durcheinander gelaufen. 
PR 47 05 6ù 
1 49 10 6 45 
S 49 55 
M 52 12 250 
f 16 350 Geht in das folgende Beben, 
vom gleichen Herd, über. 
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Datum $ 5 pi ju Periode| A AY |A Bemerkungen 
5 
8 b u u 
h m 
Nov. 26.| Ir | P b 17 5b 3 6 
(L) 18 35 7 8 P—S — 2500. 
PR 19 05| 6 30 P—M — 2500. 
i 20 35 8 10 
S 22 05| 10 25 
PS 22 bb| 10 30 
M 24 55| 16 120 
f 7 0.0 
Iv P 22 21 85| 0.2 | merkl. P—M = 300 km 
M 22 15| 0.4 10 10 
f 25.0 


Dez. 1:|[u) (P)i|15 530 | 3—4 1 1 


1 16 1:38 6 b b 
1 16 9.0 20 10 10 
M 13—16 | 32 |ca. 30 | ca. 30 
f 30 
nn Be TT. "PT 8 42 3 3 7 
 L gering Pi? zwei Beben? 
e 10.9 6 8 7 
eL 14 — — — 


M:? 18—19 18 8 10 
M: 24-26 | ca.15| 50 25 


f 9 0 
sn 4 PéËrit Pe ? | AL A8 15 8 8 Dämpfung ungenügend. 
i 21.6 6 5 5 
i 22.8 6 b 5 
i 24.9 12 15 6 
i 27.0 9 40 7 
(i) 29.5 10 10 15 
M 31 19 60 30 
f |12 40 
» 10.II—| P 9 32.1 £ 510 50 |2b0 
Ir], PR 34.2 25 | 25 |90! P—M — 2500. 
S,eL 36.7 14 | 200 |200 |(60) 
PS 37.6 12 | 400 |400 | 80 
M 39 18 |600 |500 |300 
£ LL LP/S 
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9 210 
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OL 16 an 
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1 merk] 
11 57.3 3 1 
59.1 2 3 
12 10 | 3—<4 b 
13.8 10 4 
16.7 9 3 
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30.8 20 b 


53 25 70 
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Bemerkungen 


mehrere unbedeutende Orts- 
beben (4. M = 10w).  Abends 
fernes Beben, dessen absolute 
Zeiten nicht ermittelt werden 
kônnen. 


bei NS und EW steht die Uhr. 


P—S 1400. 


gegen 2n 2 unbedeutende Nah- 
beben. P—M = 20 Sek.; M = 6y 


eL? 


P—S — 800. 


© 
D 
Ne] 


Kurt Wegener, 


Datum É E ar en © Periode| Ag Ay il Az Bemerkungen 
ik 8 p uw | 
h ms 

PR 484 || À 4 DA P—M = 600 
2 5 b 

ë 48 | | 50 | #0 
2 1 1 

“ 438 15 | 100 | 160 

f ? Ubr bleibt stehen. 


In den 12 Stunden ; 
Ortsbeben, unbedeutend. 


eL 12.2 L- | 
20 Gegen SchluB superp 
f 50 unbedeutende Ortsbeben. 
» : 19. M b 5 Im Laufe des Tages 


Ortsbeben, meist 24. 


24. Zwischen 0 d 6 
ÿ … gi + : PME TE grôête ie 
» 26.| Iu L 6 0.0 Im Laufe des Tages 
— 30 beben, M = 54. 
M 6 10 ca. 20 b b 
SEE EE 8.0 3 | merkl. 


1 7 

1 13'/2-23/2 
M 7 16/2 12 6 6 
(P 


I le ?) | 23 56.9 merkl 
(PR ?)}e b8.4 6 b b | — 
e 24 338 6 5 b = 
e 24 57.0 8 | merkl. Zweites Beben? 
160 25 6.5 9 6 — 
25 18'/bis) 18 10 10 


23'/2 
£ 30 
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Die Weltbeben der Jahre 1909 und 1910 


und die aus ihnen konstruierten Laufzeitkurven. 
(Tafel im Anbhang.) 


1. Vorbemerkung. 

Die folgende Arbeit der Konstruktion neuer Laufzeitkurven 
war eigentlich bereits abgeschlossen im Jahre 1910; sie basierte 
damals auf den zahlreichen und schônen Weltbeben des Jahres 
1909. Nach meiner Rückkehr aus Samoa im Jahre 1911 fand ich 
sie in Gôttingen vor, und ergänzte sie nach dem Ergebnis des 
Jahres 1910. 

Die Drucklegung aber erforderte so viel Zeit, daf man heute 
in manchen Teiïlen die Kurven bereits wieder als veraltet ansehen, 
und eine Ergänzung und Erweiterung auf Grund des inzwischen 
angesammelten Materials für wünschenswert halten kôünnte. 

Indessen habe ich mich nunmebr auf die Hinzufügung der 
allernotwendigsten Bemerkungen beschränkt, die besonders im 
Hinblick auf die erfolgreichen Entdeckungen Zoeppritz's, 
Geigers und Gutenbergs!) notwendig waren, und kein neues 
Material hinzugezogen. 


2. Die Konstruktion der Laufzeitkurven. 


Für das Jahr 1909 und 1910 wurden alle diejenigen Beben 
eingehend untersucht, die Samoa gemeinsam mit anderen Stationen 
hatte. Aus dieser grofen Zahl wiederum wurden die Beben aus- 
gesucht, welche in den grôBten Entfernungen noch aufgezeichnet 
und an wenigstens 3 Stationen überhaupt in den Registrierungen 
vorhanden waren. Bei dieser Sichtung blieben schlieflich noch 
30 Beben als verwendbar übrig. 

Für diese 30 Beben wurden nun mit Hülfe der nächstgelegenen 
3 Stationen Bebenherd und Bebenzeit bestimmt und hieraus die 
Laufzeiten der einzelnen Phasen berechnet. 

Bei der Herstellung der Laufzeitkurven von Wiechert und 
Zoeppritz war es notwendig, ab ovo anzufangen, und die Bebenzeit 
oder wenigstens den Bebenherd durch unmittelbare Beobachtung zu 
bestimmen. Es blieb daher damals auch nichts übrig, als sich auf eine 
sehr kleine Zahl von Beben (3) zu beschränken, von denen der Herd 
durch Katastrophen genau bekannt war. Die damals gefundenen 


1) Nachrichten d. Kgl. Ges. d. Wiss. 1912. V, Erdbebenwellen. 
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Laufzeitkurven haben sich in den ersten Megametern !) als sehr genau 
erwiesen, eine Weiterarbeit kann also den Anfang dieser Laufzeit- 
kurven als Ausgangspunkt wählen, und durch 3 dem Herde nahe- 
gelegene seismische Stationen den durch unmittelbare Beobachtungen 
meist nicht festlegbareu Bebenherd aus den bisherigen Lauf- 
zeitkurven bestimmen. Die damals notwendige Beschränkung, mit 
einer müglichst kleinen Zahl môglichst genau bekannter Beben zu 
arbeiten, ist heute, wo man den Bebenherd aus den Aufzeichnungen 
selbst genau bestimmen kann, offenbar nicht mehr angebracht. 

Der Bebenort muf so liegen, daB die Laufzeiten für P, S und 
M ungefähr mit den in der Laufzeitkurve angegebenen Werten 
übereinstimmen. Wenn P u.s.w. an einem Orte später eintrifft 
als an einem andern, so muB auch der Bebenherd bei ersterem 
weiter ab liegen als bei letzterem. Der Bebenherd ist also durch 
eine Phase an 3 Stationen bereits bestimmt. 

Sobald dies der Fall ist, wird die Bebenzeit durch eine 
Phase auf einer Station definiert. Bebenzeit und Herd sind also 
durch die verschiedenen Phasen dreier Stationen überbestimmt, 
und dieser Umstand läft sich, auch wenn keine vierte Station 
vorhanden ist, für deren Entfernung nun die Laufzeiten der ein- 
zelnen Phasen bestimmt werden kônnen, dazu ausnutzen, die Lage 
des Herdes und die Bebenzeit zu kontrollieren, und die Laufzeiten 
der Phasen bei den 3 Stationen an ihren unsicheren Stellen aus- 
zugleichen und zu verfeinern. 

Wenn bei einer unverhältnismäfig groBen Zahl von Beben 
eine Analyse nicht gelang, so kann das an mehreren Gründen 
liegen. Einmal kônnen P und S, oder allgemeiner die Vorläufer 
verkannt sein, indem einer der Vorläufer verstümmelt wurde. 
Das scheint bei einer bestimmten Gruppe von Beben vorzukommen. 
Solange wenigstens eine oder zwei Stationen P haben, läft sich 
der Irrtum leicht berichtigen, sind aber bei der Mehrzahl der 
Stationen oder bei allen die Phasen falsch bezeichnet infolge Ver- 
stümmelung des Bebens, s0 ist eine Analyse nicht mehr môüglich. 
Dasselbe kann eintreten, wenn mehrere Zeiten unrichtig sind, wie 
das bei den Wochenberichten infolge der Länge der Zahlenreihen 
hin und wieder unvermeidlich ist. Besonders groB wird die 
Schwierigkeit, wenn, wie das ôfter vorkommt, zwei Beben meist 
von demselben Herd rasch aufeinander folgen — wobei vermutlich 
das zweite von dem ersten ausgelôst wird —, da dann die Auf- 
zeichnungen über einander greifen. 

In einzelnen Fällen kann man sich des Verdachts nicht er- 
wehren, als ob die aus Telegrammen oder Zeitungsnachrichten ge- 


Es 1) 1 Megameter — 1000 km. 
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schôpfte Kenntnis eines Bebenherdes von ähnlicher Zeit, wie die 
Registrierung sie gibt, von Nachteil gewesen sei. Fehlt in solchem 
Fall ein Vorläufer, so wurden nicht nur alle andern falsch ange- 
sprochen, sondern auch weniger markante Punkte anscheinend als 
Phasen betrachtet, indem man an Hand der Laufzeitkurven von dem 
(irrtümlich) bekannten Bebenherde ausgehend auswertete. Natürlich 
kann aber eine Auswertung, die zwangsweise in die früheren Lauf- 
zeitkurven hineingefügt ist, nichts neues für diese liefern. 

Auch die 30 für die neuen Laufzeitkurven schlieflich verwen- 
deten Beben leiden darunter, da$ die Bearbeiter der Registrierungen, 
statt mechanisch und ohne Interpretation aus der Kurve alle auffälli- 
gen Punkte wiederzugeben, bemüht waren, die beobachteten Punkte 
irgendwo in den Laufzeitkurven unterzubringen, was an den un- 
genauen, unbekannten oder unter falschen Annahmen extrapolierten 
Stellen der letzteren zu groben Entstellungen AnlaB geben kann. 

Da sich diese Gefahr einer Selbsttäuschung mit besserer 
Kenntnis der wirklichen Laufzeitkurven immer mebr steigern wird, 
môchte ich vorschlagen, auf die Bezeichnung von P, S u.s.f., wo 
diese nicht sehr deutlich erkennbar sind, tunlichst zu verzichten, 
und nur mit à (impetus) oder e (emersio) auszuwerten, wobei be- 
sonders starke à und e, die dann wohl häufig den P und S ent- 
sprechen würden, unterstrichen werden kônnten. 

Auf dem Kurvenblatt (Anhang) sind auch diejenigen Punkte 
eingetragen, von denen angenommen wurde, daB sie nur zufällige 
Anschwellungen im Verlaufe des Bebens waren; sie sind ein- 
geklammert in den Fällen, in denen ein Irrtum wahrscheinlich war. 

Wiechert und Zoeppritz waren bei der Aufstellung ihrer 
Laufzeitkurven zu der Ansicht gekommen, daB es wünschenswert 
sei, die Originalkurven einzusehen. Man kann dieser Auffassung 
nur zustimmen, wenn man die damalige Aufgabe in Erwägung zieht. 

In unserem Falle aber, wo es sich um eine Weiterarbeit auf 
Basis der nunmehr vorhandenen Grundlagen mit einem umfang- 
reicheren, durch die früheren Ergebnisse kontrollierten Material 
handelt, wäre der gleiche Grundsatz zu verwerfen. Denn es wäre 
bei 30 Beben und insgesamt ca. 100 Registrierungen dem Leser 
nicht môglich, eine Kontrolle darüber auszuüben, ob und wie weit 
die dann verwendeten Ergebnisse persônliche Auffassung des Ver- 
arbeitenden sind: es schien mir daher wünschenswert, ausschlief- 
lich die in den Wochenberichten mitgeteilten, von den unabhängig 
arbeitenden Beobachtern unbefangen gesammelten Zahlen zu ver- 
wenden, um den neuen Laufzeitkurven eine môglichst weitgehende 
Objektivität zu sichern, was bei einer Kenntnis der Registrierungen 
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und eventuellen Aenderung der mitgeteilten Zahlen sicherlich nicht 
müglich gewesen wäre. Auch bei diesem Verfahren bleiben die 
früher genannten subjektiven Febler der einzelnen Kurven-Aus- 
wertungen noch bestehen; sie sind aber verhältnismäBig leicht bei 
der Verarbeitung zu ermitteln und zu diskutieren, während eine 
Kenntnis der Kurven und Aenderung der Auswertung der Selbst- 
täuschung Tür und Tor geüffnet hätte. 

In Bezug auf die erreichte und für den vorliegenden Zweck 
notwendige Genauigkeit wären noch einige Ueberlegungen anzu- 
stellen. Bei einer Aenderung um eine an der Erdoberfläche ge- 
messene Entfernung von 1000 km (— ZE) ändert sich die Zeit, 
die die erste Phase P braucht (94 in Minuten) mit folgender Be- 
ziehung (aus der Laufzeitkurve) in 1000 km Entfernung vom 
Bebenherd 


dé 94 as tmin is à 
JE ”” Megameter 

und bei 12000 km 
At min 
be ad 
Wir brauchen also für die Bestimmung der Entfernung vom Beben- 
herd bei 12000 km nur den 4. Teil der Genauigkeit, die wir im 

ersten Megameter brauchen. 

In Bezug auf Zeitgenauigkeit kommt die Überlegung dazu, 
daB UngleichmäBigkeiten der durchlaufenen Babhn sich auf groBe 
Entfernungen zu einer merklichen Zeitabweichung summieren 
künnen, letztere also nicht stets auf einem Zeitfehler zu beruhen 
braucht, sondern für die durchlaufene Strecke charakteristisch sein 
kann; es kann sich in unserm Falle eben nur um die Konstruktion 
von mittleren Laufzeitkurven handeln, von welchen grundsätz- 
liche Abweichungen festzustellen eine spätere Arbeit bilden würde. 

Wellen z. B., die auf kürzestem Wege von Pol zu Pol eilen, 
hätten einen um ca. 42 km — ca. 4** kürzeren Weg, als eine 
für den Aequator gezeichnete Laufzeitkurve angeben würde. Auch 
würde wobl später zu erwägen sein, an welchen Flächen die Re- 
flektionen stattfinden. Wenn das im Wesentlichen an der Oberfläche 
der Erdkruste der Fall ist, wären die lokalen Neigungen dieser 
zur, Horizontalen zu berücksichtigen, speziell an den Senkungen 
der Kontinente zum Meeresboden. 

So verdienstvoll und notwendig es auch ist, daf jeder Be- 
obachter sich um eine môglichst genaue Zeit bemüht, so ist ander- 
seits nicht zu verkennen, daB Febler in den Zeitangaben einmal 
bei der Länge der Tabellen und der Umständlichkeit der Zeit- 
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berechnung unvermeidlich sind, dann aber auch leicht bei einer 
Bearbeitung aufgedeckt werden kônnen. Minuten-Fehler lassen sich 
unmittelbar korrigieren, wegen Sekunden-Fehlern ist keine Aende- 
rung nôtig, da ohnehin die Phasenzeiten ganz offenbar von Fall 
zu Fall etwas verschieden verlaufen und die Punkte nur in der 
Nähe der gesuchten Kurve zu liegen brauchen. 

Viel wichtiger scheint mir eine vôllige Objektivi- 
tät der Auswertung, oder der Verzicht darauf, bei jedem 
Beben die Entfernung zu bestimmen und dann an der Hand von 
Laufzeitkurven oder der Vorstellung einer solchen auf der Beben- 
kurve nach Phasen zu suchen. 

Es ist notwendig, auf diesen Punkt mit Nachdruck hinzuweisen, 
weil eine Reïhe kritischer neuerdings angestellter Betrachtungen 
der Zeitgenauigkeit bei einzelnen Beben, so verdienstvoll sie auch 
sonst sein môügen, geeignet scheinen, die Aufmerksamkeit der 
Beobachter von dem wesentlichsten Punkte abzulenken. Zeit- 
fehler kôünnen lediglich zur Folge haben, daB der Bearbeiter 
gezwungen ist, auf ein Beben — eins unter so vielen — zu ver- 
zichten; eine subjektive Auswertung hingegen vermag den Bearbeiter 
grundsätzlich zu täuschen und das gesamte Resultat zu fälschen. 

Am meisten wurden die Aufzeichnungen folgender Stationen 
verwendet: Gôttingen, Tsingtau, Batavia, Sidney, 
Samoa, Ottawa. Zur Aushülfe Hamburg oder Jena, die 
Gôttingen gleichwertig sind; Manila, das wegen ungleichen In- 
strumentes ungern genommen wurde, und Tiflis, das erst in 
peuerer Zeit nach dem Gôttinger Schema auswertet. 

Es ist bekannt, daB die verschiedenen Instrumente etwas in 
ibren Zeitangaben differieren; ich habe mich daher tunlichst auf 
die Stationen beschränkt, die mit Wiechertschen Instrumenten 
und nach den Gôüttinger Prinzipien für die Definition des Einsatzes 
etc. arbeiten. 

Erst spät stellte es sich als dringend erwünscht heraus, auch 
die Angaben von Ottawa zu verwenden, die mir früher nicht 
bekannt waren. Soweit diese vorhanden warer, wurden sie daher 
noch eingefügt, die alte Herdbestimmung und der Text aber un- 
verändert gelassen. Von Sidney 1910 war bedauerlicherweise 
noch kein Material vorhanden; die Beobachtungen dieser Station 
1909 haben für die Herdbestimmungen im Stillen Ozean unschätz- 
bare Dienste geleistet. 

Auf der Laufzeittafel im Anhang habe ich als Abscisse gleiche 
Strecken der direkten Entfernung statt der an der Erdoberfläche 
gemessenen eingetragen, weil in groBen Entfernungen die Zahl der 
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Beobachtungen abnimmt, und ein sich verkürzender MaBstab der 
Strecken an der Erdoberfläche dem Genauigkeitsbedürfnis in Ent- 
fernung besser Rechnung trägt. 

Die Anwendung der direkten, kürzesten Entfernung als Ab- 
scisse hat aber noch eine andere Bedeutung: die Laufzeitkurven 
werden dann nämlich zu Geraden, sobald die Geschwindigkeit der 
Wellen konstant wird und die Babnen gerade Linien sind’). Eine 
Tangente, die wir an irgend einer Stelle an die Laufzeitkurven 
legen, gibt also unmittelbar einen MaBstab für die Übereinstimmung 
der Kurve mit dem genannten Grenzfall. Sehen wir die Kurve 
sich vom Ausgangspunkte nach unten kriümmen, so bedeutet dies 
nach der herrschenden Meinung, daB die an ferneren Punkten ein- 
treffenden und daher auch tiefer in das Erdinnere hinabgetauchten 
Wellen grôBere scheinbare Geschwindigkeit infolge Beugung be- 
kommen haben, als die an näher gelegenen Punkten beobachteten, 
und wir schlieBen hieraus auf eine Zunahme der Dichte nach dem 
Erdinnern; würde sich die Kurve vom Ausgangspunkt nach oben 
krümmen, so müfte dies eine Verlangsamung der Wellen bedeuten. 
Wir werden weiter unten indessen sehen, daB diese Schlüsse nur 
bedingte Gültigkeit haben. 

P. Diejenigen Wellen, deren Laufzeitkurve mit P (primae 
undae) bezeichnet ist, werden in der Seismik als Longitudinal- 
oder Verdichtungs- und Verdünnungswellen angesehen. 

Wir bemerken, daB ihre Kurve sich bis 4500 km’) immer 
mebr krümmt, und zwar nimmt die Geschwindigkeit der Wellen 
zu; wir schliefen hieraus, daB die Dichtigkeit der durchmessenen 
Schichten immer mehr wächst, je tiefer die Wellen hinabtauchen. 
Die grôBite Tiefe, bis zu der wir diesen Vorgang bemerken, beträgt 
unter den von E. Wiechert gemachten recht wahrscheinlichen 
Annahmen über die Beugung der Erdbebenwellen 1500 km. Die 
bis zu dieser Tiefe hinabgetauchten Wellen tauchen wieder an die 
Erdoberfläche empor in 4500 km Entfernung vom Bebenherd. Alle 
in grôBerer Entfernung auftauchenden Wellen haben den inneren 
von Benndorf und Wiechert entdeckten Kern passiert, welcher 
konstante Dichte besitzt, und wir sehen in der Tat, wie die Lauf- 
zeitkurve von P oberhalb 4500 sehr nahe eine Gerade wird: 
auf der älteren Laufzeitkurve, die hier nur gestrichelt wieder- 
gegeben ist, war sie dies noch vollständiger. 


1) Das Quadrat der Wellengeschwindigkeit ist gleich dem Elastizitäts- 
koeffizienten e dividiert durch die Dichte d; also für e: d — const., und d — const. 

2) Stets, sofern nicht etwas anderes ausdrücklich bemerkt ist, kürzeste Ent- 
fernung. 
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Wir bemerken nun, daB die neuen Beobachtungen zwischen 
6000—7000 km der älteren Wiechert-Zoeppritzschen Kurve 
gut entsprechen, ebenso die zwischen 8000 und 9000. Zwischen 


5000 und 6000, und ebenso zwischen 7000 und 8000 hingegen : 


weichen die Beobachtnngen systematisch von der früheren Kurve 
ab. Ich habe daher eine neue dritte Kurve gezeichnet, die den 
Abweichungen gerecht wird. ÆEine wirkliche, auf die Beob- 
achtungstatsachen gegründete Laufzeitkurve von P würde also bis 
6000 km der neuen Kurve folgen, dann auf die alte zurückbiegen, 
bei 6800 km diese wieder zugunsten der neuen verlassen, bei 8000 
wieder auf die alte Kurve abbiegen, und bei 8600 km diese 
wieder nach oben verlassen. Für die letzte Strecke habe ich nur 
die neue Kurve gezeichnet. Bei ca. 4500 und 6800 km, wo die alte 
Kurve, konstanter Geschwindigkeit von P nach oben verlassen 
wird, fanden Geiger und Gutenberg einen plôtzlichen Wechsel 
des Amplitudenverhältnisses der P-Wellen zu ihren ersten Reflec- 
tionen. Die gleiche Erscheinung dürfte bei 8600 km eintreten. Hier 
wird sie pur, wie die Kurven von Geiger und Gutenberg vor- 
trefflich demonstrieren, unklar und verwirrt aufgezeichnet, weil 
zufällig gerade in dieser Entfernung die ersten Reñflectionen von 
P den Kern konstanter Dichte gestreift haben. 


Es entsteht nun die Frage, wie wir uns die abwechselnde 
Abnahme und Zunahme der Geschwindigkeit von P erklären sollen. 
Bezweifeln kônnen wir die neue ,,Schlangen‘“‘-Kurve kaum, da die 
Wendepunkte von einer grofen Zahl unabhängig von einander 
arbeitender Beobachter bestimmt sind, und zum Überflu8 wenigstens 
im Wesentlichen durch die auf ganz anderem Wege gefundenen 
ÆErgebnisse von Geiger und Gutenberg bestätigt werden. 
Müssen wir nun wirklich aus dem Wechsel der Geschwindigkeiten 
von P auf einen Wechsel der Dichte im Erdinnern schlieBen? 
Der Gedanke, daB in so grofer Entfernung vom Erdmittelpunkt, 
mehr als 3000 km von ihm entfernt, dichtere und daher schwerere 
Massen über weniger dichten, leichteren liegen sollen, erscheint so 
absurd, daf wir ihn kaum annehmen kônnen. 


Weniger bedenklich wäre vielleicht die Vorstellung, daB wir 
es bei der Abnabme der Geschwindigkeit von P mit Beugungs- 
erscheinungen zu tun haben, die sich an den Oberflächen ver- 
schiedener ,,Schalen‘“‘ des Erdinnern ausbilden. Aber wie sollten 
derartige Schalen zustande kommen, aufer, wenn die jeweilig innere 
auch dichter wäre? Und die Beobachtungen auch mit ganz anderen 
Methoden zeigen, wie Wiechert dies bereits fand, zweifellos eine 
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merklich konstante Dichte bei konstantem Elastizitätskoeffi- 
zienten. Der Gedanke verschiedener unabhängiger Schalen gleicher 
Dichte und von wechselndem Elastizitätskoeffizienten endlich erscheint 
ebenso absurd wie der erstgenannte, und ebenso unannehmbar. 

Wir müssen uns einstweilen mit einem negativen Ergebnis 
zufrieden geben, werden aber später sehen, da die Transversal- 
wellen ein gewisses Kriterium für eine Entscheidung geben. 

Deutlich und klar, wenn auch zunächst nur als Erfahrungs- 
tatsache, ist der AbschluB der Kurve der Longitudinalwellen bei 
10300 km. Obgleich aus grôBeren Entfernungen eine 
groBe Zahl von Beobachtungen vorhanden ist, lä6t 
sich die Kurve der Longitudinalwellen über diese 
Entfernung hinaus nicht fortsetzen. 

Die Erklärung für diese neue Unstetigkeit der P-Kurve ist 
nicht einfach. Wenn wir annehmen, da hinter der Unstetigkeit 
P durch Reflektion und Beugung zunächst verschwindet, und daf 
der Haufe von ersten Wellen, der bei 12000 km beobachtet wird, 
als Fortsetzung von P zu deuten ist, haben wir die Schwierigkeit, 
daf die Verlargsamung von P sehr stark ist. Verbinden wir 
nämlich das letzte Ende von P mit dem Haufen bei 12000, so ist 
der Winkel zwischen dieser Linie und der Abscisse grôBer als der 
zwischen der P-Kurve und der Abscisse unmittelbar an Bebenherd, 
also für Longitudinalwellen in der allerobersten Erdkruste. Das 
würde, da ja die in diese Tiefen hinabtauchenden Wellen nur wenig 
gebeugt werden und eine Abnahme der scheinbaren Geschwindigkeit 
in diesen grofen Entfernungen einer Zunahme der Dichte oder Ab- 
nabme der Koeffizienten der Linearelastizität entspricht, auf eine 
sehr groBe Dichte eines inneren Kerns, oder auf sehr geringe 
Elastizitätskoeffizienten desselben hindeuten. Am meisten plausibel 
ist es vielleicht, anzunehmen, daf zwischen der Laufzeitkurve der 
Longitudinalwellen, und dem Beobachtungshaufen bei 12000 kein 
Zusammenhang besteht, und daB die Erdoberfläche jenseits 10300 km 
gegen die Longitudinalwellen eines Bebens beschattet wird durch 
einen Erdkern, der undurchlässig ist gegen die 
Longitudinalwellen. Allerdings bleibt dann der Beobach- 
tungshaufen bei 12000 zunächst unerklärt. 

In jedem Fall scheint hiernach aus den gerade in dieser Ent- 
fernung zahlreichen Beobachtungen hervorzugehen, daB die Lon- 
gitudinalwellen, welche bei 10300 km wieder an die Erdoberfläche 
emportauchen, einen inneren Kern der Erde gestreift haben, gleich- 
viel, ob man es für wahrscheinlicher hält, daB die Wellen in der 
Tiefe zerstôrt, oder daB sie verlangsamt werden. 


die seismischen Registrierungen am Samoa-Observatorium etc. 331 


Eine naheliegende Môglichkeit mu$ noch erwähnt werden: es 
ist nämlich nicht ganz ausgeschlossen, daB die zwischen 4500 und 
10300 km. auftauchenden Wellen, statt 
tief in den inneren Stahlkern der Erde 
hinabzutauchen, an dessen Oberfläche ver- 
blieben sind, und daB überhaupt die 
ersten Wellen, denen es gelingt, den 
inneren Kern zu passieren, erst bei 
12000 km Entfernung wieder an der 
Erdoberfläche erscheinen. Bei steilerem 
Einfallswinkel nimmt auch die Beugung 
der Wellen immer mehr ab; da die Ge- 
schwindigkeit der Longitudinalwellen 
umgekehrt proportional der Quadrat- 
wurzel aus der Dichte ist, kônnte also 
bei grofen Entfernungen die Abnahme 
der Wellengeschwindigkeit mit der not- 
wendigen Zunahme oder Konstanz der 
Dichte wohl harmonieren. 

PR. Die Reflectionen von P. Die Beobachtungen über 
die ersten und zweiten Reflectionen von P sind nur dürftig. Bei 
der ersten Reflektion PR, sollte man erwarten, daf sie in der 
doppelten an der Erdoberfläche gemessenen Entfernung wie P, also 
bei 9000 km — ca. 8400 km kürzester Entfernung, zuerst den 
Wiechertschen Stahlkern berührt. In der Tat beobachten wir 
einen Sprung der Kurve in der angegebenen Entfernung. Die 
folgende Strecke (gestrichelt) sollte nach der älteren Laufzeitkurve 
eine Gerade sein. Analog P weicht PR, hier nach oben bis ca. 
2 >< 7000 — 14000 km (die Erdoberfläche entlang gemessen) davon 
ab, um rund den doppelten Betrag wie P (2 < 7%*). Bei der grofen 
Wabrscheinlichkeit dieses Kurvenverlaufs hält es doppelt schwer, 
die zahlreichen Beobachtungen, die unterhalb der PR,-Kurve liegen, 
als Reflexwellen zu deuten, und mit PR, in Zusammenhang zu 
bringen; jedenfalls lassen sich gegen einen derartigen Zusammen- 
hang wenigstens ebenso gewichtige Bedenken erheben, wie gegen 
einen solchen zwischen der P-Kurve und dem Haufen von Beob- 
achtungen bei 12000 km. Vielleicht werden wir bei den Beobach- 
tungen bei 12000 noch am ehesten mit der Annahme auskommen, 
daB wir es hier mit ?-Wellen zu tun haben, die irgend welche 
innere Reflection erfahren haben, etwa an der Innenfläche des 
Wiechertschen Stahlkerns (s. Figur). 

S. Die mit S (secundae undae) bezeichneten Wellen werden 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kl. 1912. Heft 8, 23 
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in der Seismik für Transversalwellen gehalten, für Transversal- 
wellen allerdings ohne Vertikalkomponente. Sie entsprechen einem 
Hin- und Herbewegen einer Scholle über einer andern, die hier- 
durch in Schwingung versetzt wird. 

Die Laufzeitkurve von S zeigt in den gleichen Entfernungen 
wie die von P Unstetigkeiten, so daB der Schlu8 erlaubt ist, da 
die S-Wellen, die an einer Stelle der Erdoberfläche auftauchen, 
den gleichen Weg gelaufen sind, wie die P-Wellen, nur mit ge- 
ringerer Geschwindigkeit. Ich habe bei S bis 9000 km die alte 
Kurve durchgezogen, und môchte nun kurz darauf aufmerksam 
machen, wo und in welcher Weiïse die neuen Beobachtungen von 
dieser früheren S-Kurve abweiïchen. 

1) Der Knick bei 4500 km (Benndorf-Wiechert) coinci- 
diert mit dem entsprechenden Knick der P-Kurve, und wird durch 
die neueren Beobachtungen nur bestätigt. Die folgende Strecke 
zeigt analog P eine merkliche Konstanz der Wellenbewegung. 

2) Auf der ersten Strecke, bis 6000 km, sehen wir indessen 
die Beobachtungen systematisch nach unten von der Kurve ab- 
weichen; diese Abweichung tritt analog der bei P durch die neueren 
Beobachtungen gefundenen ein, aber in entgegengesetzter 
Richtung. 

3) Zwischen 6000 und 7000 stehen den 7 Beobachtungen von 
P nur 4 von S gegenüber, die in sich nur schlecht übereinstimmen. 
Vielleicht ist dieser Umstand für die Unstetigkeit, die die in dieser 
Entfernung vom Bebenherd wieder auftauchenden Wellen aufweisen, 
ebenfalls karakteristisch; jedenfalls scheint hier aber, analog der 
P-Kurve, die ältere S-Kurve wieder richtig zu sein. 

4) Die Beobachtungen zwischen 7000 und 8000 scheinen wieder 
etwas von der früheren Laufzeitkurve abzuweichen, und zwar nach 
unten, also wieder im entgegengesetztem Sinne wie bei P. 

Alle Unstetigkeiten der passierten Schichten des Erdinnern 
finden sich also bei S ebenso ausgeprägt wie bei P, aber die gleiche 
Unstetigkeit, die bei den Longitudinalwellen eine Verzôgerung 
bervorruft, verursacht, abgesehen von dem Sprung bei 4500 km, 
bei den S- oder transversalen Wellen eine Beschleunigung. Bei der 
sonstigen Parallelität von P und $S ist diese Beobachtung doppelt 
merkwürdig; berechtigt sie uns vielleicht zu dem Schlu$, daf das 
entgegengesetzte Ausbiegen der Kurven auf Beugungserscheinungen 
oder Ânderungen des Verhältnisses Linear- : Form - Elastizität 
an den Schichtgrenzen des Erdinnern beruht? Durch Anderungen 
der Dichte in der Tiefe kann es jedenfalls nicht erklärt werden, 
denn jede Ânderung der Dichte mu$ auf die Wellengeschwindigkeit 
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von P und S in gleichem Sinne einwirken, aber nicht in entgegen- 
gesetztem, vorausgesetzt wenigstens, daf die Koeffizienten der 
Form- und Linear-Elastizität, denen das Quadrat der Geschwindig- 
keit der S- und P-Wellen proportional ist, sich nicht verschieden 
ändern. — Wie sollen wir uns aber Schichtgrenzen vorstellen, 
wenn nicht zugleich Dichtigkeitsänderung eintritt? 

5) Bei 9000 km endlich mufte die frühere Kurve ganz auf- 
gegeben werden, denn hier biegen die Beobachtungen von S ganz 
ab; S wird schlieflich auf weite Entfernungen hin praktisch gleich- 
zeitig beobachtet, um oberhalb 11000 km überhaupt zu ver- 
schwinden. Letztere Erscheinung kônnen wir uns vielleicht so 
denken, daf in den ganz groBen Entfernungen die S-Wellen s0 
steil auftauchen, daB keine horizontale Komponente mehr zustande 
kommen kann. Der Umstand, dafi bei 11000 km S ganz analog 
P verschwindet, bildet aber wiederum einen weiteren Beleg für 
die Annahme, da die diesen Entfernungen zustrebenden Wellen 
einen neuen, für sie nicht durchlässigen Kern der Erde angetroffen 
haben. Von 8600 km an bewegen sich die Kurven von P und S 
wieder in entgegengesetztem Sinne: P weicht nach oben, S nach 
unten aus. 

Es wurde schon bemerkt, daB auch die von Geiger und Guten- 
berg mitgeteilte Kurve des Amplitudenverhältnisses von P zu 
PR, (I. c. S. 198) bei ca. 8400 km kürzester Entfernung eine Un- 
stetigkeit erkennen läft. Allerdings muB hier bereits deswegen 
eine Unstetigkeit des Amplitudenverhältnisses eintreten, weil gerade 
in diesen Entfernungen die reflectierten Wellen den Wiechert- 
schen Kern streifen. 

PS. Über die Wechselwellen, die man aus theoretischen 
Gründen meint erwarten zu kônnen, liegen nur wenige Beobach- 
tungen vor, die weder zu einer Bestätigung noch Verfeinerung der 
Theorie ausreichen; ich habe daher die frühere PS-Kurve unver- 
ändert beibehalten. 1 

eL. Die Laufzeit für das Auftauchen (e — emersio) der langen 
Wellen (L — longae undae) oder Oberflächenwellen ist bekannt 
und bietet weiter kein Interesse. 


M. Die Maximalbewegung ist der Zeit nach naturgemäh 
nicht so scharf definiert, wie die übrigen Phasen; je weiter der 
Herd entfernt ist, umso stärker zieht sich auch die Maximal- 
bewegung auseinander, so da sie oft nur auf halbe Stunden an- 
gegeben werden kann. Um diesem Vorgang gerecht zu werden, 
und um eine Überfüllung der Laufzeittafel zu vermeiden, habe 
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Tafel I. 


aximal) Wellen. 
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Entfernuna vom Bkbenherd i Menametern 
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ich die Laufzeit der Maximal- (Oberflächen) Wellen in einer be- 
sonderen kleinen Tafel (T) nebenstehend zusammengestellt. 


Tafel IT zeigt die Beziehungen, die zwischen den Schwingungs- 
dauern der Maximalwellen und der Entfernung des Bebenherdes 
bestehen; je weiter der Bebenherd entfernt liegt, umso länger 
werden die Perioden der Maximalbewegung. Anscheinend streben 
die Wellen eine bestimmte Maximalgeschwindigkeit von 20—830 
Sekunden an. Diese scheint bei ca. 10000 km erreicht zu sein. 
Vielleicht hängt die Erhôhung der Periode auch mit der Ausbreitung 


Tafel II. 
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und Verflachung der Wellen zusammen, die bei 10000 km beendet 
ist. Für die Tafel II sind von den in der Laufzeitkurve vor- 
handenen Beben nur die des Jahres 1909 verwendet worden; diese 
Beschränkung empfahl sich aus Gründen der Übersichtlichkeit. 
Sicherlich werden die langen Wellen verschieden ausfallen, 
‘ je nach der Lage des Herdes, ihrer Bahn und vielleicht auch der 
Form des Bebens. Diese Unterschiede werden entstellt durch 
das launische Verhalten der Instrumente, die mit der Temperatur 
und unperiodisch durch Zufälligkeiten ihre Empfindlichkeit und 
ibre Eigenschwingung ändern; ja, in vielen Füällen wird die Ver- 
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schiedenheit der Schwingungsdauer nur anf Unterschieden im Zu- 
stande der Instrumente beruben. 


Tafel III. 
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=== Theoretische Anéerung, falls keine Absorption = 1500 
statthôtte. 
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Die Amplituden der Maximalbewegung. 


Die Grôfe der Maximalbewegung an einem Ort wird einmal 
durch die ursprüngliche Bodenbewegung am Bebenherd oder irgend 
einen ihm näher gelegenen Ort bestimmt, ferner durch die Aus- 
breitung der Wellen auf der Erdoberfläche, und endlich durch die 
Absorption. 


Wäbrend sich die Amplituden für die ersten beiden Be- 
dingungen leicht vorausbestimmen bezw. vergleichen lasser, macht 
der dritte Faktor, die Absorption, Schwierigkeiten. 
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Angenheister (seism. Registrierungen in Gôttingen im 
Jahre 1905, Nachrichten d. K. Gesellschaft d. Wiss. z. Gôttingen, 
math.-phys. Klasse 1906) hat für einen einzelnen Fall die Absorption 
bestimmt; er ma die Abnahme der Amplitude, die zwischen den 
auf dem kürzesten und dem längeren Wege eintreffenden Maximal- 
wellen eintritt. 

Tafel IIT enthält gestrichelt die theoretischen Kurven, mit 
welchen die Wellenhôhe (Ordinate) bei wachsender Entfernung vom 
Bebenherd (Abscisse) abnehmen würde wegen Ausbreitung, wenn 
keine Absorption und keine Ânderung der Form der Welle statt- 


finde. Die dicken Kurven geben die tatsächlichen Beobachtungen 


der in den Laufzeitkurven verarbeiteten Beben des Jahres 1909 
wieder. Von einer Verwendung des ganzen Materials der 2 Jahre 
wurde wiederum aus Rücksicht auf die Uebersichtlichkeit abge- 
sehen. Wir bemerken unter den Kurven solche mit rascher Ab- 
nahme der Amplitude, und mit recht langsamer, mit allen Über- 
gängen dazwischen. 

Die Kurven sind ausgeglichen unter der Annahme, daB nur 
innerhalb gewisser Grenzen die experimentelle Bestimmung der 
Maximalamplitude am Instrument richtig sein kann. Aber auch 
unter der Annahme häufiger und grober Versehen in den Maximal- 
bewegungen bleibt die bemerkenswerte Verschiedenheit in dem 
Abfall der Kurven bestehen. Sie zeigt, daf die Absorption 
von Beben zu Beben verschieden ist und zwar unab- 
hängig von der ursprünglichen Amplitude. Vielleicht 
ist eher die Dauer ausschlaggebend, und vermutlich auch die 
ursprünglichen Schwingungsperioden der Wellen. 

Angenheister (1. c.) versucht hypothetisch, die laugen Wellen, 
die die Maximalbewegung in groBen Entfernungen tragen, bereits 


* bei den Registrierungen solcher Stationen nachzuweisen, die dem 


Bebenherd benachbart liegen. Tafel II scheint indessen zu zeigen, 
daB sich die Maximalamplitude mit Zzunehmender Entfernung 
vom Bebenherd nach immer grôBeren Wellenlängen hin verlagert. 
Hieraus dürfte folgen, da$ die Maximalbewegung in verschiedenen 
Entfernungen vom Herde entweder überhaupt von Wellen ver- 


schiedener Länge getragen wird, sich also verlagert, oder daf die 


Wellen selbst sich allmählich umformen. 

Letzteres würde den Erfahrungstatsachen über die Meeres- 
wellen gut entsprechen, die ebenfalls, je weiter sie sich vom Er- 
zeugungsort entfernen, umso länger und flacher werden. Auch ihre 
Hôühe (Amplitude) und Länge hängt nicht nur von der ursprünglichen 
Hôhe und der Entfernung vom Erzeugungsort ab, sondern auch 
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von der Hôhe derjenigen Wellen, die zwischen der Welle und ihrem 
Erzeugungsort zur Zeit der Beobachtung vorhanden sind, und 
Energie nachführen. Wahrscheinlich wird daher auch bei den 
seismischen Oberflächenwellen die Absorption von der Dauer der 
Erregung abhängen. Auch wird es sich empfehlen, bei der Frage 
der Absorption die Umwandlung der Wellenform zu berücksichtigen. 


3. Schlussbetrachtung. 


Eïinen Schlu8 auf das Erdinnere kônnen wir nur aus dem 
Verhalten der sogenannten Vorläufer P, S, und ihrer Reflectionen 
ziehen, da die Hauptwellen oder Maximalwellen eines Bebens 
Rayleigh- oder Oberflächenwellen sind, und in das Innere der Erde 
nicht hinabtauchen. ; 

Allgemein nehmen wir an, daB die Krümmung der Laufzeit- 
kurve von P und S daher rührt, daB diese Wellen beim tieferen 
Hinabtauchen in das Erdinnere dichtere Schichten gefunden haben. 
Ebenso würden wir aus einer Abnahme der Geschwindigkeït von 
P und S auf eine Abnahme der Dichte schlieBen. Stets aber muf 
Anwachsen und Abnahme der Geschwindigkeit bei P und S zu- 
gleich und in gleichem Sinne eintreten, wenn wir von der Lauf- 
zeit auf das Erdinnere schliefen wollen, da wir von der Annahme 
ausgehen, da die Wege von P und S die gleichen, und nur die 
Geschwindigkeiten verschieden sind. 

Diese Forderung einer gleichzeitigen Ânderung der Lauf- 
zeit in gleichem Sinne sehen wir bei P und $S erfüllt an zwei 
Punkten: Bei 4500 km, wo die bis dahin dauernd wachsende Ge- 
schwindigkeit von P und S einen mittleren konstanten Wert be- 
kommt, und bei 10000 km, wo P und S$S verschwinden. Wir 
bemerken aber aufer diesen gleichzeitigen Ânderungeu der Laufzeit 
von P und S auch solche, die teilweise superponiert über den 
Spuren der ersteren auftreten und bei P und S entgegengesetzt 
verlaufen. So bemerken wir, da zwar, wie Wiechert dies bereits 
früber fand, bei 4500 km die Laufzeiten für P und S merklich 
eine Gerade werden, daB aber zunächst bei 4500 km die Kurven 
P und S in entgegengesetzter Richtung von der Geraden abbiegen, 
erst bei 7000 km diese wieder erreichen, um hier, au einer Stelle, 
wo keine übereinstimmende Ânderung der Geschwindigkeit, also 
keine Dichtigkeitsänderung im Erdinnern eintritt, wieder in ent- 
gegengesetzter Richtung, P nach oben, S nach unten, sich von 
der Geraden fortzubewegen, und das Zurückkehren auf die Gerade 
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und das Fortschnellen von derselben bei 8600 km nochmals zu 
wiederholen. 

Dieses dreimalige bei P und S entgegengesetzte Ab- und Zurück- 
biegen der Laufzeitkurven von der Geraden ist in hôchstem MaBe 
merkwürdig und bedarf noch der Bestätigung und Aufklärung. Es 
ist zwar nicht ganz ausgeschlossen, daB in der Tat, wie Geiger 
und Gutenberg dies zu glauben scheinen, mehrere Schichtgrenzen 
infolge schalenfôrmiger Anordnung des Erdinnern vorhanden 
sind. Man kônnte dann an Beugung der Wellen oder an eine Ande- 
rung des Verhältnisses Linear- zu Form-Elastizität an diesen Schicht- 
grenzen denken. Die Annahme mehrerer selbständiger Schalen 
ist aber schon aus geologischen Gründen nicht sehr plausibel, da 
man wohl mehr als einen gewichtigen Grund für die bekannte von 
Wiechert nachgewiesene Schichtung bei 1500 km Tiefe kennt, 
aber wenigstens zur Zeit keine derartige Erklärung für eine Schich- 
tung innerbalb des Stahlkerns anzugeben vermag, solange durch die 


’ e 
:  Innerer Kern 
mitil. Dichte 6 -9 


1e 


Laufzeiten von P und S nicht zugleich À nderungen der Dichte 
angegeben werden. Plausibler wäre vielleicht die Annahme von 
Interfereuz-Erscheinungen. Hierfür würde der Umstand 
sprechen, daf die Rückkehr zur normalen (geraden) Laufzeitkurve 
und ebenso die maximalen Abweichungen in so regelmäfigen Ab- 
ständen an der Erdoberfläche auftreten. Die Differenz zwischen 
4500, 7000 und 9500 km, an welchen Punkten die frühere Lauf- 
zeitkurve wieder erreicht wird, ist ja konstant — 2500. 

Ich môchte daher das Bild der Erdschichtung vorsichtig ab- 
wägend einstweilen nur zu der vorstehenden kleinen Skizze zu- 
sammenfassen. 
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A. Die oberste Gesteinskruste der Erde, in der wir zunehmende 
Dichte nach innen finden, ist von SüB nach ihren karakteristischen 
Merkmalen Silicium und Magnesium Sima genannt worden. Auf ibr 
schwimmen die Kontinentalschollen, nach ihren karakteristischen 
Materialien Silicium und Aluminium von SüB als Sal bezeichnet. 


B. In 1500 km Tiefe beginnt dann der von Wiechert zu- 
erst nachgewiesene Metallkern der Erde, den SüB nach seinen 
wahrscheinlichen karakteristischen Materialien Nickel und Ferrum 
Nife benennt, mit nahezu konstanter oder langsam zunehmender 
Dichte. 

C. Es mu als môglich, wenn auch nicht als wahrscheinlich 
bezeichnet werden, daB der von Wiechert nachgewiesene Nife- 
Kern schalenfôrmig unterteilt ist. Nach der Geiger und Guten- 
bergschen Arbeit wäre dies der Fall, und aus der neuen Lauf- 
zeitkurve kônnte man eine Bestätigung hierfür entnehmen: eine 
Erklärung für diese merkwürdige Schichtung, falls sie tiberbaupt 
vorhanden ist, läft sich indessen nicht angeben, und eine Reihe 
gewichtiger Gründe spricht einstweilen gegen sie. 

D. In ca. 3000 km Tiefe liegt môglicherweise ein weiterer 
Kern. Man darf vermuten, sofern nicht der innerste Kern über- 
haupt aus anderem Material von sehr viel grôBerer Dichte und 
geringerem Elastizitätskoeffizienten besteht als Nife, daB die Er- 
klärung für sein Verhalten gegenüber den Erdbebenwellen in 
Temperatur und Druckverhältnissen zu suchen ist. 


E. Endlich muB auf die Môglichkeit hingewiesen werden, da 
die Wellen bereits in den Nife-Kern gar nicht hineindringen, und 
daf die Laufzeitkurve von P und S oberbalb 4500 km nur noch 
auf Reflections- und Interferenz-Erscheinungen beruht, so daB also 
auch das Verschwinden von P und S bei 10300 km nicht auf der 
Konstitution des Erdinnern zu beruhen braucht. In diesem Fall 
dürften wir aus der Geradlinigkeit der Laufzeitkurve von 4500— 
10300 nicht auf Konstanz der Dichte nach der Tiefe des Erdinnern 
zu schliefen, sondern nur auf die tatsächlich allerdings nicht vüllig 
vorhandene Konstanz der Wellengeschwindigkeit an der Oberfläche 
der Nife-Kugel. Die einzigen Wellen, die uns über das Innere 
der Nife-Kugel dann Aufschluf gäben, wären die bei 12000 km 
wieder auftauchenden. Unter der Annahme fertgesetzter Beugung 
würden wir dann Abnahme der Dichte nach dem Innern erbalten; 
das würde unseren Vorstellungen über die ordnende Kraft der 
Schwere widersprechen, und im Widerspruch stehen mit den Mes- 
sungen der Gesamtmasse der Erde, die auf eine mittlere Dichtig- 
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keit des gesamten innersten und Nife-Kerns von ca. 8—9 bezogen 
auf Wasser schliefen lassen. 

Nehmen wir aber an, daB die den groBen Entfernungen zu- 
strebenden, immer steiler einfallenden Wellen auch immer weniger 
gebeugt werden, und da in dichteren Massen im Innern ihre 
Fortbewegung immer mehr verzôgert wird, so ist ein wichtiger 
Einwand dagegen, daB die bei 12000 km auftauchenden Wellen 
die ersten überhaupt sind, die den Stahlkern passiert haben, offen- 
bar hinfällig. Zoeppritz hat übrigens (diese Zeitschr. V, über 
Erdbebenwellen, $S. 125) für die P-Wellen bei 12000 km unter 
seinen 6 verschiedenen Annahmen 1103—1148#k* als Laufzeit be- 
rechnet, während sich diese für unsern Beobachtungshaufen bei 
12000 nur wenig verschieden von seiner letzten Zahl zu 1170s% 
ergibt. 

Die Elastizitätstheorie lebrt über die Fortpflanzungsgeschwin- 
- digkeit vP der Longitudinalwellen: 

v? — Coeff. der Linearelastizität : Dichte 
und über die Fortpflanzung v, der Transversalwellen: 

t3 — Coeft. der Formelastizität : Dichte. 

Es ist vielleicht nützlich, sich zu vergegenwärtigen, daB wir 
stets über eine der 3 Unbekannten rechts in diesen 2 Gleichungen 
mehr oder weniger willkürliche Annahmen machen müssen, um ein 
Resultat über das Erdinnere zu erhalten; und daB wir hierbei v» und 
”, nur unter bestimmten Annahmen über den wahrscheinlichsten 
Weg der Erdbebenwellen aus der beobachteten Laufzeit berechnet 
haben. Um so mehr wird es notwendig, sich auf die aus allgemeinen 
Gründen wahrscheinlichsten Annahmen zu beschränken. 

Wir kommen also zu dem Schluf; daf die Annabhmen C, D 
und E noch nicht als gesichert betrachtet werden kônnen, und daB 
einstweilen nur À und B unsern physikalischen Vorstellungen ge- 
nügen. 
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Die Weltbeben des Jahres 1909. 
10. April 1909. 
8 
Ort é É ir air Periode| Ak Ay | Az Bemerkungen 
id 
8 p p u 
: , h ms 
_Apia Etwx : Pi 5 27.9 ca. 0.1| (900) | (700) 2500! Horizontalpendel fällt um. 
Samoa - Obser- EW fehlen 3:/,, bei Z 4 Minv 
vatorium. NS kommt nicht wieder in G: 
Dem Gefühl nach erfolgen 
nächst ziemlich gleichmäbige 
brationen, die das Wohnhau 
lange ruhige Schwingungen 
setzen. Nach ca. 1/, Minute 
sprunghaft Zunahme der B 
gung ein. Nach Angaben 
Gouvernements war das B 
das bisher schwerste in Sa 
Herd vermutlich 2—300 km 
lich. 
b 37.8 500 — | 400| EW und Z mit starker Reib 
f 6 47.8 Wiederkehr oder schwa 
eL 8 59.2 neues Beben. Beide Pendel h: 
M 59.7 D 30 + 10/Reïbung, so daB nur die Ze 
f 9 70 sicher sind. 
Sidney |Ilr| P b 34 93 5 2 1 À Ep — 4400 km. 
River view-Col- PR: 35 b2 b 9 7 
lege d. Jesuiten. (S) 40.5 (11 ) 
iL 43.0 
M (x) 43 16| 13 72}: 
M(z)|l 48 40| 13 | 38 
| M (:,) 54 44| 15 | 64 
f LAS 
Batavia |[Ilu| eP 5 39.4 Nach der Laufzeitkurve er 
Java es 49.2 sich die Herddistanz hiernach 
HT 02 20 ai 
M. 9 20 | 15 | 16 PM — BSO En 
f 52: wirkliche Herddistanz: 9000 
Gôttingen | Iu | P b 46.8 4 09! 3 |/4 
Geophysikal.In- e 6 l'} 9 0.7 31/2| 31/2 
stitut, e 8/2 18 3 3! bel 3 
eL 29 — na UE Lu 
M 531 | 18 | 23 | 20 | 23 
_— | 797 18 B'hl 7 |10 
4 Fällt in den Papierwechsel. 
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Die ziemlich hohen Angaben für die Maximalbewegung lassen 
es bei Gôttingen nicht ausgeschlossen erscheinen, daB dort die 
ganze Amplitude angegeben wurde. Die Zahlen der Bodenbewegung 
wären in diesem Fall durch 2 zu dividieren, wenn man sie mit 
denen der andern Stationen vergleichbar machen wollte. 


In der Tabelle III sind die Verhältnisse der Wellenhôhen an 
zwei Stationen unter der Voraussetzung mitgeteilt, da keine Ab- 
sorption stattfände. 5 


Dann wäre die Bodenbewegung in 
Apia 3000 w; beobachtet sind ca. 3000 


Sidney 72 65 
Batavia 57 15 
Gôttingen 72 21 


Die Wiederkehr der Wellen. Die fraglichen Wellen 
treffen am Bebenort ein um 8! 59.7", sie sind, falls es sich um 
wiederkehrende Wellen handelt, zum erstenmal passiert um 5:27.b. 


Demnach ist die Laufzeit 3? 32.2m. 
Als Laufgeschwindigkeit v,, ergibt sich demnach 


40000 km km 
(8% 32.2) ‘© Sekunde’ 


Bei der Rückkehr des Bebens zum Epizentrum soll die Am- 
plitude 1/40 nach Angenheister der ursprünglichen GrôBe sein, 
wenn sich die Form der Welle nicht geändert hat. Das wäre in 
unserm Fall unter der Voraussetzung, da am Bebenherd 3000 w 
vorhanden waren, 6u. Die beobachtete Amplitude war 30, also 
erheblich anders, allerdings kann auch die anfängliche Maximal- 
bewegung gut 3fach so groB gewesen sein, als angenommen wurde. 

Die GrôBe der Erdbodenbewegung spricht also nicht dafür, 
daB es sich um eine Wiederkehr des Bebens handelt. 

Für die Wiederkehr hingegen spricht der Umstand, da$ die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Oberflächenwellen so gut mit 
den bisherigen Erfahrungen übereinstimmt. 

Es scheint endlich nicht ausgeschlossen, da$ die wiederkehrenden 
Wellen selbst nicht beobachtet wurden, aber ein zweites kleines 
Beben auslôsten. 
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12. April 1909. 


Ort E É M Periode| Az Ai Bemerkungen 
5 
s u u u 
| | L mp | 

Apia dr @l 1 85 DieDistanzberechnung aus] 

M 1 17.5 10 20 — | — |ergibt 3100 km. 
1 30 

Sidney |Ir | P 1 9.6 b 2/2 Die Distanzberechnung « 
L 13.7 7 aus P—L 2100 
Mi 14.7 4 14 [P—M; 3400] 
M: 1944 10/1 17 |_4 RES 
f 2 50 | 


Der Herd liegt wahrscheinlich in der Nähe der Salomons- oder 
Neue Hebriden-Gruppe. 


27. April 1909. 


Manila P 12 48.9 Distanz aus 
P—S 9600 km 

e x 7800 

M 12 Ho 

f |14 30 MS 6200 
Sidney |Illr| eP 12 49.2 4ljo Ep — 3500 km 

S 54 16| Bi} 61/2 (Probably NW New-Guin 

felt by Mr. A. E. C. Lyall at M: 


M 19 | 9 |145 | 170 St. Davids Islands (NW— 


Mr) 3 30 9 200 Guinea). 

M (:,) 5 43 8 | 128 Distanz aus 
c 35 10 P—S 3400 
f 14 50 P—M 4800 


Distanz aus 


Batavia |Ilv iP 12 50.5 


1S 51.5 6 PS 600 km 
M: b2 DE 
M2 13 2 13 60 66 = 000 
S—M 1600 
L — 21 181 174 BEL 58-00 


ai 
© 
ki Or 
ë £ © © 
© © 
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Ort . Phase RE Periode| Ak | Ax Az Bemerkungen 
ë 
s bu (2 u 
h M :S 
Apia Ilr P 12. b1.1 s sn 5 Z und EW haben Reibung. 
e 12 54.38 16 —_ 10 | — | (PR?) 
eL | 18 O© 20 — — | — | Distanz aus P—eL, 3900 km 
M 113 6-15m20- 30) — 40; | P—M, 6000 
f 14 O 
Güttingen | Iu | eP |13 28 4 | 2'}a | 11/4 | | Distanz aus P—S 8500 
PRi 56 | 6 | 1:2| 09 |0.9 AR eue PH 
S 12.6 18 6} | 8 8 S—eL 12000 
eSR: 18.8 30 1b 20 8 S—M > 14000 
eL 3b — — — | — 
M 53 24 30 45 | 5 
f 16 


Wäre die Annahme von Sidney über den Bebenherd richtig, 
so würden wir aus den Beobachtungen der einzelnen Stationen als 
Bebenzeit erhalten nach den Laufzeitkurven 

Manila  4b.b" 
Batavia 46.2 


Sidney 43.2 
Samoa 41.9 
Gôüttingen 46. 
Die Geschwindigkeit der P-Wellen beträgt ca. 11 = oder 
660 ee die Zahlen weisen auf einen Bebenherd, der erheblich 
inute 


ôstlich gelegen ist. Für Shouten Insel an der Nordküste von 
Kaiser Wilhelmsland finden wir für alle Stationen mit Ausnahme 
von Manila als Bebenzeit ca. 48.0". 

Die Amplituden der Maximalbewegung verhalten sich in Batavia 
und Sidney nahe wie 1 :1; d. h. das Beben sollte von beiden Stationen 
ungefähr gleich weit ertfernt sein; in Samoa und Sidney dagegen 
wie 1:4. Offenbar sind die Ausschläge in Apia zu klein, und das 
Instrument nicht in Ordnung. 

Der Verlauf des Bebens ist an allen Stationen ein wenig 
normaler, wie die aus den Laufzeitkurven entnommenen Distanz- 
bestimmungen mit Hülfe der Phasenangaben Differenz P—S, etc. 
illustrieren. 
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Auch das dürftige Resultat, das der Mitteilung für wert er- 
achtet ward, ist nur môglich unter der Annahme, da in Manila 
ein Zeitfebler vorliegt; solche sind indessen wohl an keïiner Station, 
zumal bei den provisorischen Wochenberichten, und angesichts der 


groBen Zahlenreihen, ganz ausgeschlossen. 


2. Mai 1909. 
5) 
Ort F Phase M a Periode| Az Ay Ày Bemerkungen 
5 
8 p p u 
À h m s#s 
Apia ri? 7 0 58 b b Bb |25 | Distanz aus P—M — 2000 
S 4.0 7 15 15 | — P—S — 2000 
eL 5.0 
M 6.0 15 50 50 Kaum merklich. 
£ 40 
Sidney |IIr| P 7 1 42| 4h Ep. 2500. 
S b 4b Distanz aus P—S — 260 
5 53 7 P—e — 270 
eL 76 >| 74607" 81 Re Le 
M 9 283 
f 8 20 
Batavia |Ilu| P 7 6 28 6 
iR 11 24 6 23 14 [Distanz aus P—M = 320 
iS, M 14 43 6 48 22 
f 48 Wellen von 27 Sek. 
Manila P 7 15.0 
f 7 55.0 


Setzen wir v.,, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der ersten 


Wellen = 11 __ so ergibt eine einfache Ueberlegung, daB 


Manila 5000 km weiter vom Bebenherd entfernt sein müfte als 
Batavia. Das ist unmôüglich, aus Rücksicht auf die Beobachtungen 
von Apia und Sidney. Allem Anschein nach sind die gleichen 
Bewegungen, die in Batavia als :S, M bezeichnet wurden, in Manila 
als P angesprochen worden. 

Die Beobachtungen von Samoa und Sidney ergeben ziemlich 
sicher, daB der Herd etwa 500 km ôstlich von Neu-Kaledonien ge- 
legen ist. 
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Als Zeit des Bebens erhalten wir 
6 56m 20s nach den Beobachtungen von Apia 


6 56m 208 ,  ,, ca » Sidney. 
26. Mai 1909. | 
RE PR RE PR \ 
5 ; l 
Ort É É née Periode| Ag Ay Ay Bemerkungen 
8 Eu 
8 u # p 
& h ms 
Manila P 2 89 Distanz aus P—S 5700 
S 16.3 LR is 
ee _. SM 4400 
‘à 3 49 
Sidney |Ilr| eP 2 9.2 21/2 Ep — 5600 km (?) 
(S) 16 27| 10 17 
eL 21.0 
Mn 23.33| 14 131 
Mz 24 28| 13 73 
Mr: 25 13| 13 111 
£ 4 0 
Batavia |Iv| P 2 10 12 Distanz aus P—S 700 km 
S 11 42 PM 4000 
M 92 75 | 13 | 19 RrTaE POQ 
f 3 10 
Apia Ir | L 2 18 bis 
| “20 
M 10 10 10 


Nach dem Verhältnis der Amplituden der Maximelbewegung 
zu schliefen, sollte der Herd des Bebens erheblich näher an Sidney 
liegen als an Batavia, und von Samoa noch weiter entfernt sein. 

Die ersten Wellen treffen in Batavia 1 Min. später ein als in 
Sidney; demnach sollte der Herd des Bebens rund 600 km von 
Batavia weiter entfernt sein als von Sidney, eine Fortpflanzungs- 


geschwindigkeit von rund 10 . der ersten Wellen vorausgesetzt. 


Das würde mit den Amplituden nicht übereinstimmen, deren Dis- 

kussion einen Unterschied der Herddistanz von mehreren 1000 km 

wabrscheinlich macht. Andrerseits erhebt Manila durch seine Zeit- 

angaben Anspruch darauf, dem Bebenherd am nächsten zu sein; 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kl 1912 Heoft 8. 24 
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da nun auch die Aufzeichnungen in Samoa nur dürftig sind, schien 
es empfehlenswert, auf eine Diskussion des Bebens angesichts des 
offenbaren inneren Widerspruchs der Aufzeichnungen bezw. ibrer 
Deutungen zu verzichten. Worauf dieser Widerspruch beruht, ob 
vielleicht ein Versehen in Bezug auf die Zeit vorliegt, oder ob ein 
zweites Beben seine Aufzeichnungen über die des ersten gelagert 
hat, läft sich nicht auf Grund des vorliegenden Materials erkennen. 


30. Mai 1909. 


1 


LI 
2 
+ 1 : 
Ort É Ë Bron Periode| A4 An Az Bemerkungen 
ë Ba 
8 u u C4 


1P 
M ai 12 6.5 
22 12 


21 6 30 
22 12 


Manila 


a 


Sidney |IIr| eP |21 78 Ep 3400 km 


21/9 

8 10 5 

PR: 9 47 5 
S 1504 8 

eL 16.6 

M 19 32! 1b 
f 23 0 


Apia [Ill P |(21 066) 3 
10 56 


6 6 | Dieeingeklammerten, ursprüng 
lich mitgeteilten Zahlen sind offen- 
bar falsch. Der Mechaniker hat 
beim Bogenwechsel die Uhr um 
10 Min. falsch abgelesen, eing 
zweite Ablesung fehlte auf der 
Kurve, weil die Uhr stehen ge- 
30 30 blieben war. 
Distanz aus P—el, 3900 
P—M 5000 


D 
HS © 
œ 
FN 


f 23 


0.9 0.7 0.3| Distanz aus P-S 9000 


b' P—eL 10000 
à 6 ouh P—M 13000 


b ms 
Batavia (IlIlr| :i 21 6 18 In der Nähe vonAmbon (2200km) 
Güttingen | Iu | P |212011| 1 
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Nach den Registrierungen von Batavia und den Laufzeitkurven 


fand das Beben statt um 21h 1m 28sexk. 


lich b00 km ôstlich von Timor. 


Der Herd liegt wahrschein- 


Unter der Voraussetzung dieses Herdes ist die Herddistanz, 


an der Erdoberfläche gemessen: 
bei Batavia 

Manila 

Sidney 

Samoa 


2200 km 
2500 , 

3400 
6500 


n 


” 


Gôttingen 12200 , 
Die Maximalbewegungen sind nicht unbedingt vergleichbar. 
Nehmen wir an, da Batavia richtig ist, so erhalten wir aus der 


Tabelle am Schluf: 


beobachtet ohne Absorption | 
Batavia (120) (ca. 120u) 
Sidney 100 400 (!) | 
Samoa 65 80 | 
Gôttingen 61 10 
Sidney fällt aus dieser sonst nicht unwahrscheinlichen Reïhe 
ganz heraus, vielleicht hat es die volle Amplitude = 2A mit- | 
geteilt. | 
3. Juni 1909. | 
Ort $ É DIE: 0 Periode| Ax AN | Az Bemerkungen | 
& | 
5 s u a | 
h ms | Il 
Batavia (|IIIv, eP | 18 42 18 Verheerendes Beben in Korintji, || 
| 1S 43 18 (Sumatra), 750kmNW vonBatavia. || 
M 6 1340 Bedeutender Schaden; 200 Men- 
f | schen getôtet. | 
Manila l; 18 46 20 Herddistanz aus P—S 3500 
& 18 : 1 | mr 3500 
e 5 —M 3000 
M bb sehr grof 
f 21 02 | 
\ Sidney |Illr| iP | 18 50 20 b 3 1 6000 km 
SR1 b7 58 8 6 b'}4 The ,Sumatra“ earthquake, | 
eL 19 292 but epicentre probably submarine, | 
Ma dgt4 LOT 92 “ a FE EE distance NW | 
M 160 | 17 | 322 rHerddistane. aus P--5Re SU 
Me 99 & 16 18 155 1 SRE P—(S) 6000. 


6% 
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Ort $ É RE 0 Periode Âg A N A Z Remerkungen 
5 
s u u u 
; h ms 
Apia Ifu Pr 18 53 26?| 1.0 — — Sebr unsicher. 
Si 192365613144 10 10 Gut erkennbarer Einsatz. 
PS fehlt 
PR:? 81/2 15 15 15 Als Phaseneinsatz ist, mit £ 
eL 14 nauer Zeit — wie bereits 1iy 
24 25 30 30 Wochenbericht mitgeteilt wurd: 
15 18 15 — nur $ zu erkennen. 
M 28 { 25 60 60 Vorübergehend. 
40 30 50 50 
48 15 15 15 
30 50 50 
ï 20 50 


Gôttingen |Ilu| P |18 53 58| 4 0.9 | 0.6 |214| Reïben. 
8441978109 Zik | 30 6 | Setzt allmäblich ein. 


SR1 11.8 19 15 25 20 | Herd 10 100 km. 
eL 18 
M: 26 46 85 | 200 | 80 
M 31 35 | 150 | 180 1100 
M: 37 24 | 60 | 200 | 55 
M4 44 16 90 | 120 | 65 
M; 47 20 100 |110 1120 
M: 49 14 40 5b | 70 
M rep.| 20 58 21 12 (Sal Lou 174 
f 221/2 


Die Entfernung des Bebenherdes von Batavia ergibt sich aus 
P—S$ zu 500 km. 

Die Entfernungen des Herdes sind, auf der Erdoberfläche ge- 
messen, bis 


Batavia 500 km rund 
Manila 2700 ,, 
Sidney 5500 ,, 


Gôttingen 10500 ,, 

Das Beben fand statt, wobei wir die Angaben über P von 
Batavia und Manila an der Hand der Laufzeitkurve für den Beben- 
herd anwenden, nach Batavia um 184048: 

Manila um 18 40 60, 
es wird mit einer Bebenzeit von 18! 40.8" gerechnet. 

Hiernach ergibt sich unter der Voraussetzung, da die Lauf- 

zeitkurve für P in diesen Teilen noch genau ist, als Herddistanz 
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6000 km von Sidney, während die wirkliche Entfernung, wenn wir 
| die Angaben von Batavia und Manila zu Grunde legen, 5000 km 
beträgt. Wir haben also die zwei Môglichkeiten, entweder die. 
Zeïit- und Herdbestimmungen von Batavia, oder die Zeiten von 
Sidney (letztere um 1 Minute) für falsch zu halten. Ohne genaueres 
angeben zu kônnen, môüchte ich nur bemerken, daf S bei Samoa 
sebr deutlich ist und Uebereinstimmung mit den Angaben von 
Batavia und Manila aufweist, während, wenn die Sidneyer Herd- 
annahmen richtig sein sollten, auch Samoa falsche Zeitangaben 
haben müfte. Da eine genaue Revision nichts Verdächtiges ergab, 
wurde bei Sidney ein Zeitfehler von 1 Minute angenommen, und 
| die Angaben von Batavia für richtig gehalten. 

Bemerkenswert sind die Aufzeichnungen der Amplituden. 
Beobachtet wurden: 
beobachtet obne Absorption 


a HAE. té HADAL 


Batavia 1340, [1340] 
Sidney  2—300 460 
Samoa 60 340 
| Gôüttingen 150 390. 
| Bei Gôttingen ist vermutlich 2A statt À angegeben. 
8. Juni 1909. 
| ë 
' Ort 8 É Gene Periode| An Ax | Az Bemerkungen 
É À 
Le u u u_|lu 
| È é h ms | 
| Apia  |lbis, P = | Beben zerstôrend in Copiapo 
Éltal PR Le ae Rat SE rie (Chi). Herddistanz 10500 
è S 10.1 9 1 1 Kaum erkennbar. | 
3 i 13.5 6 1 1 
eL 30 —— | 
M 81 24 60 60 | — | 
M 49 15 20 20 | 
f 8 
k Gôttingen |Ilu | eP 6 0.8 6 0.6 — O.4| P füllt in die Stundenmarke. 
| e(PR) 60 | @ |@x)l & |@ 
es 11.4 10 41J2 2 à Herddistanz aus P—S 10500 
i 14 87| 21 | 80 | 12 |12 CA eu 
eL 34 P—M 12000 
M 41/2 30 | 180 80 |150 | 
M: 44 22 | 120 70 1130] Wirkliche Distanz 11500 
M: 49 19 | 100 65 |100 


f Füllt in den Papierwechsel. 


Kurt Wegener, 


© 
Qt 
D 


Greenwich- 


Q 
Fc Le 
Ort F É Zeit Periode| Az AY Az Bemerkungen 
5 
s 2 u u 
h ms 
Sidney (|Illu| eP 6 6.7 6) 1 1 Herddistanz aus 
(PRi) 11:27 9 l'} P—PR;=— 15000 
(S) 20,27) 12/1456 0}. 4e a ne 
(eL) 37,0 PM — 11000 
M 43 47| 17 29 91/2 wirkl. Herddist. — 12300 
f 8 25 
Batavia |Ilu| P 6 6 13 In Chili. 
M 8 Herddistanz aus 
L 37 6 19 21 P—L 11000 
Me 7 37 . | P—M ca. 15000 
f 8 12 96 32 38 wirkliche Herddist. 16 
Manila P 6 06 47 
f 8 25 Wirkliche Herddistanz 185( 


P scheint nur von Gôttingen aufgezeichnet zu sein; die in 
Sidney, Batavia, Manila und in den Wochenberichten auch bei 
Apia angegebene, als P angesprochenen Punkte entsprechen ganz 
offenbar dem e (PR) von Gôüttingen. 


P | PR, s M 
Samoa — | 3.5m 10.1m 31m 
Gôttingen|  0.8m 5.0 11.4 41 
Sidney E 5.7 11.5 44 + 6h 
Batavia — 6.2 _ 90 
Manila — 6.7 | — — 


Die Laufzeit für PR1 beträgt: 


Samoa 17.4m 
Güttingen 18.5 
Sidney 19.4 


Die Zeit des Bebens ist hiernach 5 45.9" 
46.5 Mittel 5! 46.n2, 
46,3 


Die beobachteten Maximalbewegungen waren abgerundet folgende: 
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beobachtet ohne Absorption 


Apia 60 (60) 
Gôttingen 150 69 
Sidney 20 62 
Batavia 30 80 


Die Zahlen erwecken den Eïindruck, als ob in Gôttingen mit A 
nicht der Ausschlag von der Ruhelage ab, sondern die ganze Am- 
plitude 2A gemessen sei. 


27. Juni 1909. 


| Ort É Ë + 0 Periode| Ag Ax Az Bemerkungen 
| 5 
| : 8 u ë | 
| h ms 
| Apia Ur| P 7 19 38 Am Horizontalseismographen 
PR: -19 58| 6 — | 920 [wird zur Zeit des Bebens gear- 
| 23.2 Mini- beitet. 
| eL 28.9 js 
21 
M 24.9 & ES 
| M 27 | Hs a 
Ms 305 | Hi F4 
12 10 
M 33.0 : … 
M: 34 | Fe É Herddistanz 2000 
fz 8 5 
Sidney à à À se is à 7 20 21 4 
20 35 4 13 12 
L 24 33 8 
M 24 45 8 87 104 EI 
830 45| 14 57 92 Herddistanz 2300 
C 37.b 9 13 
f 9 5 
TEA Uu| :iP 7 25 23 Herddistanz P —S$ 
PRi 29 26 <a 
1S 33 27 
Fe 18 25 18 wirkliche Herddistanz 6200 
f 8 33 
Manila P 7 25 bb Herddistanz 6300 
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# Le 
Ort E É RRIER Periode| A An Az Bemerkungen 
ë cw 
8 p u u 
h ms 
eL 7 28.0 
M 33 klei 
f | 8 30 tr 
Hamburg | Iu | e 7 34 27 wirkliche Herddistanz 16000 kr 
1 38 20 9 6 18 
eL 8 17 
Ms 29.6 30 25 a 
Mx 33.6 22 40 | 


é Pom | | 


Der Herd des Bebens liegt wahrscheinlich ôstlich von Neu- 
kaledonien. Das Beben fand statt um 7*1b.1", 


Die maximalen Amplituden sind folgende: 
Entfernung beobachtet ohne Absorption 


Apia 2100 (120)* (120) 
Sidney 2300 100 114 
Batavia 6200 25 79 
Hamburg 16000 30 (15?) 93. 


*) Unter der nicht unbedenklichen Annahme, da8 A Horizontal — 3 A, ist. 


7. Juli 1909. 
ms 
Ort % É ni he Periode| Az Ax Bemerkungen 
e CH eit 
a) 
s u mn Z hi 
AAC | 4800km. Gefühlt in Russi 
Hamburg iP |921 45 46 c : 100 | 110 F4 3 sc e in Russis 
PR: 48 06| 7 32 | 
19N 52 11 
SRi! 55 22| 16 290 
L b8.0 
M: 22 0.4 26 | 1500 
M: 3.8 26 | 1600 
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Ort à É Greenwich- | pri 
£ Ê Zeit eriode| Ag Ax Az Bemerkungen 
ce) { 
s u u p | 
h ms 
Manila P |21 46 48 5600 km. | 
| S 49 24 [wobl dieselbe Phase, die Hamburg | 
eL 53 10 als PR, bezeichnet] 
M 54.0 groB | 
 Batavia [Ir En 21 se 5: Herd in Samarkand; 6000 km | 
() | 
S, ME 54 6 6 
M 56 16| 6 |130 | 
D. 22.1 24 94 84 | 
f |23 11 | 
Sidney (Iu| iP |21 48.8 Ep. = 11500 km | 
e 54.9 3 destruktive E.Q. in Kashmir | 
1 NÉE 8 8°/a 21/e | 
(PS) 2.6 8 21/a | 
eL 9.7 12 

M 102 | 12 |13:h | 16 
C 89.8 17 15 
F |23 25 | 

Apia (ul P fehlt 13 000 km 
e(PR?) 21 56.0 abgesehen von PR, sind alle Vor- | 
29 95 läufer unkenntlich verstimmelt. | 
eL 12.5 | 
M 14.0 15 20 20 || 
M2 30 30 30 30 1] 
M: 40 15 20 20 || 
| à 23 25 | | 


Als Zeiten des Bebens erhalten wir J 
Hamburg 21137" 26° om | | 

Manila 21 87 28 121 au | 

Die beobachteten Amplituden waren: || 


beobachtet ohne Absorption 

| Hamburg 1500[750?] 1500 | 
Batavia 120 1370 || 
Sidney 15 1250 |} 
Apia 30 1370 | | 


Der Unterschied zwischen den infolge Absorption gemessenen und | 
ohne Absorption berechneten Wellenhôhen ist diesmal besonders grof. | 
Vielleicht ist in Hamburg 2 A statt À angegeben. 


356 Kurt Wegener, 
30. Juli 1909. 
Ort É É ee Periode| Ag An Az Bemerkungen 
ke s u u u 
, ‘M :s 
Apia (lu P |11 3.8 (8600 km) 
S 15.1 11 4 4 —— 
SRi1 19.9 9 5) 5 
e 21.5 
eL 28.0 
Mi 30 19 35 60 
M: 50 D 4 40 80 
à 12 32 E 
Gôttingen [Hlu| P 11 449 9 61/2 81/2 | 20 | [9600] 
PR: 8 15 7 15 b'/2 | 20 
S 15 29| 14 3b 18 20 
PS 16 3| 23 70 45 60 
eSRi 20.0 23 45 8b 40 
eSRe2 251/2 21 30 20 85 - 
eL 30 LL Se 5 ei 
M 45 21 180 35 ,160 
M2 49 18 140 85 |130 
Ms B91/2 24 170 50 |170 
M1 12612 18 120 50 |130 
Mrep.| 14 40 18 2 | L'h 428 
F 151/h 
i : 1, 8 vermutlich) Ep = 13000 kr 
Sidney ue . ht +. … ï B : Phares La in Mexiko (Chi 
j 27 B5| 14 | 14 ASS Hi 
S 30 51| 12 10 
SRi1 3b 51| 18 29 
eL 42 37| 18 26 
44.8 26 27 
46.2 20 36 
M, |12 3 30| 18 11Jal 1% 
Me 4 5| 14 24 
Mx 7 b3| 16 16/2 
c 16.6 14 14 
f 13 45 
Batavia |Ilu P 11 11 38 Herd in Süd-Mexiko, verheerenu 
M |123043| 20 | 29 | 39 [17200] 
f 


13 27 
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Nehmen wir an, daB die Laufzeitkurven bei 9600 km bei Gôt- 
tingen noch richtig sind, so erhalten wir als Laufzeit für P 
12% 55° 
1064 49 
Bebenzeit: 10"b1mb4s, 
P für Apia ist hiermit übereinstimmend. 


CHEN 140 ROSÉ + nee mama 


Die maximalen Amplituden sind folgende: 
Entfernung beobachtet ohne Absorption 


Apia 8600 70 70 
Gôttingen 9600 120 70 
Sidney 13000 30 73 
Batavia 17200 35 110 


Bei Gôttingen ist vermutlich 2 A angegeben statt A. 
| 7. August 1909. 


5 
Ort É 3 ser Periode| Ag Ax Az Bemerkungen 
a | 
g: s u CE 
hPmRs 
i ï ; 50 Z | 800—900 km. 
D Apis | Es 2 Pr _. 6 60 |fhit| Sidronge oder Fit 
M b1.0 |54.7 9 250 | 400 
| f |1860 [54] 
| Sidney |Ir| eP | 16 562 8 | ‘l Ep — 8300 km. 
OMETET. 7. |. 8 | 
| e 6.3 14 
i Mo 7 29 11 1112 
M 10 12 15 19. 
| 18 20 
| Batavia | I | P |17 136 | 8500 
S 9 47 
| M 12 5.5 7 b 
| f 25 
Gôttingen I P 17 8 21 4 — — |0.6| (16000) 
3N ePRi: 11.6 6 0.3 0.6 0.7 
| eL b7 
; M 18 14 19 l'h 3 |3'/: 
| f 19 


In Samoa liegt ein Zeitfehler vor. Die 2 Ablesungen des Me- 
chanikers beim Auflegen und Abnehmen der Kurven geben einen 
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um 4"20* differierenden Wert. Diese Differenz wurde (fälschlich) 
in den Wochenberichten als Gang der Uhr betrachtet. Es ist in- 
dessen wahrscheinlich, da die eine Ablesung nach einer unbekannten 
Ubr erfolgt ist. Auch die zweite Ablesung mu noch um 1 Min. 
falsch sein, wenn die Angaben mit denen von Batavia und Sidney 
übereinstimmen sollen. 
Aus Batavia und Sidney ergibt sich als Bebenzeit 
1649.9 Sidney 
49.6 Batavia 
16:49.7; als Bebenherd Südtonga. 


Die maximalen Amplituden ergeben: 
Entfernung beobachtet ohne Absorption 


Apia 900 300 (300) 
Sidney 3300 20 156 
Batavia 8500 6 110 
Güttingen 16000 3 144 


18. August 1909. 


Ort 


Apia 


Sidney 


$ Phase y pe mb à 'Periode| A, An Az Bemerkungen 
8 Wu p u 
bymUrs 
Ir P 0 426 9 15 12 2000 km. z-Pendel zeigt paral- 
PR: 42.9 | 2 12 12 lelen Gang, À —ca.1}, der Ho- 
2 rizontalkomponente,Aufzeichnung 
PR: 48.5 9 12 12 verwischt. 
b 20 
PR: 43.8 2 10 
2 
e 44.6 6 15 15 
S 46.6 6 36 50 
M . 47.6 12 60 | 150 
4 1 56 
Ir| iP | 04411) 3} | 41 | 16 Fr ne 
44 46 6 20 
(S) 4759 | |em4l (il | — 
48 26 8 ra 
eL 50.2 16 
50.2 18 77 
Mx 52 18| 11 76 
Me 55 44] 10 81 
f 200 | 
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#3 | 
Ort É É Rein Periode| Ag AT TUAE Bemerkungen 
E 8 u u u 
h ms 
Manila P 0 49 36 (6500 km) 
. 1 30.0 
Batavia |[Hu| P 0 49 57 (6600) 
iS,M 58 24 
un 5 HE lite 
6.5 
f 1 47 
Güttingen | Iu | P 0 59 8| 56 2 | 114 |bt/2| (16000) 
PR | 1 2.6 b 0.6 | 1'} |1!} 
i(S) 919, 6 | 14 | 4 |03| 
eL 44 E 
M 55 31 | 15 | 30 | 40 | 
f 3 | 
Ottawa, Ca I P L'0:9 | | 
. nada S 10 14 | 
L 36 | | 
M 42 21.-|-10 ne 
mi, get Da? 
| 
Der Bebenherd liegt nordôstlich von Kaïedoxien. Als Beben- 
zeit ergibt sich aus Samoa C'38.,3m. 
Die Amplituden ergeben: 
Entfernung  beobachiet ohne Absorption 
Apia 2000 ca. 100 100 
Sidney 2500 75 93 
Batavia 6600 100 (50?) 63 
Gôttingen 16000 20 76 
6. September 1909. 
Bel Ron] don 3 | | 
Ort É 5 (ranics Dirt Ag AN Az Bemerkrngen 
F4 (et 14e mise M 
h'em'is 
Sidney HT 14 38 5: 4 Epcentrs 3200 km. 
S 43 b4| 7 3 
eL 45.9 11 
Mx 47 b8| (8) (7) 
Ms 49 59| 11 13 
| f | 16 20 
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Ort é É pomee Periode| Ag An | Az Bemerkungen 
Sn | 
8 u u u 
h ms 
Apia I | y, |f1460.7bis 
15 18.0 14 9 
Manila P 14 39 37 
f 15 7 
Batavia |Ir?|e(P?)| 14 41 52 
M 43 3 
f 15 7 
Güttingen eL |15 32 
M 48! /2 18 | 0.9 154 | 3 
f 16 4 


Weder Ort noch Zeit des an allen Stationen mit Ausnahme 
von Sidney verstümmelten Bebens waren festzustellen. Eine Dis- 
kussion scheint daher nicht gerechtfertigt. 


8. September 1909. 


à Greenwich- z . 
Ort F Phase Zeit Periode| Ag AN Az Bemerkungen 
(æ) 
8 u u u 
ôttingen | Iu | P |17 132| 4 2 4 |12 
S 11 12| 14 | 5'}2 | 5'}2 |3?/s| Herd 8300 km 
eL 21 
M al 20 10 20 15 
: à 19 
Manila P 17 O0 30 
S b 40 
eL 9 50 
M 1812 11 
Batavia | Iu > 17:9 5 
S, M 15 1 6 LL 20 
f 18 4 
Apia Ir Pr 'P4705 D 
: S? 120700 8H| 2 + 
eL 19.0 
M 42.0 9 3 12 
f 19 3 


Auch dieses Beben hat sich so verworren aufgezeichnet, daf 
eine Diskussion nicht lohnend erscheinen kann. 


auto 
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13. Oktober 1909. 


5 
Ort É 3 “> Ne Periode| A, Ax Az Bemerkungen 
a 
. . É W 
| h ms 
Apis |Ir) y, |[12 52 bis 
6 
| M ban) NA UIREE 
Batavia | I | P |12 5 
£ DAT D | 


Die Angaben sind zu dürftig, um eine Diskussion zu erlauben. 
28. November 1909. 


à. m 
| Apia VE A 1 47 —- — = ca. 1400 
| ep | 1197 9 | 12 | 12 
| iM | 1 1687 9 |115 | 100 
| f |21}e 
 idney Ie | 1 14225 b 2 Ep 2000 km. 
| PR b 14| 5 5 
eL 10.2 12 
M, 14 09] 12 8 
Mx 4160!) LI 32 

Me 15 31| 14 11 

à 2 20 
Wamburg | Iu | eP 1 18 04 (16 500) 
D) eL | 2(10) 
| * 24 0 IS UIS 
EN 33 20 b 
l f 8 


Nach den Beobachtungen von Apia ist der Bebenherd 1400 km 
entfernt. Von offenbar dem gleichen oder ähnlichem Herd stammt 
4 eine ganze Reihe von Beben an dem gleichen Datum. An der 
ÿ Hand der Laufzeitkurven ergibt sich als Laufzeit für P 3.3". Die 
Bebenzeit wäre demnach 1!58.4", 

Hieraus ergibt sich für Sidney als Distanz 2900m. Der Herd 
wäre demnach etwa in der Nähe des Minerva Riffs zu suchen. 

Die Amplituden sind: 

Entfernung beobachtet  berechnet ohne Absorption 

Apia 1400 110 (110) 

Sidney 2900 12 78 
Hamburg 16500 6 72 
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3. Dezember 1909. 


= 
Ort Ë É FR Periode| Ag An Ag Bemerkungen 
ë 84 
s u u_| uw 
h ms 
Sidney Ir | eP 3 142 4 Ep 1400 km. 

L 18 30| 13 

My 18 50| 13 21 

Me 24 08| 15 13 

Mz 25 52| 15 8 

f 4 10 


Batavia | Ir| P | 3 18 26 
S,M 25 4| 6 6 3 
f b4 


4 3 20 bis 


Wahrscheinlich Neu-Guinea-Beben. Nicht ohne weiteres verwendbar. 
9. Dezember 1909. 


h ms 
Tsingtau |Ilr| P |23 35 10 (8500) 
S 40 10 
M 45 O| 14 |300 | 900 
f 1 15 39 
Batavia |Iu| P |23 36 39 in Ambon registriert 
S, M 42 45 6-IRIEI 221 (5000 km) 
f 24 47 
Sidney |Ilr| iP |23 37 10 6 1'}2 18 Ep 5500 km 
PRi 39 12 4 6 13 |6'k| in Guam, Ladrone Islands 
S 44 26 8 71/2 14 
1 47 38| (12) 53 26 
L 51 24 0) 
Me 53 50| 12 46 
Mx 56 18 8 15 | 
M 56 20 8 20 
f 1 10 
: Beide Instr 
Apia i 93 37.2 Raibane, strumente haben stanke 
e 38.0 (5500) 
M 38.3 6 (6?) 
à 51.0 
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363 


Ort É É nd Periode| Ag A» Bemerkungen 
Ë 8 p u 
| h ms) 
Hamburg | Iu e | 23 45.6 (11 500 km). 
| S b3 21 8 30 40 
| L 0 19 
M 24.2 26 90 | 110 
f 2 
Dttawa, Ca-| I P? | 23 46 
400 is? 57 30 AA ni 
L 24 20 31 
f 25 21 
| Tsingtau fand für P 23 35" 10°; 
| die Laufzeit für P ist 6 40 bei 3500 km Entfernung 
| 23*28"30* ist also die Zeit des Bebens. 
| Die Amplituden sind:  Entfernung beobachtet ohne Absorption 
| Tsingtau 3b00 600 600 
| Batavia 5000 150 525 
Sidney 5500 30 505 
Aria 5500 (6?) 505 
à Hamburg 11500 100(60?) 440. 
9. Dezember 1909. 
| Ce | 
| Ort | $ 5 Remi Periode| Ag AN A, Bemerkungen 
! 5 
s u uw | 
| h m ë 
Sidney |Ur| iP |1b 39 26| 1! 12 | E.P. 2900 km. 
| 39 36| 114 28 
| iS 44 29] 12 136 | 
; eL 46.8 20 
| M, 50.2 15 403 
l f 17 10 
L) 
| Apia Ir| P |[15 39.7] | 15 (8090) 
w eL 46.5 
| M 47.0 15 60? | 60? 
| Batavia |[Ilu| P |15 43 24 (6000) 
PR 46 38 
Kgl. Ges. d. Wiss, Nacbrichten. Math.-phys. Kl. 1919. Heft 8, 25 
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——————————————————————————…—.—.—.2.2.2.2.2Rc 
Aorre 
F. Fi Greenwich- : 
Ort £ À Zeit Periode| Az An Bemerkungen 
æ 


15 54 18 Epicentre 3800 km. 
59 44 

16 418] 11 [13 700] 

17 O0 16 8 4 

18 10 


Ottawa, Ca-| IT 
nada 


EH HET 


Hamburg | Iu | e |15 55 
i 56 42 8 2: L'I20 (14500) 
L |16 3 
M 40 34 |100 
49.0 27 es 
49.5 27 65 
f |18 20. 


Das Beben hat anscheinend in der Salomonsgruppe stattge- 
fanden. In Apia kônnen nur relative Zeiïten und keine Amplituden 
mitgeteilt werden, weil das Instrument nicht in Ordnung war. 
Nehmen wir die Beobachtungen von Sidney als richtig an, so er- 
halten wir 

P beobachtet 39.4 
5.8" Laufzeit bei 2900 km 
15:33.6" Bebenzeit 
Das stimmt leidlich mit Batavia überein. 
Die Amplituden der Maximalbewegung sind dann wie folgt: 


Entfernung beobachtet ohne Absorption 
Sidney 2900 300—400 (300) 
Apia 3000 (60 ?) 290 
Batavia 6000 70 210 


Hamburg 14500 70 210 
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9. Dezember 1909. 


Greenwich- |Periode| Ag An | Az Bemerkungen 


Ort Zeit 


Charakter 
Phase 


8 u 


h ms 
21 50.6 

b5.2 

59.6 
22 25 
22 55 


21 51 13 
55 7 
59 15 

22 52 


21 53.8 

59.8 
22 6.0 
23 0 


(2200 km) 


in Ceram und Ambon gefühlt. 
(2500 km) 


[2] 


321 


(4400) 


21 115 
18.8 


3 | 6800 vwirkliche Entfernung. 
Herddistanz aus P — eL — 3500 
20 P—M — 3500 


jo miefirm mieu MES + + Êuty 


Hamburg Ta (12000) 


81/2 


[14 200] 


Allem Anschein nach ist das in Samoa aufgezeichnete Beben 
nicht identisch mit den aufgezählten der andern Stationen, auch 
nicht, wenn man grobe Zeitfehler für môglich hält. 

Aus Manila ergibt sich als Bebenzeit: 21° 46.9, 

Die Amplituden der Maximalbewegung sind: 

Entfernung beobachtet ohne Absorption 


Batavia 2500 250 (250) 
Tsingtau 4400 40 200 
Hamburg 12000 40 165. 


7* 


366 Kurt Wegener, 


Die Weltbeben des Jahres 1910. 


Aus Räücksicht auf den Umfang der Publikation werden nur 
diejenigen Beben von 1910 mitgeteilt, die für die Laufzeit- 
kurve in Frage kommen. Auch auf die Richtigstellung von Zeit- 
etc. Fehlern mufte bei den übrigen Beben Verzicht geleistet werden, 
da eine solche ohne eingehende Diskussion der Begründung, und 
damit des Existenzrechtes entbehren würde. 

Die Zusammenstellung beschränkt sich auf die Zeit bis Sep- 
tember 1910, weïl das für die folgende Zeit vorliegende Material 
bisher zu dürftig schien. Im Interesse eines Abschlusses der Pub- 
likation mufte ferner auf die Aufzeichnungen aus Batavia tür 1910 
Verzicht geleistet werden, weil von diesen in Gôttingen bis zum 
Juni 1911 nichts eingetroffen war. Dem Register kann daher, 
zumal auch von Tsingtau vieles fehlte, nicht der gleiche Wert bei- 
gemessen werden, wie dem vorjährigen. 


1. Januar 1910. 


Ort È É Greenwich- |periode| A A A Bemerkungen 
# “ Zeit E N Z 
4 s u u u 
bh ms x 
Gôttingen |Ilu| P 11 14 6 6 3 0.6 |41/2| Herd 8600 km EW-lich. 
S 2411 1 22 18 12 15 
PS 247 |e0.| 88 "18 | 16 
SR || 50) 13 | 7e | 6e |6h (8100 km) 
eL 34 
M: 58 25 65 40 | 65 
M: | 12 4h 16 30 17 | 30 
Mrep|}18 55 Pis) 18 | 194 | 194 | — 
f | 14h 
Tiflis IIv| P ? 
S 11 26 32 
29 33 
eL ? (9800) 
M 55.0 
Apia L |1125.0bis 
12 16.0 
M1 | 11 26.0 | 12 7-1 20 (10800) 
M2 45.3 | 2b 40 30 


M: 56.3 16 20 30 


EN 0 À Csas ENTRE" “Cane à fm. 1 mt ME Ed 
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Ort £ É | at Sr Periode| Ag An | À Bemerkungen 
<< 
ni | s u p p 
h ms 
singtau |Ilu| PR: | 11 219 | 3—4 | <1 
“8 or 9—11| 8—10 (13000) 
Le 53.0 
Mx 58.4 39 13 
Me 58.4 39 17 
(d 12 17.0 
4 54.0 
Sidney |Ilu| iP |1123 O| 10 1.7 
i 24 24| 10 2.8 
i(PR1)| 30 8| 10 | 47 
S 40 20| 10 | 6.1 | 54 (400) 
(PS) 44 8| 10 
eL |12 18 24 | 
Mr M 2)11é 10.6 | 
Mr 10 42| 15 |17.5 | 
My 14 42] 15 | 15.0 | 
My 16 16| 15 12.2 | 
M; 22 56| 15 6.2 | 
M, 23 98| 13 | 143 | 
(Mri) 52 56| 17 4.8 | 
F |13 60 
| 
Der Bebenherd liegt ca. 100 km westlich der Südspitze von | 
Florida. Gôttingen allein hat P; seine Entfernung ist 8100 km. | 
Als Bebenzeit folgt: 1114" G° | 
11 40  Laufzeit | 
11: 2"26: | 
4. Februar 1910. Le 
£ © ù | 
Ort £ É dt à Periode| Ag | Ax Az Bemerkungen | 
El ) 
r 8 p ( u 1} 
eo 18 Le | 
Apia Ur] Pi |14 8 401146 | 35 | 14 Z-Pendel hat Reibung. | 
S 7 10/1106 | 20 | 16 l 
eL 8 40 | 
M: 9 20| 210 | 400 | 80 ar à | 
M: 12 40| 140 | 70 bO (l 
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Ort $ Ë pe tomes Periode| Az Ay | Az Bemerkungen 
. 
s u u u 
b ms 
Tsingtau |Iu| ex | 14 11 47| 4—5 | 1—2 
SN 21 915—6 | 7—8 
SE 21 17| 7—8 3—4 
Lx 29 29| 22 16 
Le 29.4 22 13 
Min 340 | 27.8 44 
Msn 37.0 | 26.0 76 
Max 88.4 | 27.3 02 
Ms 38.4 | 27.5 57 
c 40.0 21 6 8 
f 42.0 
Tiflis S 14 21 48 (15 800) 
M 15 6 
Jena Uu! iP |14 19 55 b 1.3 
PR 24 58 9 1.3 li; 12 
17 Sv 34 33 — 8 
eL |15 0 4.5 
Miev 16 30 | 10.3 Gleichzeitig Einsatz d. | 
.. 17 30 gb |Beben. 
2E 23 22 |1—8 | 22 
Manv | 26 20 a: 
f 16 | 50 


Geht in d. folg. Beben übe 
Der Bebenherd liegt 400 km westlich Süd-Fidji. Die Bebenzeit 
ist durch die Registrierung von Samoa gegeben zu 13" 59.7. 
4. Februar 1910. 


h'"m 78 
Apia Ur! Pi |154410| 2 5) 5 
S 47 20 9 20 b (1800) 
eL 49 10 9 30 20 
Me 50 00! 16 80 20 
My 13 50 30 
f 16 33 
Jena Iu 
A 15 0 L : 7 
d'A 4 .b 000 
és LAS Adi 
Minv b1 20 4b | 32 
env | 16 O0 18 1.7 | 3b 
c 10—1b 
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Es kann keinem Zweifel unterliegen, daB der Herd dieses 
Bebens der gleiche wie der des vorigen ist. 
Als Bebenzeit ergibt sich dann: 15:44m105 P Samoa 


euh cru 
15: 40.2" 
4. Februar 1910. 
Ort Ë É CRE Periode| Ag A ‘Mas Bemerkungen 
5 
8 u u u 
h ms 
Apia [Ir] pi |17 40 80|| 30 | 5 | 5 
S 43 50! 9.5 15 10 (1800) 
eL 45 30 Il 
M 46 30| 12.8 | 60 | 50 | 
$ 18 23.0 | 
Tsingtau | Iu | ex | 17 48.5 | 2—3 | 1-2 
eE 6—7 3—4 
S 579 | 9-11 3—4 | 4 5 dE ve 
Lx | 18 17.1 22 10 
Le 16.4 16 
Mx 272 | 16.5 
Me 23.4 | 19.2 16 
c 28.7 
4 40.0 
Tiflis P ? 
S |17 59 48 
eL |18 41 23 
M 8 10 (15 000) 
Jena Ju. .iP. :| 17 56 84] . 4 0.5 4 
i 43 16 
eS |18 9.0 (ra 
eL 35 
Mr 45 28 b 
Mi | 19 O 22 13 14 | 95 
Marv 10 18 1.5 1.7 | 31 l 
f ? durch d. folg. Beben verde( M 
Auch dieses Beben ist vom gleichen Herd. Die Bebenzeit ist: 
1736.65". 
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4. Februar 1910. 


Ort E Phase ie ton Periode| A An |A, Bemerkungen 
5 
8 p 
è Æ 2.0 1 ii 
Apia Ifr Px 18 36 30 6.0 10 5 
S 39 30| 9.5 7 3 (1800) 
eL 41 30| — — — 
M 42 30 | 13.0 36 15 
f 19 13.0 
Tsiugtau | Iu e 18 44.7 
S 58.9 
GR (8400) 
(c) 
f 19 45.0 
‘Jena lu | iP |18 52 32 9 | 
ePe 37 
eL 19 47 
Miv 48 22 (16 000) 
Mi 55 20 17 
Mie 59 2 sl 17 == M;v 
Mere 20 4 20 1 AL = Mav 
C 
f 2100 


Der Herd ist der gleiche wie der vorige. 


18? 32.5, 


Die Bebenzeit ist: 


Es ist bemerkenswert, wie bei dem vorstehenden Beben von 
offenbar ein und demselben Bebenherd, und bei gut stimmender 
Laufzeit für P, die Laufzeit der übrigen Phasen ziemlich stark 
differieren kann; wie die folgende kleine Tabelle dies zeigt. 


Laufzeiten P 

Beben um 13'69.7" 4.0 
15 40.2 40 

17 36.5 4.0 

18 32.5 4.0 


S 
7.5 
7.1 
7.3 
7.0 


eL 


Samoa 


Wenn wir aber auch annehmen, daf der Bebenherd nicht 
immer ganz genau der gleiche war, so ist damit nichts gebessert. 
P—$S beim ersten Beben zum Beispiel würde die Annahme not- 
wendig machen, daB der Herd weiter liegt als bei den andern 
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Beben; dem widerspricht S—el,;, aber auch die absoluten Werte 
| (die in der Bestimmung von P enthalten sind). Denn wenn auch 
bei einem einzelnen Beben ein Fehler der absoluten Zeiten môg- 
lich ist, so kônnte er bei den so rasch aufeinanderfolgenden Beben 
sich nur einmal bemerkbar machen, und müfte beim Vergleich 
der Beben untereinander herausfallen. 
30. März 1910. 


à a Greenwich- : 
Ort É À Zeit Periode| Az Ax Az Bemerkungen 
æ 
8 u u p 
ht 5m )8 
Apia II=| P 17 .0%25 1 1) *: Kleine Wellen als Vorläufer. 
FLir! : Pi 35 3 10 10 Z hat Reibung im Dämpfer. 
3 5: 8 
| FR 66|} 12 | 55 | 5 
S 4 b| 12 70 | 140 
SR 4 55| 12 |100 |(200) NS haut an den Anschlag. 
M 6 55| 12 |250 |(400) 
( 8 5b| 12 60 | 100 (2C00) 
c 20 55| 12 30 50 
c 44 55| 12 7 20 
18 5 Wiederkehr oder Eintreffen der 
bis 15 Wellen auf dem längeren Weg? 
eL 5 O| 15 10 12 
+ M Y'A 71 LE 0 20 50 
f 55.0 
Sidney (|Ilr | iP 17 O0 34 6 4.4 24 
1R1 (90 6095327522 
15 4 29 8 |47.0 | 448 
51 8 1211.00 1134.2 (2300) 
eL 5.4 16 
Mn O5 IALE 180.2 
Me 9 93| 12 11648 
f 19 30 
Ir | iP 18 0 34 
1S 4 29 6 19.4 7.6 
eL 7.7 1b 
Me 9 42! 13 | 30.9 
Mx 10 36| 10 18.3 
f ? 
Tsingtau | Iu e 17 5.3 | 4—5 | 3—4 | 3—4 
S 148 | 12 |3 4| 5 (7600) 
L 27 18 22 
Mp 32.6 
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G ich- : 
Ort Phase roy Periode| Ag An | Az Bemerkungen 


h 
x 
& 
æ 
< 
© 


Ottawa, Ca-| I |[ P? | 17 1 38] P and S through small mic 
nada S? 17 16 25 4 selms very uncertain. 
eL 17 26 20 
M |18 0 24 | 10 b sus 
Le | 17 57 to 
18 5 24 
Le |18 9to 
18 17 
f 19.5 
Tiflis 4 17 1b 14 
S ? (15 000) 
eL 18 O0 47 
M 17 44 38 
Gôttingen |[Hu| iP | 17 15 26 5 6 7/2 | 15 | Herddistanz ca. 14300km. Ni 
RRi 18.9 18 5 7'/2 | 25 |den Beobachtungen von Sam 
S? 811} 21 4 l 15 [Manila und Zi-ka-wei liegt 
1 i 28 u. 177E 
eu |) oem 
. 18 É % Ts pe ein neuer StoB zu sehen. 
2 
M: 26 21 18 35 | 30 (16 200) 


Der Herd ist bei der Loyalty-Gruppe gelegen. Als Bebenzeit 
ergibt sich aus Samoa: 1655.3", Das Beben stammt von einem 
Herd in der Nähe des vorigen. Bei Tsingtau wurde ein Zeitver- 
sehen um 2°: Minuten angenommen. 


8. April 1910. 
h ms 
pa |ts). Piy/u6.28,9/ 04, 15 | 28 
8 | 0.1 | 12 | 12 _ (@00) 
15 250 2b0 Beide Nadeln fallen ab. 
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& 
Ort Ë Phase | Grénwich- periode A, | Ay |A, Bemerkungen 
5 
8 u uw | 
Sidney |Ir| iP |1642%| 5 | 22 | 12 | 
: 43 11 j 6.6 0.4 | 
46 30 
eL 492 | 18 GA 
iM 51 26| 18 |90.3 | 32.4 
Mr: b4 3] 11 12.2 
f 17 20 
Güttingen | Iu P 16 53 46 b 1/4 2}: | 2'/a 
e 57.4 b Le 1'/4 Fe 
e’ 59.8 b 0. £ e 
Me" | 17016 18. | à PER eo 
M 18 6 21 4 21/2 b 
f 19 
Tsingtau | Ir | eP |16 56.8 7 |6—8| 13 
(S) (8700) 
L 17 13.5 
ME 15.8 25 
Mr 18.5 18 |6—10 
CE 20 
CN 17 
f 30 
Tiflis P 16 54 4 
S 57 46 (15 500) 
eL ? 
M 17 O 4 
Der Herd liegt ca. 200 km südwestlich von Samoa. Als Beben- 
zeit ergibt sich dann: 16: 34.7". 
12. April 1910. 


(1400) 


874 Kurt Wegener, 
Ort $ É mL Periode| Ag An Az | Bemerkungen 
8 
8 u u u 
à IL h ms 
Sidney |Mn) iP | 5 39 3 ë | 35 | 65 |236 
1S 41 2 6 |61.6 | 24.7 | 33 
41 20 6 6.7 
(PS) 42 16 7 | 48.6 | 47.5 (7200) 
(eL) 48.2 (20) 
M 49.7 16 |61.6 | 37.0 |31.4 
c 58.5 12 1 172: 148 
f 1 45 | | 
Tiflis P | o 3 3 | 
S 41 8 (7200) 
eL 1 34 5 
Apia Iv | P? 0 33 39 Nadeln Eigenschwingung der Insel 
S? 43 00 6 jlabgefall| 7 regelmäBig. Z hat Reibung 
9 50 Dämpfer, starker Einsatz. 
M 50 || 24 60 (8400) 
g 1 27 
Gôttingen |[IlIu| iP 0 34 25 5 20 7 | 30 
iPRi 37 40 6 10 6 |12 
1S 44 32| 12 90 90 | 30 
ePs 45/2 17 90 60 | 50 (9400) 
M 1 16 12 65 40 | bb 
f 3 
Ottawa, Ca-| Hu| eP? ! O0 35 20 
nada e 40 60 Epicentre 11000 km. 
iPR2 41 31 
1S 46 44 4 
M 46 50 12 18 (12—13 000) 
PSe 48 7 
eL? 50 15 
eLn 1 3 36| 14 
eLe 6 20 
Le 10 20 


ac] 
D 


Der Herd liegt in Formosa. Als Bebenzeïit ergibt sich nach 
Tsingtau 021.6". 
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RS RSR REG CRRSRRR RRS EEE EE SRE ER Un 


ot | à 
E 
Ô 
Apia ITv 
Sidney  |Ilr 
lsingtau |Ilu 
ôttingen | Tu 
Tiflis 
| 
awa, Ca-| Iu 
nada 


Greenwich- 
Phase Zeit 


e 
eLe 
Le 

f 


19 40 


18 Se 31 


À 
1913 4 


19721 
32 to 37 
43 to bl 
20 2b 


Periode 


24 
17 


Ag A4 
b u 
20 
36 
5.0 
83.6 
15.0 5.1 
65.3| 22.8 
141.8 | 112.5 
149. 
80.6 
2—3 | 2—3 
4—8 | 4—8 
23 
ii 
36 
22 
30 
26 
21/2 4 
71/2 15 
12 15 
10 15 
3 
3 


Az Bemerkungen 
u 
(1300 km) 

Die bisher regelmäfigen 
Schwingungen von 6sec. Pe- 
riode u. 15* Amplitunde hôren 
sprunghaft auf. 

Schwebungen. 
(2200) 
14.9 
34.0 
33. 
89.0 0) 
157.0 
(8100) 
1:60 
(16 200) 
10 
+ M, folgen noch eine Reihe 


schwacher relativer Maxima, 


(14500) 


(13 700) 


Der Bebenherd ist in den neuen Hebriden gelegen. Als 
Bebenzeïit ergibt sich 18*80.4" nach Samoa. 


Ort 


Apia 


Gôttingen 


Tsingtau 


Sidney 
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81. Mai 1910. 
j: Ë à di cg ni Periode| Ag A TA Bemerkungen 
À 8 u u u | 
h ms 
Uu e D 4115 2 merklich 
ë 7 40 b b — 
ë ds 35 6 b — 
e b 5 
i 16 40 9 b [8400] 
i 20 30 Be VE 33 DRE 
L 20 bis 
E ss | 9 5 5 
22 Obis 
te | 14 | 10 | 10 
31 
36 bis 
je ( 18 | 50 | 60 
f 6 22 
Ju | iP b 8 24 6 2 L 3 | Herddistanz 9600 km. 
ePu His EU DPI 
es 19.1 14 9 b 6 
ePSs 20.1 16 9 b 8 
eSr1 24.5 21 10 7 9 
ne 28.2 18 3 2 3 
e 31 
M bb 17. 1 26 23 30 
f 8 
Ir e b 21 [12500] 
f 44 
Ir | e(P) | 5 252 [12500] 
e(S) 816 | 16 |. 33 
e(L) 492 | 24 
El 50.7 20 |10.4 
Mn 53.2 16 2.8 
Mr 6 4.7 14 3.7 
Mx 2° 12 1.5 
f 7 0 


Der Bebenherd ist (unsicher) in Mexiko. Als Bebenzeit 
wurde angenommen 4" 55.5". 


ST 
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1. Juni 1910. (| 


. - {| 
Ort À É Re |hanade| du [l'A |A Bemerkungen (l 
À 1 1e | 
s u u u | 
h m $ 
Samoa |lUr| P 6 O0 0! 6 50 50 
iPR 0 3 6 50 50 Unter der Voraussetzung, da, | 
1 1.1 7 10 30 abgesehen von einer ersten 
i 19 7 10 30 schwachen entgegengesetzten Be- | 
. 2.9 7 | 80 | 10 Heoiitrde vos bel de LL 
1 (S ?) 4.0 9 80 20 Wellenbewegung eintritt, sollte 
iPS 5.6 12 |150 | 100 das Beben im Norden liegen. | 
M | 10-15 | 18 | 200 | 200 | 
i(P?) 51.7 6 30 30 | l 
LA AE 8 30 30 Zvweites Beben. l 
M | 72 15 | 60 | 60 | 
8 34 [2200] | 
Sidney |IIr| iP | 6 014| 6 | 202 | 11.0 | 202 
" 0 26 6 90.3 | 37.6 | 23.5 | 
iS 4 10] 13 ]|162.0 | 90.0 185.4 | 
4 241 13 |378.0 |276.3 [809.0, [2400] | 
eL 5.3 20 | 
Me 7 42|] 15 |220.4 
| Mz 8 13| 16 157.0 | 
L) Mx 8 25| 13 171.0 | 
f ? | 
| | 
Wétawa, Ka-| Iu | e? 6 16 7 | 
| nada e? 21 37 | 
| eL 33.5 | 
| Mil 6 3b to No record on NS component. | 
1s 55 | 
L 6 65.5 26 : | 
L 59 to | dk No maximum. | 
1 7 b | 
| b 15. |h68 [13700] | 
) L 52 to | 
5 |} 20 | 
f 8 15 
S 618 7 | 
M 7 26 13 [14500] 


Ort 


Jena 


Samoa 


Jena 
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$ É Ha Li Periode| Az AN Az Bemerkungen 
5 
s u u p 
h: 5m; 38 

Ilu| :iP 6 15 4 3 3.5 2,7 ! 28 | + 2sk (Minutenmarke). 

eSy 29 33 3.6 

eSe 29.6 

eL 7 0 [16500] 

Mxv 12 28 12 |110 

Ms 15 22 11.5 


28 19 fi 9 |49 


Der Herd ist wiederum in den neuen Hebriden gelegen, aber 
es sei schon jetzt bemerkt, daf der Herd innerhalb dieser Gruppe 
nicht konstant bleibt, sondern wandert. Als Bebenzeit wurde 
angenommen: 5! b5.1", 

Bei Samoa wurde in den Wochenberichten ein Zeitfehler um 
1" vermutet. 


23. Juni 1910. 


RUE CS 


544 | | 5 


3 Ur. 


© 
[en 
oi 
IO OT 
pi 
© 


50 
19 1 6 7 
f 21%/4 [400] 
Ju | iP1v | 19 12 28 8 
i2v 41 -6 
13 b2 6 
ù PRivy 15 49 + 9sek (Minutenmarke). 
i3 PRiy 16 6 1.7 
eLvy 20 2 
My 14 3.3 | [16C90] 
c 
f 21.3 


Tongabeben! Der Herd wird in 400 km Entfernung von 
Samoa angenommen. Als Zeit des Bebens ergibt sich dann: 
18 52.6", Die Tongabeben gleichen sich so sehr im Aussehen, 
daf es nicht zu gewagt erschien, auf Grund der einen Aufzeich- 
nung das Beben auf seinen Herd hin anzusprechen. 

Für die Laufzeit der andern Station (Jena, 16000 km) würde 
ein Fehler der Entfernung um 100 km wenig ausmachen, Die 
Laufzeit zeigt gute Übereinstimmung mit der Mehrzabl andrer 
Beobachtungen in den gleichen Entfernungen. 


Vom folgend. Beben vernichte 


0.1 Federn ab. Bei Z steht di 


Federn wieder auf. 


die seismischen Registricrungen am Samoa-Observatorium ete. 37!) 


30. Juni 1910. 


5 | | 
Ort E É tr Periode| Ag An | Az Bemerkungen 
- nn 
s u u u 
| RS CS | 
Tsingtau | Ir e 3711010 23 | I 1 DA 
| S 6.0, L6—4 | tons S—e 5.4 : 3700 km. 
L 8.9 4 < 1 2 
M 10.6 6 +1 123 
f 4 56 
| Sidney Ir | e(P) | 3 8.8 8 4.6 0.9 
| (P) 12 14 4.5 
(eL) 15.9 (12) [5000] 
| Mx 21 58 8 1.9 
Me 23 54| 14 6.3 
f 3 3b 
Apia Iv | e 3 13.4 9 b — 
L 16 12 B 1 [F200] 
M 20 9 5 3 
f 40 
Jena Ju | ePy SAONE ETS 1 
i PR Le Mau à 2.7 
eSy 21 53 L7 
SRi1y AO 2 ES 
SR2y 32 16 1.87 
eluv 47 = Joly [1200] 
53 20 4 7.6 
4 0 16 0.8 20 
c fw bei 4h2. 
eLe 5.9 
fv 6.3 


Der Herd liegt in Borneo. Als Bebenzeit ergibt sich: 21 53.6. 
29. Juli 1910. | 


Zeitfehler um 1 Minute anve- 
uommen, 


| Tsingtau ire | P+. 110 35400 41169 où°g"l à 
Si (4140 43 7—10| 30 ra 
I |(45.5)44 11—13] LS 


Mie UN 9147 9 19 # 
Mr |(49.9)48.9 | 17 42 
M, |(49.9)48.9 | 17 | 34 


[son] 


# 
ee 
L© 


‘a (b) 4 | 
40 | 


Kgl. os, d. Wiss. Nuchrichton. Math.-phys. KI 1912. left 3, 4, 


8 


Kurt Wegener, 


8 
4 © * 
Ort 8 Â re “ru Phase | Ag A .| 4 Bemerkungen 
5 8 u b u 
Dm = 
Ottawa, Ke 1e 8 10 48 
nada L b9 14! 19 Light of N component t 
5m 11 33 to weak for distinct record. 
41 2 
f 12 35 [5500] 
Apia IL 1 10 35 00 8 b b 
1 86 23| . d 3 3 
& 87 43 9 b 1 
e ai 3 9 b 3 
i(S?) 42 13 8 b 5 [6000] 
1 43 48 8 7 b 
eL 46 43| 14 — — 
M Bb0—54| 15 30 10 
M 52.0 18 40 15 
È 11 40 
Jena Iu | ePx? | 10 45 33 6 0.7 ePy vielleicht schon bei 45m 2 
ePs 46 23 8 0.5 
ePy 26 2 | +23 (Minutenmarke). 
eg 43 7 0.5 
y 45 9.7 
eSE b6.2 
eSv b6G 22 3 Herd wahrscheinlich im Mal 
eL 11 21 ischen Archipel gelegen. 
Mie 23 30 11.4 
Miy | 26 10 
Mzey 29 25 13.7 21 | [i2500] 
sy 32 62 
Mae 34 20 6.1 
Mur 37 20 8.5 1.3 — My? 
May 38 30 
Mise 42 19 4,3 
Miv 43 42 


f 13,8 fw bei 22h 2, 
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Nach den Laafzeiten von Tsingtau und Samoa liegt der 
Bebenherd an der Südostküste von Java. 

Als Bebenzeit ergibt sich nach Tsingtau 1: 12.2", aber Tiflis 
und Jena zeigen so merkwürdige Laufzeiten, daf es analog dem 
vorigen Beben auch bei diesem ratsam schien, auf das gesamte 
Material für die Laufzeitkurven zu verzichten. 


7. September 1910. 


Ort $ É LES Periode| Az Ay | A Bemerkungen 
À cs 
5 u u uw 
h ‘émis 
Apia Ur! P 718 25| 2 3 2 
| PR 20 10! 8 7 5 [4400] 
S 24 45 8 15 10 
eL 27.0 | 
M 291/bis| 20 80 40 
81/2 
f 80 
Tsingtau |Ilu| iP 7 19 15! 5—6 | 10 15 
iSx 26 28| 12 26 
1SE 13 43 
Lx 51.1 18 80 [5200] 
L, 21 42 
57.1 23 | 100 63 
c 47 
f 8 40 
Tiflis M: 7 36 3b 
Lw 8 10 22 __ [12000] 
M: 16 43 
Jena Ju | iPv 7 90 13 2 0.5 — |62| — pyl 
iPgy 31 57 4 2.2 0.4 dl PA 
PR 34 38 6) 0.4 Il 
PRiy 43 4 IL 
es 37 26 6) 1.6 5.3 IL 
eSy 41 33 16.7 I 
eSex b4| 18 5.5 3.3 I [13200] 
SRiy 47 44 12 I 
eL 53 IL 
M? 58 23 | 10.4 8.5 |49.5 IL 
eL 8 11 I 
Mix 17 22 | 15.2 6.4 I 
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Li 
L] 
+ [.»] . 
Ort É : de à Periode| Ag An |A, Bemerkungen 
ë F4 
A s u u | 
m hs 
M2 23 24 | 36.4 | 28.8 |113 I 
C  15—18 I 
fw | 10.0 I fw geht in das 


gende Beben über. 


Ottawa, Ka- I iP 7 31 49 


nada iS 38 44 b 
PS 41 40 
eL 45.5 
L 8 14 to Distance 54 km. 
82 20 
M 20 20 4 6 [14000] 
f 9 32 


Der Bebenherd liegt im Bismarck-Archipel. Als Beben- 
zeit ergibt sich: 7 10.4. In Jena sind offenbar 2 Bebenaufzeich- 
nungen durcheinandergelaufen, die sich nicht gut trennen lassen. 
Die Laufzeiten für S sind so bedenklich, daf man Zweifel haben 
mu, ob die Aufzeichnungen glaubwürdig sind. Vielleicht liegt an 
einer der beiden allein verwendbaren Stationen ein Fehler um 
1 Minute vor. Es empfehlt sich wohl unter diesen Umständen, 
auf die Angaben zu verzichten. 


9. September 1910. 


Ort É É ir : aa Periode| Ag A% Az Bemerkungen 
& CA 
8 u u u 
h ms 
Tsingtau |IIr| Pi 1 20 41] 7—8 |10—1210—12 

iS 27 31112—13| 56 50 [5000] 
L 32 
Ms 38.0 22 104 
Mx 38.5 19 156 
c 48 
f 2 50 

Samoa |Ilu| Pi 1 23 33 3 6) b 
PR 27 8 6 2 2 
PR 29 10 8 b b 


Ort 


Tiflis 


Charakter 
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2 
A 
BA 
ce 
F4 


Greenwich- 
Zeit 


Periode 


ml TT Rrwl 


À 


0.5 


dr 


3b 
20 
6) 
60 
19.2 
0.4 
b.1 
16 
: 8.6 
7 
33.8 
17.3 
39.8 
46.1 
90 189.4 
301.8 
8 
10 
0.8 


Bemerkungen 


[9200] 


[115007 


+ 99, 


Bei 4 a. m., 1SR,, angedeutet. M 


{10 
1 


Rückkehr des Bebens. 


fw = 4v.8. 
Zvweite Rückkehr. 


EE 
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© . 
Ort É É nd V6 Periode| Az An Az Bemerkungen 
& É 
8 u u u 
RAS 
M:v 5 12 2.3 
à 6,0 
Ottawa, | II | iP 1 23 42 b 
Kanada iS 32 O0 8 
L 42 40 
M 50 23 12 
f 3 37 Distance 6750 km [16000] 


Der Bebenherd liegt nach den Aufzeichnungen von Samoa 


ca. 400 km nôrdlich von Bali (Java). 
Als Bebenzeit ergibt sich: 
Samoa 1 11.9" 


Jena 11.8 
Tsingtau 11.9. 


Laufzeitkurven. 


Zeichenerklärung. 
Longitudinalwelle, direkt 
1 mal reflektiert | I. Vorläufer 
BR; 5 2 mal reflektiert 

8 — Transversalwelle, direkt . . . . . . . . Il Vorläufer 
PRS, SRP — PS — Wechselwellen, 1 mal reflektiert 
PRPRS, PRSRP, SRPRP — (PS) R — Wechselwellen, 2mal refektiert 
L — lange Wellen ‘(Auftauchen) 
e — emersio — Auftauchen 

Die bei den Auswertungen als P, S, PS, u.s.w. angesprochenen Punkte 
wurden in den Fällen, in denen dies von Interesse schien, auch auf der 
Zeichnung mit den Buchstaben P, S, u.s.w. versehen. 

Schien eine Beobachtung besonders bemerkenswert, so wurden die 
Anfangsbuchstaben der beobachtenden Stationen hinzugefügt (z.B. Ha — 
Hamburg, Gë — Gôttingen, Ma — Manila, Ti — Tiflis, Si — Sidney). 

Die den Beobachtungspunkten beigefügten Zahlen (1—30) lassen aus 
der Liste unter der Tafel den Bebenherd ersehen. 


BE 
al 
joe) 
pre 
Er] 
(al 
pe] 
ie] 
pr] 
La 
CE 
(el 
pr] 


| 
ÈS 
7 
FER 
Bi 
L_ 4 
7} 
pa] 


ANIOT 


[ 


HAN 
ÉRLIN 


VERRREREE 
m1] 


BIT 
HIT IIIITIITI A 


000 


al — 10.1V.09 Samoa 7 — 27. VI.09 Neue Hebriden | 13 =—=09;XIL.:09 
2 — 27.IV.09 Shouten (Kais. Wilh. Ld.) 8 — 27. VIL.09 Samarkand 14 — 9. XII. 09 
b3 = 2. V.09 Neue Hebriden 9 — 30. VII.O9 Chilpanzingo (Mexiko) | 15— 1. JI10 
4 — 30. V.09 NW. Australien b10 — 18. VIIL.O9 Neue Hebriden | cl6= 14. Il 10 
6 — 8.VI.09 Corintji (Sumatra) 11 — 9. XII.09 Salomons-Inseln | cl 40 1110 
6 — 8.VI.09 Kopiapo (Chile) 12 — 9. XIL O9 NW. v. Neu Guinea | CIS CUT.10 


| 
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ENS RM": 
128 


[| 
pl 
[] 
[ 
[| 
(] 
je 
[| 
z 
7 
[| 


Deutung der Kurven. 


Abscisse ist die Entfernung des Beobachtungsortes vom 
Bebenherd. 

Ordinate die Laufzeit der Phasen P, PR u.s.w. vom Herd 
bis zum Beobachtungsort in Minuten. 

Als Grundlage dieser erweiterten Tafel diente die Wiechert? 
und Zôüppritz’sche Laufzeittafel in ihren ersten Megametern. 
Mit ihrer Hülfe wurden Bebenherd und Bebenzeit aus den An- 
gaben der nächstgelegenen Stationen bestimmt. Diese neue er- 
weiterte Tafel ist also nur richtig unter der Voraussetzung, da8 : 
die Wiechert’ und Züppritz’sche Tafel in ihren ersten Mega- 
metern richtig ist. | 


10000 
adronen ci9 — 4. 11.10 400 km W. v. Fidji b25 — 1. VI. 10 Neue Hebriden 
tuam b20 — 30.111. 10 Neuc Hebriden 26 — 23. VI. 10 Tonga 
00 km W. v. Florida a21 — 8.1V.10 Samoa 27 —=180 MI 10 Borneo 
00 km W. v. Fidji 22 = 12.1V.10 Formosa 28 — 29. VIL 10 Timor à 
C0 km W. v. Fidji b23 — 1. V.10 Neue Hebriden 29 — 7.IX.10 Bismarck-Archipel 


00 km W. v. Fidji 24 = 31, V.10 Mexiko 30 9. IX.10 SE. Java 


Sens Len 


EE ne à 0 PRET pee 


Weiteres zur Polarisation des an Rowland- 
Gittern gebeugten Lichtes. 


Von 
W. Voigt und P. Collet. 
Mit 1 Tafel. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 3. Februar 1912. 
I. Theoretischer Teil. 
Von W. Voigt. 


1) Die Anwendung der Lord Rayleighschen theoretischen Me- 
thode auf die Ableitung der Beugungsgesetze an Rowland-Gittern, 
welche ich der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften am 11. Jan. 
1911 vorgelegt habe’), hat in Gemeinschaft mit Beobachtungen, 


die von Herrn Pogany”) nach meiner Anregung im hiesigen In- 


stitut ausgeführt sind, die Polarisationsverhältnisse des an Re- 
flexionsgittern gebeugten Lichtes in dem bisher fast allein der 
Untersuchung unterworfenen Falle, daf die Gitterfurchen normal 
zur Einfallsebene stehen, ziemlich weitgehend aufgeklärt. Dieser 
Erfolg hat mich veranlafit, nun auch den allgemeineren und bisher 
systematisch garnicht behandelten Fall zur Einfallsebene geneigter 
Gitterfurchen in Angriff zu nehmen. Die hier erhaltenen Resultate, 
bei denen die Beobachtungen und deren Vergleichungen mit der 
Theorie von Frl. P. Collet ausgeführt sind, sollen im Nach- 
stehenden dargestellt werden. 

Wie in der früheren theoretischen Untersuchung soll auch 
weiterhin im Anschluf an die Festsetzungen von Lord Rayleigh 
die reflektierende Gitterebene zur XY-Ebene, die Richtung der 


1) W. Voigt, Gôtt. Nachr. 1191 p. 41. 
2) B. Pogany, Ann. d. Phys. 87, p. 257, 1912. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasso. 1912, Heft 4. 27 
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Gitterfurchen zur Y-Axe gewählt werden; die + Z-Axe tritt aus 
der Gitterebene in die Luft aus. Ferner mag die einfallende 
Welle so gegen das Gitter laufen, daB die Richtungskosinus der 
(negativ gerechneten) Wellennormale «, B, y sind. Die (ebenso 
gerechneten) Richtungskosinus der reflektiert gebeugten Wellen 
seien &,, By, y», wobei À = 0, +1, +2,... ist, und À — O der 
regelmäfig reflektierten Welle entspricht, so daf 


1) = a Bo = B, ÿ = —7. 
Das Profil der Gitterfurchen sei wie früher dargestellt durch 
2) £ — Sert 


wobei # — +1, +2,... ist, und der Wert # — O0 ausfällt. In 
diesem Fall verlangen die Grenzbedingungen der Elektrodynamik 
die Beziehungen 


3) a, = a+h, B, = B, während y; = 1—-a;—8B;. 


Wir wollen die Lage der hierdurch gegebenen Beugungsbilder uns 
geometrisch veranschaulichen. 

Konstruiert man die ïhnen entsprechenden Wellennormalen 
vom Koordinatenanfang aus, so liegen dieselben auf einem Kegel 
mit der YŸ- als Axe und von einer durch 8 = cos @ d.h. durch 
die einfallende Wellennormale gegebenen Üffnung @. Stellt in der 
Figur 1 der Kreis um den Punkt p die Spur des Kegels auf der 


+ 
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Ebene y — B dar und e die Richtung der einfallenden Wellen- 


normale, dann ist die Strecke op, — 1 und ihre Projektion pa, 
auf die Parallele zur X-Axe durch p = «. op, — 1 gibt die 
regelmäBig reflektierte Wellennormale, deren Richtung durch 7, 
dargestellt ist; pg, ist zugleich die Projektion von op,, also gleich- 
falls — «. Trägt man von qg, auf der X-Axe die Strecken 
Goa+n = + an, so erhält man nach (3) pqir = «#1, und 
OP», OP, bestimmen die Wellennormalen r+; der Beugungsbilder 
+h. (In der Fig. 1 fällt qg, zufällig nur ganz wenig links von p.) 


2) Die Theorie benutzt von den Schwingungsvektoren zunächst' 


die Komponenten nach den festen Koordinatenaxen XYZ, die nicht 
von einander unabhängig sind, zumal für die Wellen im ersten 
Medium durch die Bedingung der Transversalität der Schwin- 
gungen einfach verknüpft werden. Die Beobachtung betrifft nur 
. die Komponenten in der Wellenebene und nach der (wie unten zu 
zeigen) durch die Verhältnisse gegebenen Beobachtungsart speziell 
diejenigen beiden, die resp. parallel und normal zur Einfallsebene 
stehen. Wir wollen an die vorstehenden geometrischen Über- 
legungen sogleich diejenigen weiteren anknüpfen, welche die Rich- 
+tungen dieser Komponenten (») und (#) gegen die Koordinatenaxen 
X, Y, Z ergeben. 

Figur 2 stellt auf der Kugelfläche diejenigen zwei Oktanten 


Fig. 2. 


27* 
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des Koordinatenkreuzes XYZ dar, in denen die einfallende und 
die reflektierte Wellennormale (negativ gerechnet) liegen. Um 
den Pankt + Y ist die Spur des Kegels von der Offnung @ als 
Kreis sichtbar; die auf ihm liegenden Punkte e und r, geben die 
einfallende und die reflektierte Wellennormale, r+;, diejenigen der 
Beugungsbilder (+ k). Der grôfte Kreis Zer, stellt die Einfalls- 
ebene dar, p+, geben also die Komponenten der bez. gebeugten 
Schwingungen nach dieser Ebene, n+, diejenigen normal dazu. 
Fügt man nach der Figur die Winkel y, 9, 04, 4, 44 ein, so gilt 


B = B, — B, — cos 6, 


4) a = sin@®cosy = «,, y — sin® siny — —y,, 
5) a, — sin @ cos y, y, — — sin ®sinY,, 
und ist 
6) Anh og a: mi re 5. #1. AB: 
# = hi, dh cosy, — cosy = 


Durch die Bedingung — 1 < cos 4, < +1 sind die zulässigen Werte 
h bestimmt. Ebenso gilt auch 


7) æ = sincosy, BP — sin® siny, y — cos? — —y,, 
8) «a; — sin®,cosy,, B, — sin®,sinw,, y, — —cos#,, 
wobei nun nach der Figur ist 


9) cos — sinysin®, ctgy — tg ® cos 7, 
cos @ = sinpsin®, ctgy — tg® cos v 
und analoges für #,, #,, 4, gilt, bei @, = 0. 

Der Regel nach wird die einfallende Welle am bequemsten 
durch # und # definiert werden und man wird daraus y und @ 
berechnen, woraus dann y, und hiermit alle «,, B,, y, zu finden 
sind. Nebenbei ergibt sich auch 

vi dei SEAT 
10) tg TA AE cos ’ tg (g Y,, na 

Um die Richtungskosinus der p-Schwingung auszudrücken ist 
vorerst der Winkel à, zu bestimmen. Aus dem Dreieck (Z r+3 p+1) 
ergibt sich direkt 


11) gd, — 


(our ose. 
1 + cos 4 cos y, tg* © 


ctg Ÿ, 
cos (W—#,)" 
wobei + —#, aus (10?) folgt. Da es sich aber bei uns um nume- 
rische Anwendungen handelt, wird man wahrscheinlich am ein- 
fachsten mit dem gegebenen y das aus (11') zu berechnende y, 
kombinieren. 
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Nunmehr ergibt sich für die Richtungkosinus «,,, B,»; Ypn 
von p,: 
12) «y = sind, cosy, BB, — sind,sinY, Y» — COS6,, 
und hieraus für die «y, Byns Yan VON #; 
an — Pr Von — Yn Bpns Ban = Ÿh Œon — CpVphr Var —= CB — By ph 
d. h. 
cn — Sin ?Ÿ, cos Ô, sin Y, + cos #, sin Ô, sin Y, 
13) Bon = — (sin Ÿ, cos d, cos Y, + cos #, sin Ô, cos Ÿ), 
Var —= Sin (Y — y,) sin 8, sind, 
3) Wir gehen nun dazu über, die Ansätze für die elektrischen 


Schwingungsvektoren zu bilden und in ihnen die Grenzbedingungen 
auszudrücken. Dabei seien die einfallenden Amplituden mit E,, 


* E,, E,, die reflektierten, resp. reflektiert gebeugten mit R,,, R,,, 


R,, die eindringenden, resp. eindringend gebeugten mit D,,, D,,, D, 

bezéicanet "LR dr Rs. und D, =1\D".; sad dans 

die regelmäBig reflektierten und gebrochenen Komponenten. 
DemgemäB schreiben wir für die einfallende Welle 


14) E, er (ct+ax+fBy+yz) 
y2) 


für die reflektierten resp. reflektiert gebeugten 


15) Rs EEE) bei h = 0, +1, +9, … 
wobei wieder 
16) Un — a+ hl, Vr = — V1 — ci —p, Vo = —Y; 


für die eindringenden resp. eindringend gebeugten 


17) De EE ER En) Lg Es 
wobei unter Heranziehung des komplexen Brechungsindex n 
18) n = Via p. 
Die Amplituden E, R, D sind je verknüpft durch die Bedingungen 
E,a+E£,B+E,y = 0, 
19) Ro + E,,B +R, = 0, 
Da, + D,,B+ Div, = 0, für k =0, 53 VAR ci “ADO 


Die Grenzbedingungen verlangen für z = £ die Stetigkeit der 
zur Grenze tangentialen Komponenten der elektrischen und der 
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magnetischen Feldstärken (€ und $), d.h. von €,, $,, €, $,, wobei 
der Index t die in der XZ-Ebene liegende Tangentialkomponente 
bezeichnet. 

Dabei ist nach den Maxwell-Hertzschen Gleichungen 


0%, 0€ 06, 
ar = a) 
ferner gilt 
d 
21) €; — E,+6$, D = $, +9, # ar 


Hiernach nehmen bei Beseitigung der gemeinsamen Faktoren 
die vier Grenzbedingungen die Formen an 


+ iuhlx ju ht 
E et (S)R, ALL = (2)D,,e bn E+ ip œ 
(Œa— Ep) (SD) (Rocn — pe pa) ETES 
= (D) Da Din etre 


(£.+2. e) dE HD) (R+ BR F)e fuyr + iphl 
22) ze ©(2 METRE Fe uv E+ iuhle 
[Gr — E,f)+(E.B-E,a) é | AE 
+(2) [æ, Pa — Roc B) + (Rx B — Ray %) Le | un E-+iphle 


Le SE, V3 D,,8) + (DB — Dyya) . vb uhle 


Hierbei sind die Summen (5) über k = 0, +1, + 2,... zu nehmen, 
soweit damit Werte — 1 < «+ = a, < 1 vereinbar sind. Ferner 
ist 


23) CAE S 4, crea Le 


= iul SKé, pue 


und die Summen $ sind über alle RU k mit Ausnahme 
von À —.0 zu nehmen. 

4) Die Grenzbedingungen (22) sind nun gliedweise zu erfüllen, 
und wir entwickeln zunächst die konstanten Glieder bis auf 
zweite Ordnung bez. £ inklusive. Da die À, und D, sich selbst 
von erster Ordnung finden, sind ihre Faktoren nur bis auf erste 
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Ordnung inklusive zu entwickeln. In erster Annäherung gilt: 
) ul. - x ) 
a (©) Rem E ri A (S)R,(L+ un SE, e! Le Dies 
DD PNÉEREE 2 (5) D, (Lin, She pete 


und lauten hiervon die in x konstanten Glieder 


25) E,+iu(S)R,7,6r, resp. D,+iu(S)D,v,6. 


Die Summen ($) sind mit Ausschlu8 von k (resp. &) — 0 und 
innerhalb der durch — 1 < «,< +1 gezogenen Grenzen zu nehmen. 


Das konstante Glied in ee 
gleich Null. 


Wir erhalten so, wenn wir wieder setzen 286,6, — 6 
(E,+R)(-4uy" 6) +iu(S)R,7r 61 
= D,(—-gtur"6)+iu(S)D,,v,6., 
[CE,+R,)a-(E,—2B,)y](1-gu y" 6) +iu(S) (Rio — Rinyr) 7h62 
= (D,a—D,v)(—-4ur"6)+iu(S)(D,.a,—D,.v;)r, [a 
(CE, +R) — 4 uw" y" 6) + in (S) (75 Rire — M Rs) 6 
26) = D,(— uv" 6) +iu(S)(v, D. — h1D,.)6. 
[CE,—R,)7-(E+R)BI(-4u7y 6) 
+ u(S)[(ys L,,—8B Re) 71 + (B Riz — dy L,,) h1]6, 
= (D,v—D,p)(—{ur6) 
+u (S) [(æ D,, — B D) v,+(BD;,— 0, D,,) hi] Ex 


Im Grenzfall verschwindender Furchen (£ — 0) gibt dies die 
Bedingungen 


ist mit Sk6,b, proportional, also 


E,+R, = D,, 
(E,+R,)a —(E,— R,)y = D,a — D, v, 
“ E,+R, = D, 


(E,—R)y-(E+2)8 = D,v—D,B, 


in denen nun auch bei den gewôhnlichen Verwendungen entweder 
« oder B gleich Null gesetzt werden. Hier müssen aber die all- 
gemeinen Formen beibehalten werden. 

Um aus (26) die regelmäBig reflektierten Amplituden R,, R,, 
ÆR, zu berechnen sind für die gebeugten Amplituden R,,,... D,,, …. 
Ausdrücke heranzuziehen, die bis auf erste Ordnung inklusive 
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genau sind. Diese gewinnen wir, indem wir die aus (22) folgenden 
Relationen für die Faktoren von e’** bis auf diese Ordnung bilden, 
welche folgendermafen lauten 


6 [CE, —R,)7 —D,v] = D,,—R,, 
iu 6, [((E, — R,)« —(E,+ R,) y) y —(D,a — D,v)v] 
= (Ducs — Disvr) — (Ris — Riz Ÿ)) 
28) iu6,[(E, —R,)y +(E,+R,)lh—D,v—D,lh] = D, -R, 
iu6,[(ÆE,+2R,)7—(E,—R,)8)y+((E,+R,)8-—(E,+R,)a)lh 
— (D, D,8)v+(D.8— D,a)l)] 
= (D,, V3 — Di, 8) — (Roy Vn — Ris B). 


5) Bei der weiteren Entwickelung beschränken wir uns auf 
den Fall, daf die Gitterfurchen in der Einfallsebene liegen. Hier 
ist dann (nach Fig. 2 und 3) 


Fig. 3. 


29) v—= = Ex +0 = Xx, 
und es gilt demgemäB nach (4) und (?) 
« = 0, B = sind — cos ®@, y = cos = sin® = —y, 


30 nue Wu te 
) a, = h, B, — B = cos ®, y, — — \/sin © —}"P, 
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Ferner ergeben die Formeln (12) und (13) 


æ, = 0, AN B 
D NE Van 


31) 
Enr — VB"+y 2 = — A Va = — UV 


wobei #+y; — 1—E ist. , 
Wir beginnen mit der Entwickelung der Formeln (28) welche 
wegen &« — 0, «, — }l die Gestalt annehmen 


u6[(E,—-2,)7-D,v] = D,,-R;,, 
bOl-(E+R)r + Dr] = (Duc, — Div) —(Ru ts — Ris n)r 
82) ué,[(E—R,)y+(E+R)a,-D,v— Da] — Dy-Ry; 
iu 6 [(E, + ,) 7° —(E,— 2.) By + (E,+ R.) Bo, 
ns ((D,v— D,8) v+D,Ba;)] — (D,y75— DB) —(RyYr— Ris B). 


Hier kônnen wir links diejenigen Beziehungen ausführen, die für 
a — 0 aus (27) und (19) folgen, d.h. aus 


E,+R, Ex D,, (E,.—R,)y ST D, v, 
(E,—R,)y-(E,+R,)B FE D,» — D., E,tR, Res De 
und 
E,B+E,y — 0, R,B—R,y = 0, D,B+D,v = 0. 
Setzt man 


BE R=Er D, =D, /VPF", 


E, = — E,p, E, —= R,6, D, = — D, B/VB"+»", 
wobei B+2" — n° ist, so resultiert 
2E,yu  : D, (n° y +»), 2E, y F— (y + v), 


34 
E,(y-v)= —R,(y+v), E(y-v) = LR,(y+v). 


Dies wollen wir kurz schreiben 
0) D, —=E,58;,;" 6120, DE sSR, = de, 
wobei dann 
2ny ny—v 2y y—v 
Mytr' ŒTTpyEy) è. y+v° — p+v 
also nd,+0, = +1, d,—0, = +1. 


86) à, — 
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Hiernach liefern die Formeln (32) 


à AL 7 (y — v°) 
L, = 2iuf,E, mt Di, LR, 
M, = Liuf, E,y(v—y) = (Dia, —Dv)— (Ra Ru), 


x a (1 En 
N, FF 2iut, E, PCR) = D,,-R,, 


; v(1— n° 
PB, = DinbE, ET = (Di Dub) — (Bu Bb); 
wobei L, M, N, P Abkürzungen sind. 

Diese Bedingungen, zusammen mit 


88) Ro + RiB + Ruvr = 0, Du +D,,8+D,uv, = 0 


bestimmen die sechs Komponenten R und D. 

Die Beobachtungen beziehen sich auf die Komponenten nach 
den Richtungen p und + n in Fig. 3; es erscheint angemessen die- 
selben bereits in die vorstehenden Formeln einzuführen. Bezeichnet 
man die Komponenten nach » und n durch die Indizes kp und hn, 
so mu ersichtlich sein 


Bu = Ray Ro 2, obéir, = VER = VIF, 


wodurch natürlich die erste Gleichung (38) identisch erfüllt ist. 
Der Symmetrie halber setzen wir, um sogleich auch die zweite 
Formel (38) zu befriedigen, 


! À 
OH D 


D,, = D ni 1 


hp 


40) D,, = -D np a; B 


1 ra pu 
(2 


se D, 5 D G , wobei ré = VE = VP=FT 


hn v L 


So erhält man 


a V, a, B 
L, Fr (2, + Ba) = (Da ; +D,, ar 
DAfn MP p I MB | 2 
41) M, Si (re rh Rs r, | + (2, r; D r! ’ 
N, Fe —R,, Tr + Din, 
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und bei Elimination von D,, und D,, da r}—7r; = n°—1 
L,ry + N,a,B— P,v, 
1 
SE ra Rip gntr — V575) + Rin En B (N° — 1)}, 


42 
1 
su cl LE Ry GB —-1) +R, (pars —nars)]. 


Betrachtet man mod.{(n’) als grof neben Eins, so wird in erster 
Annäherung, da sich hier v,», und 7; mit n vertauschen lassen, 


; n 
L, = —-2iu,E, PE ) 
; M, = +2iuf, Ey(n—7), 
43) 6 nyba, 
N, = —2iuf,E, ny +1? 
: n° 
PF: = Dub, 


und die Gleichungen (42) nehmen die Form an 


1 
L,n—P, = Fr [By (ny, — r3) + Runna, 8], 
44) 1 
M,+N,u = n Fe 038 + Rin(Yn — Tan). 


Hieraus berechnet sich R,, und B,,; wir wollen die ziemlich 
komplizierten Ausdrücke aber nicht hinschreiben und nur bemerken, 
daB, wenn man setzt 


Ry 


hn 


45) = Ag ©, 


dann « das wiederhergestellte lineäre Azimut des reflektiert ge- 


beugten Lichtes, und Z die Verzôgerung der #- gegen die p-Kom- 
ponente bezeichnet. « ist dabei in dem Quadranten (+, +7) von 
der +p- nach der +#-Richtung positiv gerechnet. 

6) Die einfachsten Verhältnisse ergeben sich für ÆE, = 0, 
d. h. für den Einfall von Licht, das nach der Einfallsebene po- 
larisiert ist; hier findet sich bei n — #(1—x) aus 
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B,, pl na; B 
Rn Min 
sd #7; 
# RTE TETE 
[RÉ _ _ Br" (1+x) ’ 


= tg'o;. 


Ron ann) +yin'xt 
Eine noch rohere Annäherung ergibt sich, indem man r; neben ny, 
vernachlässigt, was natürlich bei kleinen y, ganz unzulässig wird. 
Dann findet sich R,,/R,, reell, also daf Licht lineär polarisiert 
nach dem Azimut 
c B “ 
Pr 
Diese Annäherung entspricht ersichtlich dem Fall der vollkom- 
menen Reflexion. Da «, — hl sein Vorzeichen mit dem von h 
varüert, so ist æ, für + » entgegengesetzt. y, bestimmt sich aus 
Nn = —Vi-p-REr. 


Eine etwas weitergehende Annäherung gibt 


47) tgo, — 


ni xr} 
ni nn (+) ? 
43) a, B 
tg o, —= br ii : 


CRI ET) 

Der nächst einfache Fall stellt sich dar, wenn E, = 0 
also das einfallende Licht normal zur Einfallsebene polarisiert ist. 
Hier gilt 
Re RG PIE Tps 
Ly Bo, [(uy, — ri) — y] 


In erster roher Annäherung wird hier wieder R,,/R,, reell, nämlich 


49) 


| FUREUR ter 6 LS 
PP 7e M LA et 
Genauer gilt 
as Lt 
uote sd D nscul, LRO El 
csv Ba, +7 
bl) M (+) 


n(1+x) (ai —)# 


_tgd' = 
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7) Etwas komplizierter ist der Fall E, — +E,, d.h. der- 
jenige von einfallendem im Azimut + 45° gegen die Einfallsebene 
polarisierten Licht. Man erkennt vou vorn herein, daf in diesem 
Fall sich das + A te und das — te Beugungsspektrum verschieden 
verhalten, was durchaus den Symmetrieverhältnissen des Vor- 
ganges entspricht. 

Im übrigen gilt jetzt nach (44) in früherer Annäherung 


53) ny° Le Ry (ny, Gé r;) Lu L,, na, B 
—n(a, 8 E y) € F° — 3 03 8 + Ran(Yn 175)! 
woraus dann folgt 
Ey __ An+B 
bn Lo CRD" 


und bedeutet À = &,—y +a,By, B = y,y +a,’, 
C=-n@B8rr), D = 08 +r)+ (8-7). 
Wieder gibt die rohe erste Annäherung R,,/R,, reell, nämlich 


Ly A y —Ÿ + By " 

= — = — = t 

cree DAC EE nb 

also lineäre Polarisation mit etwas geëändertem Azimut. Eine 
weitergehende Annäherung liefert 


x(BC— AD) : A+ B/n(l + x) 
ACn(1+x) C+DnAi+x) 

8) Gehen wir nun zur weiteren Entwickelung der Formeln 
(26) für die regelmäfig reflektierte Welle über, so ist zunächst 
zu bemerken, da die Glieder mit & gestrichen werden künnen. 
In der Tat: dividiert man die Gleichungen sämtlich durch 
1—4uy"& und beschränkt sich auf die Glieder zweiter Ordnung, 
so erhalten nur alle D,, D,, D, den Faktor 1—4u(»--y)&, der 
also bei Elimination der D selbst mit herausfällt. 

Führt man dann noch die Komponenten nach p und x resp. 
», und n, ein, so erhält man für « — 0 das folgende System 


54) 


53) tg 4” = tg @” — 


(E,+R)r-D,% = in (8) (Rs x + Eu %Ë) = (oi + Du 58)» bn 


Lun = in(S-R, SE +R )p + (D, #0, rie, 


E+B,-D, = iu(S)](R, Pi D)-(p,%6-2,%)]e., 


ar a 
ER, Du — iu(S)R, ep, ÉD, + D 
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In diesen Formeln sind nun die Resultate des vorigen Abschnittes 
bezüglich der R,,, R;,, D, D, einzusetzen. Da uns aber nur 
die reflektierten Amplituden interessieren, wollen wir von 
allem Anfang an die eindringenden, d.h. D, und D, eliminieren. 
Wir erhalten auf diese Weise in der alten Anmäheruag: 


(E,+R,)ny —(E,— Æ£,) 


= iu($S) [R, r y—-r+a)+R, # (ny; +1) 


57) +DE —D,, 2&; f] Ga) 
(E,+ R, )n—(E, —R,)y 


= u( S) [2 2,8 — Rynyi] (- re ] Ep 


Beschränken wir uns auf ein symmetrisches Profil der Gitter- 
furchen, so ist £, — +6£,, und Summen von der Form(S)a,6,6; 
müssen verschwinden, weil «, — —«; Hiermit hängt zusammen, 
daB dann die rechte Seite der ersten Formel (57) nur E,, die- 
jenige der zweiten nur Æ, enthalten hann. Wir künnen somit 
z. B. die zweite Summe aus (57) berechnen, indem wir 2, F5, D 
mit Null vertauschen. 

Wir erhalten s0 


el) applet et À] 728 hn PA 

Tr w. 4, M Tr 4, Mi, 
wobei 

A, = yn-r)(n-nr) +naf, 
also 
M, 
59) —(Ryub— Buy) = —(aft+ nn") 
h 


Ferner folgt aus (41) 
59) D,, LT (Ripn— Es De (By + AN) 


und bei Einsetzung dieser Ausdrücke in die erste Formel (57) und 
Benutzung der Werte von R,, und R,, aus (44) bei Fortlassung 
von M, dann die ganze rechte Seite der ersten Gleichung (57). 
Un die resultierenden komplizierten Ausdrücke zu vereinfachen, 
beschränken wir uns in ihnen auf die Glieder hôchster Ordnung 
inbezug auf n. ÆR,, und R,, sind nach (43) und (44) von nullter 
Ordnung, und Gleiches gilt nach (43) inbezug auf P,/n und N,. 
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Somit sind in der ersten Summe (57) die hôchsten Glieder 
" 4 
Fi (Rip Vn + Run CB) 
und da die erste Formel (44) in der gleichen Annäherung rechts 
dieselbe Klammer erhält, so ergibt dies schlieBlich 
60) ÿr (nL,— P;) Æ Auf, E,ny'y, 


Die hôchsten Glieder der zweiten Summe (57) werden in derselben 
Avnäherung zu 


3 3 
61 TM, = Siut,En?- 
) a ñ u 6, Pr 


woraus erhellt, da diese Annäherung unzulässig wird, wenn eines 
der y, der Null nahe kommt. 
Demgemäf nehmen die Formeln (57) schliefilich die Gestalt an 


E,(ny +1) = —E,(ny —1+2nu y" (S)riés Es), 
R,(n+7) — —E(u-y+2n (SE): 


Für ihre Diskussion denken wir uns ein Gitter und einen Ein- 
fallswinkel derart gewählt, daB nur die beiden Beugungsbilder 
h — +1 zustande kommen. Wir so dann die Formel (62) 


Pie Fu Fe avr) 


62) 


63) 


R 


z 


8 
fs —EP.(1+ ve . 
wobei o — 4u’é,6.. 
Wegen der Kleinheit von 6 kann man dann schreiben 


64) ÆE, LE. E,P, (p+igyo 


M 1 PE, 
wobei 
p+ig = hr 
We l nv" 
65) und 
# Fr tg US FR 


o, und Z, aber die Werte wo und Z bei fehlenden Gitterfurchen 
darstellen. Es ergibt sich dann wegen n — n(1— x) 

CH) mn n'(1+x)—ny on 

— (y- 1) + n° “y 17. (n sk y) + n° x? VA 0 


66) 
Le ÿ 
TE est re PRE pa area 
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In früherer erster Annäherung bezüglich 1/n°(1+ x) findet sich 
daraus 


AE A En LU à: DR «4 
& É dy pr OT EEE) fé # 

Die geometrische Anschauung (s. Fig. 3 auf S. 6) ergibt nun, 
das |y,| stets kleiner als y sein mu, — in dem Falle, da nur 
die Beugungsbilder +1 zustande kommen, sogar erheblich 
kleiner, derart daf häufig |y,| <7y* gesetzt werden darf!). In 
diesem Falle sind wegen y, <0 nach (67) sowohl p als g 0, d.h., 
es wird durch die Beugungswirkung der Gitterfurchen sowohl der 
absolute Wert von w, als auch 7 vergrôBert. Ist y <|y,|< y, 
so findet sich p =>0, g<0. Der Faktor x/n(1+%*) ist meist < 1. 

Vertauscht man für eine qualitative Abschätzung der Wirkung 
einer streifigen Politur auf die Bestimmung der Metallkonstanten 


die bez. Streifen mit einer hinreichend feinen Gitterteilung, s0 


ergeben sich die analogen Folgerungen. Bei den bezüglichen 
Beobachtungen ist der benutzte Einfallswinkel sehr groB, y also 
sehr klein. Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens nur der Beu- 
gungsspektren + 1 nimmt damit zu. In der Tat sind die môg- 
lichen Ordnungszahlen + k begrenzt durch die Ungleichnng 


—y<h< +7. 


Für das Rowland-Gitter, auf welches sich die Beobachtungen des 
IL. Teïles beziehen, gibt nach Frl. Collet Fig. 4 eine Anschauung 
von den bezüglichen allgemeinen Verhältnissen. 


x 


2 
Beugungs]  Kein 
4 Brugungsbilder. bilder. | Beugungsbild. 


Fig. 4, 


1) Natürlich ist für Werte y, die der Null sehr nahe kommen, die in (67) 
benutzte Annäherung wiederum unzulässig. 
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Über die Wirkung einer streifigen Politur parallel der Ein- 
fallsebene auf den Polarisationszustand des regelmäfig reflektierten 
Lichtes hat Drude!) — speziell für Kupfer, wo x/n(1+%x') etwa 
— 1/3 ist, — ausführliche Beobachtungen angestellt, Dieselben 
ergaben eine beträchtliche VergrôBerung des Azimutes ©, dagegen 
eine kaum merkliche Ânderung der Verzôgerung Z. Man darf 
diese Resultate als durch die vorstehenden Überlegungen erklärt 
ansehen. Die VergrüBerung des Azimutes © ergibt sich nämlich 
aus ihnen unmittelbar, und was die Veränderung der Verzôgerung 
4 angeht, so darf man für nur qualitative Schlüsse die unregel- 
mäfige Streifung durch die Politur als eine Superposition von 
regelmäBigen ansehen, die zum Teil y > |7,| zum Teil >< |y,| 
liefern, deren Wirkungen sich also bezüglich q gegenseitig zer- 
stôren kônnen. 

" Bemerkung. In meiner vorigen Arbeït über Gitterbeugung mu 
S. 263 (resp. 7) Z. 15 v. o. stehen: —»(y,n"(n—v,) + v,(n° + vy,)). 


I. Experimenteller Teil. 
Von Paule Collet. 


Zur Prüfung der vorstehend entwickelten Theorie wurden 
folgende Beobachtungen gemacht. Man lieB monochromatisches 
Licht auf ein Rowland-Metallgitter fallen, dessen Furchen pa- 
rallel der Einfallsebene waren. Die Elliptizität des gebeugten 
Lichtes wurde mit Hülfe eines Soleil-Babinetschen Kompensators 
und eines Analysators bestimmt. Andrerseits wurden Azimut und 
Phasenverzôgerung berechnet. Die experimentellen und die theo- 
retischen Kurven, nach den Werten von 1 als Abszissen hergestellt, 
wurden dann verglichen. 


9) Apparate. 


Der erste Spalt von einem geeichten Monochromator wurde 
mit dem Bild eines vertikalen Nernstfadens beleuchtet. Der zweite 
Spalt lieferte monochromatisches Licht, das durch einen Nicol auf 
das Gitter fiel und in dem Fernrohr eines Analysators zum Er- 
lôschen gebracht wurde. Vor diesem Fernrohr wurde der Kom- 
pensator befestigt. Eine von seinen Schwingungsrichtungen blieb 
bei allen Messungen parallel zur Einfallsebene. 


1) P. Drude, Ann. d. Phys. 89, p. 492 u.f. 1890. 
. Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse, 1912, Heft 4, 28 
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Bei den früheren Untersuchungen über die Polarisation ge- 
beugten Lichtes genügte es, daB beide Fernrohre in der horizon- 
talen Einfalls-Ebene beweglich waren. Hier aber, wo die Beugungs- 
bilder sich nach S. 2 auf einem Kegel befinden, mufte der Ana- 
lysator einen zweïiten Grad der Freiheit haben. Die hierzu ge- 
troffene Einrichtung ist in Fig. b am Schlaf dargestellt. 

Das Fernrohr wurde an einem Ende eines beweglichen Armes 
befestigt, der am anderen Ende ein Gegengewicht trug. Dieser 
Hebelarm konnte sich in einer vertikalen Ebene frei bewegen, um 
einen Punkt der in der Einfallsebene lag. Bei horizontalem Hebel 
war also die Achse des Analysators in der Einfallsebene. Auf 
dem üblichen eingeteilten Kreis konnte man den Winkel der 
Achsen der beiden Fernrohre leicht ablesen. Damit wurden die 
Einfallswinkel bestimmt. Die Beugungswinkel brauchten nicht 
abgelesen zu werden, da sie sich nach S. 2 aus dem Einfalls- 
winkel und der Gitterkonstante berechnen lassen. 

Das Rowland-Gitter (von der Gitterkonstante 0,001759 mm) 
befand sich auf dem Tischchen des Spektrometers, in der Mitte des 
Kreïses, an einen vertikalen Ständer gelehnt und durch drei 
Schrauben in einer vertikalen Stellung befestigt. Eine Bremse 
hielt das Tischchen fest beim Drehen des Fernrohrs. 

Die Eichung des Monochromators geschah mit Hilfe einer 
Heliumrôhre. Die Nullstellen der Nicols wurden erstens mit Hülfe 
eines dritten Nicols, zweitens mit einer Krystallplatte bestimmt. 
Beide Bestimmungen stimmten. bis zu wenigen Minuten überein. 
Diese Beobachtungen wurden im Verlauf der Experimente mebhr- 
fach wiederholt, ohne da eine Veränderung bemerkbar war. 

Bei dem Kompensator dagegen zeigte es sich, daB die Null- 
punkte für verschiedene Wellenlängen nicht absolut fest waren. 
Daher wurden sie von neuem nach jeder Reïhe von Beobachtungen 
bestimmt. 


10) Beobachtungen. 
Die Beobachtungen bestehen aus folgenden Reihen: 
I. Einfallswinkel 8# — 60° Einfallendes Licht polarisiert in der 
Einfallsebene. 
IL. Einfallswinkel #8 — 40° Einfallendes Licht polarisiert in der 
Einfallsebene. 
III. Einfallswinkel & — 40° Einfallendes Licht polarisiert senk- 
recht zur Einfallsebene. 
IV. Einfallswinkel # — 60° Einfallendes Licht polarisiert 45° zu 
der Einfallsebene. 
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V. Einfallswinkel & — 60° Einfallendes Licht polarisiert 45° zu 
der Einfallsebene. 

VI. Einfallswinkel & — 40° Einfallendes Licht polarisiert 45° zu 
der Einfallsebene. 

In jedem Fall sind die Beobachtungen für fünf Werte von À 
gemacht worden, die sich von 460“* bis 685" erstrecken. 

Jeder angegebene Wert ist ein Mittelwert von 5 bis 8 Ab- 
lesungen, die sich gewôhnlich für das Azimut « von b’ bis 10”, 
für die Phasenverzôgerung Z von 10’ bis 20’ vom Mittelwert ent- 
fernten. Die Genauigkeit wurde bei rotem Licht und für die Spektren 
zweiter Ordnung ein wenig geringer. Eine zeitliche Veränderung 
des Zustandes der Oberfläche des Gitters war nicht erkennbar. 

Bei dem Einfallswinkel # — 60° bekommt man ein Spektrum 
oben und ein Spektrum unten, die beide, sowie das Hauptbild 
beobachtet wurden. Bei dem Winkel & — 40° bekommt man vier 
Beugungsbilder. Das zweite untere Spektrum konnte aber wegen 
gewisser praktischen Hindernisse nicht beobachtet werden. Übrigens 
konnte man natürlich durch Umkebrung des Gitters das zuvor 
unten befindliche Beugungsbild nach oben bringen. Um identische 
Verhältnisse zu erhalten mufte dabei auch Richtungssinn und Po- 
larïisationsebene des einfallenden Lichtes in die symmetrische Posi- 
tion gebracht werden. 

Jede Reïhe von Beobachtungen wurde zweimal wiederholt mit 
zwei Stellungen des Gitters die sich durch eine Drehung von 180° 
um die Normale unterscheiden. In den Tabellen und Kurven sind 
sie durch die Indices « und B bezeichnet. Die zwischen ihnen be- 
‘ stehenden Differenzen beruhen nicht auf Beobachtungsfehlern, son- 
dern auf Dissymmetrien in der Textur des Gitters. 


I. (Pol. // Einfallsebene, & — 60°.) 


& B 
À 
Unteres Sp.| Oberes Sp. Unteres Sp.| Oberes Sp. 


los 500.14 440 43, 8 479 
agoun < 350 50" — 89040 | 310 84 
882,57 430, 4 | 440, 6 
493,5 380'45/ — 39940’ | 26050’ 
539 449, 7 46° 38°, 8 
43° 42’ — 41940’ | 88°54 
419,55 48°, 2 | 88° 
575,6 430 44 — 490 42° 
635,5 84, 5 37°, 4 | 87°, 4 


469 17! — 46° 50° 8 
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589, |— 16049 | 22056 499 107 
4 | 225 200,4 1403 

575,5, |_ 1830 | 2350 48026 
4 ? 200,1 100,5 

635,5, | ? _ 240 26011” 549 58 


UT (Pol. L Einfallseb. 


œ 


Unteres Sp. | I. Oberes Sp. | IL. Oberes Sp. 
4 | 284 170,2 270,2 
460, | 8204 | 72056 | —61°10/ 
4 | 384 170,6 210,5 
493,5 | 8106 72020 | —582 
so 2 | 35° 180,8 210,5 
œ | 7905 72033" | 5332 
4 | 33° 190 180,6 
575,5, | 051 | —70083 | — 49022 
4 200,6 190 
685,5, — 69° — 30° 47/ 


B 
Unteres Sp. | I. Oberes Sp. U. Oberes Sp. 
26° 200,6 189,3 
— 160 50 150 38/ 550 23 
230,4 190,35 160,7 
— 18° 57’ 170 28/ 390 20” 
249,1 170,9 130,7 
— 200 7/ 17027 480 2’ 
239,1 170,4 150,6 
— 219 38’ 180 44’ 490 
? 160,6 159,8 
— 220 30/ 220 23' 539 34’ 
ÿ — 400). 
B 
Unteres Sp. | I. Oberes Sp. IL. Oberes Sp. 
189,3 230,9 290,8 
799 17! — 750 36/ — 58° 40” 
180,3 340 190,4 
780 58’ — 760 4/ — 5908" 
240,8 310 190,1 
779 50’ — 739 — 539 10” 
220,4 240 150,4 
769 12’ — 719 50/ — 5206’ 
210,8 189,7 
? 720 — 700 40’ — 37 


IV (Pol. 45° z. Einfallseb., # — 60°). 


œ 


n 

Unteres Sp. |Hauptbild lOberes Sp. 

2 | 7» 70° 84° 
498,5, | 1060 1310 161° 30/ 

so 2 | 8655 650,75 | 49 
© | 101045 | 133012/| 175040 

4 | 10475 61° 0° 
575,5, | 9820 | 134°30/| 174920 

gas x 2 | "1686 490,6 0° 
5 wo | 96° 1860 20/|  168° 29’ 


p 


Unteres Sp. | Heuptbild | Oberes Sp. 


84° 
1090 5 


790,40/ 
105° 30/ 


80° 
99° 50° 


76° 
130 


75° 
131° 20 


670,8 
1880 8’ 


56°,12 
1349 


55° 
1570 2! 


450,6 
1580 307 


820,8 
1590 


870,80 
160° 


RS mn ra men) 


34,4 330.6 280,2 0 250,6! 250,6 2803 
1210507 | 1290407 | 148019 | 16907’ 12242 | 130036’ 150049" 
se | 3502 260 — 1209 280,2 310,4 260,5 
192091 |131037 | 152017 166° 39/ 122030’ | 129019" 156° 
2408 350,5 180,6 _— 2902 200,7 390.8 2409 
123017 | 134940’ 154030’ 1650 25/ 12206 | 159°8/ 1619 30’ 
210,6 270,7 90,5 —178 10°,6 290 T8 
192098 |138049 | 15353 166° 54’ 119030" | 1330 162050” 

? 270,5 11° ?— 140,18 ? 280,3 59,79 
115° 1350567 153049 | 172084 115° 135042’ 1620 42° 


Unteres Sp. Hauptbild | I. Oberes Sp. (IL. Oberes Sp. 
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a! CRE ON 6 
Oberes Sp.Hauptbild | Unteres Sp. Oberes Sp. | Hauptbild | UnteresSp. 
4935 A 649 86°,4 949,5 949,5 679,5 74 
a) 159°19/| 130°10’| 113°9 1620 40’ 1260 35’ 103° 10’ 
839 A 50° 82° 830,5 589,76 649,3 709,9 
A] 1609 1330 46/| 108256 1710 48" 1290 98° 
51554 | 4415] 748 790,13 0° 590,4 920,5 
” © 1600 50/| 13725 103° 40 167 130° 14’ 94° 
6355 1 400 649 1050,2 69,14 480 1430,5 
” © 1610 4 1370581 ?970 49/ 1639 1319 930 24’ 


VII (Pol. 45° z. Einfallseb., 3 — 40°). 


( œ 


Die Resultate der Beobachtungen in Bezug auf 7 und & sind 
in den Tafeln I, II, III (IV, V) VI und VII durch die ausge- 
zogenen Kurven dargestellt. Über die punktierten Kurven, 
welche durch Formeln von verschiedener Annäherung gegeben 
werden, wird weiter unten gesprochen werden. 

Die Reiïhen I, II und III zeigen, da8, obwobhl die Bedingungen 
hier symmetrisch sind, die oberen und unteren Spektren gleicher 
Ordnung nicht symmetrisch polarisiert sind, besonders was die 
Phasenverzôgerung betrifft. Die Dissymmetrie, die kleiner für die 
Spektren zweiter Ordnung wird, ist für die ersten Beugungsbilder 
sehr auffallend. Man merkt aber, da durch eine Umdrehung des 
Gitters um seine Normale, oberes und unteres Spektrum vertauscht 


\ 
Unteres Sp. | Hauptbild | I. Oberes Sp. | IL. Oberes S) l 


23,8 |: 
17 | 

166 | 
1730 


— 315 
1729 | 


—27 | 
1799 22" || 


— 370,2 
176° 96’ 
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werden: die Kurven U, und O, einerseits, 0, und U, andrerseits, 
haben einen ähnlichen Verlauf. Die Dissymmetrie scheint also vom 
Gitterprofil abhängig zu sein. Zu dieser Annahme wird man auch 


. durch folgende Tatsachen getührt: Das hauptreflektierte Bild be- 


sitzt eine (zwar geringe) elliptische Polarisation und hat, in Bezug 
auf das einfallende Licht, ein Azimut von 30’ bis 2° 30’. Den 
Unterschied, der noch zwischen den Kurven U, und 0, besteht, 
kann man durch die Annahme erklären, daB die Gitterfurchen 
nicht konstante Tiefen haben, sondern tiefer werden, wenn man 
sich einem Rand des Gitters annähert. 

Für die Kurven II ist die Âhnlichkeit der Kurven U, und 0; 
weniger auffallend. Es mag von dem groBen plôtzlichen Abnehmen 
der Phasenverzôgerung, bei der «-Stellung, für 4 — 460“" her- 
rühren. Dies Abnehmen steht vermutlich im Zusammenhang mit 
einer sehr dissymmetrischen Verteilung der Lichtintensität, die hier 
stattfand. Sonst erschien die Intensitäts-Verteilung sehr regel- 
mäBig. Bei kleinen Einfallswinkeln aber und kleinen Werten von 
À war manchmal das Hauptbild kaum erleuchtet, und die einfallende 
Energie war fast auf das erste obere Spektrum konzentriert. In 
solchen Fällen sind die Annahmen der Theorie nicht berechtigt. 

Die Reïhen IV und V von Beobachtungen die in der Tafel 
(IV, V) durch Kurven 0, U und 0',U' unterschieden sind, unter- 
scheiden sich nur durch die Veränderung des Richtungssinnes, 
in welchem das Licht auf das Gitter fällt. Es hat sich dabei 
gezeigt, daB dieser Richtungssinn, bei sonst unveränderten Zu- 
ständen, einen Einflu8 hatte (Kurven IV,,V,). Diesen Einfluf 
kônnen wir gleichfalls durch eine stetige Variation der Tiefe der 
Gitterfurchen erklären. 

Dagegen sind solche Kurven wie IV, und V, für Fälle, wo 
das Licht in demselben Sinn einfällt, sehr ähnlich. 

Der Unterschied zwischen den «- und B-Kurven ist, was die 
Phasenverzôgerung betrifft, bei der Reiïhe VI sehr auffallend, und 
sogar mehr bei den zweiten, als bei den ersten Beugnngsbildern. 


11. Vergleichung mit der Theorie. 

Für die Vergleichung mit der Theorie muften die Metallkon- 
stanten n und x des Gittermaterials bekannt sein. Sie wurden 
durch Reflexionsbeobachtungen am polierten Rand der Gitterplatte 
bestimmt, indem die Elemente der Elliptizität des reflektierten 
Lichtes, 7 und o, gemessen wurden. 

Die Resultate sind in der nachstehenden Figur für Wellen- 
längen zwischen 450 und 650uu wiedergegeben. 
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Werte von n und x. 


450 500 550 600 EU 
Fig. 6. 


Zur Herstellung der berechneten theoretischen Kurven œenten 
folgende Formeln: 
‘Tafel I und IL. Licht polarisiert in der Einfallsebene 
(s. Abschnitt 6). 
Erste grobe Annäherung 


4, = 0, 
K 
PORT he 
ÿ» 
Zweite Annäherung 
tan HU DT bu 
| OT mA +) . 
| tg ©, = — Re urve —-- 
ART (RS Def, PES QU) 
LEE" (1+%*) 


Für w, gibt die erste Formel um so bessere Resultate, je kleiner 
2 3 
ä sis Fc ds Ê+ mn ist, das heift, je kleiner ||y,|— 6] ist. 
h h 

Wenn y, Dieu) null ist (für À = —2 bei 8 — 40° und 1 — 650“), 
wird diese erste Annäherung vermutlich keine gute sein. In diesem 
Fall wird auch die zweite Formel für tg 7, nicht mehr gerecht- 
fertigt sein ; genauer ist dann die Formel 


xri 
ny(L+x) —r 
Die Übereinstimmung der Theorie mit den Beobachtungen kann 


hier als sehr gut bezeichnet werden. Für das Azimut künnte 
man sich kaum eine bessere denken. Auch für die Phasenver- 


tg 4, = Kurve :.: 
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zôgerang muf man sie noch als eine befriedigende ansehen, wenn 
man bemerkt, wie verschieden die beobachteten «- und B-Kurven 
schon sind. 


Tafel IL Licht polarisiert senkrecht zur Einfalls- 
ebene (s. Abschnitt 6). 


Erste Annäherang 
A h = 0, 
Mn Kurve +++ 


go, — 2,6 


Zweite Annäherung 


te = ne (+7 Qu), 
juan. 
“HE np (1 +x) ] 
dy, B 1 +2 r; + v° 
ny (+) 
Für die Fälle, wo «, groB ist, kann für Z, die Formel gelten 


Kurve ... 
go, —= 


xr; 
wie in dem Fall, wo das Licht in der Einfallsebene polarisiert ist. 

Die Übereinstimmung mit den Beobachtungen ist wiederum 
sehr gut. Was die Phasenverzôgerung betrifft, stimmen die Kurven 
noch besser, als früher, überein. — 

Es ist nun sehr merkwürdig und kaum ganz verständlich, da, 
wäbhrend bei Polarisation // und L zur Einfallsebene die (ange- 
näherten) Annahmen der Theorie sich durch die Beobachtung vüllig 
befriedigend rechtfertigen, die Beobachtungen bei Polarisation 
unter 45° viel weniger gut, ja, was die Verzôgerungen angeht, 
ganz unbefriedigend durch die Theorie dargestellt werden. 


tg 4, — Kurve + + + 


Tafel IV, V, VI Licht polarisiert zu 45° der 
Einfallsebene (s. Abschnitt 7). 


Erste grobe Annäherung 
_ æ(BC—AD) 
[te 4 = nACG +) 


A 


Kurve +++ 
lise, == FT 
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Zweite Annäherung 


CET x(BC+ AD 
84 = 5104+%)+ BOT AD? 
B 
x SAS TE. Kurve ... 
BAL Série À 
| MT (ET) 
wobei 
A = 0—y —6y; 
B — Pr — B°@; 
C = y;,(y—«B), 
D = y, —yri + ab (rs + 7°). 


A kann in einer und derselben Reiïhe von Beobachtungen sein 
Vorzeichen ändern; wenn À nahezu = null, ist natürlich die erste 


‘Annäherung keine gute. 


Für das Azimut ist die Übereinstimmung mit den Beobach- 
tungen ziemlich gut, und um so besser, je kleiner «, ist, das heïBt, 


_ je näher das gebeugte Bild dem regelmäfig reflektierten Bilde steht. 


Was die Phasenverzôgerung betrifft, sind die Resultate, wie 
schon gesagt, wenig befriedigend. Die Abweichungen übertreffen 
alle diejenigen, welche Herr Pogany bei Gitterlinien _L zur Ein- 
fallsebene erhalten hat, bedeutend. An reine Beobachtungsfehler 
ist aber, obgleich die bez. Messungen zu den ersten von mir ange- 
stellten gehôren, nicht zu denken. Es muB sonach in der Form 
der Gitterfurchen eine Abweichung von der Annahme der Theorie 
vorliegen, die sich bei der vorliegenden Art der Beobachtungen 
mehr geltend macht, als bei irgend einer anderen. 


Tafel VIL Phasenverzôgerung und Azimut des 
regelmäBig reflektierten Bildes. 
In den Tabellen IV, V und VI sind die beobachteten Werte 


von 4 und © auch für das Hauptbild gegeben. Die ausgezogenen . 


Kurven von Tafel VII zeigen den Verlauf dieser Werte für ver- 
schiedene 1 in dem Fall, wo das Licht 45° zu der Einfallsebene 
polarisiert ist. 

Die punktierten Kurven sind mit den Formeln der gewôhn- 
lichen Metallreflexion berechnet 

] 
| wü +) 
go — MARTEL 

+ Le sbpweenr © Hart | Ù 

ny (1 + x°) Kurve ::: 

2p°x 


TETE 
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Über den Sinn der Abweichungen, welche nach der Theorie 
zwischen den beobachteten und den in dieser Weiïise berechneten 
Kurven bestehen müssen, ist in Abschnitt 8 unter besonders ein- 
fachen Voraussetzungen gesprochen worden. Man darf die Be- 
ziehung |y,| < y* wegen des relativ grofen y bei den Beobachtungen 
als erfüllt ansehen und demgemäf die Folgerungen p = 0, 4 —0 
als gültig betrachten. In der Tat geben die Beobachtungen, 
dieser Ungleichung entsprechend, eine VergrôBerung sowohl des 
Absolutwertes des Azimutes w, als der Verzôgerung Z infolge der 
beugenden Wirkung der Gitterfurchen. 


Bemerkung. Bei der Verkleinerung der Kurventafeln wäh- 
rend der Reproduktion sind leider die Unterschiede zwischen den 
verschieden punktierten Kurven (..., ———, +++, +44) 
fast verschwunden. Es mag demgemäB hier noch ein besonderer 
Hinweis auf die Bedeutung der Kurven angefügt werden. 


Tafel I. Obere Hälfte: Kurven +++, 
Untere Hälfte: Kurve +++ in der Abszissenaxe, 
Kurve — —— darüber. 
Tafel IL. Obere Hälfte: Kurve +++ und ———, 
| Untere Hälfte: Kurve + ++ in der Abszissenaxe, ——— 
und -... 
Tafel III. Obere Hälfte: Kurve +++, 
Untere Hälfte: Kurve +++ in der Abszissenaxe, 4 + + 
und :... 
Tafel IV, V. Obere Hälfte: Kurve +++, 
Untere Hälfte: Kurve +++ und .... 
Tafel VI. Obere und untere Hälfte: Kurve + + + und ...: 
Tafel VII. Allenthalben: Kurve + + +. 


Güttingen, im Januar 1912. 
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I. Einfallendes Licht parallel zur Einfallsebene polarisiert. 
Einfallswinkel 60°. 
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IT. Einfallendes Licht parallel der Einfallsebene polarisiert. 
Einfallswinkel 40°. 
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II. Einfallendes Licht normal zur Einfallsebene polarisiert. 
Einfallswinkel 40°. 
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IV u. V. Einfallendes Licht unter 4b° polarisiert. 
Einfallswinkel 60°. 
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VI. Einfallendes Licht unter 4b° polarisiert. 
Einfallswinkel 40°. 
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VII Hauptbild. Einfallendes Licht unter 45° polarisiert. 
Einfallswinkel 60°. 
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Einfallswinkel 40°. 
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Untersuchungen aus dem Universitäts-Laboratorium 
zu Gôttingen. 


XXV. 
Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Februar 1912. 


I Über die Darstellung eines neuen einfachen bicyclischen 
Terpens und tricyclischen Sesquiterpens. 


Durch Polymerisation des Isoprens C5 Hs kann man bekannt- 
lich zu (Cs Hs) — Cio His Terpen, (Os Hs)s — C15 Ha Sesqui- 
terpen und (C5Hs) Kautschuk gelangen. Das Isopren ist ein 
zweifach ungesättigter Kohlenwasserstoff mit offener Kohlenstotf- 
kette, seine Polymerisationsprodukte sind Alkyl-substituierte Ring- 
verbindungen von sehr verschiedenartigem Bau. 

Man kennt nun einen mit Isopren isomeren Kohlenwasserstoff 
C5 Hs, der eine sehr einfache cyclische Verbindung vorstellt, nämlich 
das Cyclopenten 

CH 
CH NCH 


CHet CH 


Es war von Interesse, falls man Verbindungen von der Zu- 
sammensetzung eines Terpens und eines Sesquiterpens aufbauen 
konnte, die nicht substituierte Ringsysteme vorstellen und die zu 
diesem Cyklopenten in einfacher Beziehung stehen. Von solchen 
Verbindungen war vorauszusetzen, daB sie im chemischen Ver- 
halten bekannten Terpenkohlenwasserstoffen ähneln würden, während 

Kgl. Ges. d. Wies. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1912. Hoft 4, 29 
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man bezüglich ihrer physikalischen Eigenschaften ein ab- 
weichendes Verhalten erwarten durfte, das kennen zu lernen nach 
verschiedenen Gesichtspunkten hin von Wichtigkeit war. 

Es ist mir gelungen die gewünschten Verbindungen zu erhalten 
und zwar aus einem Ausgangsmaterial, dessen Herstellung ich 
schon vor einigen Jahren aufgefunden habe. Es wurde damals 
gezeigt!), daB Cyklopentanon sich beim Zusammenbringen mit 
Natriumäthylat leicht zu 2 neuen Ketonen, einem bicyclischen und 
einem tricyclischen, condensieren läBt, denen die Formeln 


0 
CE: Ô 
CH” Pa N CE 
CH CH; ere 


Cyklopentenpentanon C1o H110 


und 
0 
CH: Ê CH 
CH” first Aa EE 
CH (CH, male CH CH 
Dicyklopentenpentanon C15 H20O 
zukommen. 


Beide Ketone haben sich nun leicht nach Paal zu den ge- 
sättigten Ketonen Cio Hi6 O und C15 H24O reduzieren lassen und 
diese waren wiederum nach der gewühnlichen Reductionsmethode 
durch nascierenden Wasserstoff in alkalischer Lôsung in die zuge- 
hôrigen Alkohole Ci1o H1r OH und Ci5 H25 OH überführbar. Entzog 
man diesen Alkoholen Wasser, so erhielt man ein Terpen C10 Hi 
und ein Sesquiterpen C15Hx von folgender Konstitution: 


CH: CH 


le 7 
CH: CE-——CQ CH: , C10 Hi6 und 


| 
a cal IiCH: 
CE: CH CH: 


CH (Nc Nes cu” NCH En 
15 4e 
nie CH Hit CR LCE, 


Diese Kohlenwasserstoffe zeigen eine entsprechende Additions- 


1) Ber. Chem. Ges. 29, 2963 (1896). 
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fähigkeit wie die bekannten Isomeren mit einer Âthylenbindung, 
sie nehmen z. B. leicht Nitrosylchlorid auf. Was die physikalischen 
Eigenschaften betrifft, so fällt der hohe Siedepunkt auf, sowie die 
grôBere Dichte und das etwas hôhere Brechungsvermügen gegen- 
über den isomeren Verbindungen, die nicht aneinander hängende, 
sondern ineinander verschlungene Ringsysteme aufweisen. 

Das Nähere ergibt sich aus der nachfolgenden Beschreibung 
der angestellten Versuche. 


Cyklopentylpentanon Cs Ho.C5 Hs O. 


Die Wasserstoffaufnahme des Cyklopentenpentanons erfolgt 
bei gewühnlicher Temperatur bei Gegenwart von Palladium sebr 
schnell. 40 Gramm des ungesättigten bicyclischen Ketons waren 
nach etwa einer Stunde Schüttelns mit Wasserstoff schon voll- 


.ständig gesättigt. Das neue Keton zeigt folgende Eigenschaften: 


Siedepunkt 232—233° bei gewühnlichem Druck, 117—120° unter 
16%, des — 0.9745, nn = 1.4763 


Berechnet für C1o H16 O Gefunden 
M = 44.11 44.12. 


Bemerkenswert ist der starke Menthon-Geruch des gesättigten 
Ketons, während das ungesättigte nur sehr schwach riecht. 

Das Semicarbazon des Ketons C10 Hi O schmilzt bei 210!, 
das Oxim bei 78—79°, das Chlorhydrat des Oxims bei 112—113°, 

Wird das Keton mit einer alkoholischen Lôsung von 1 Mol. 
Benzaldehyd und etwas Natriumäthylat versetzt, so findet schnell 
Kondensation zu der me Verbindung 


pe Sa 


statt, die fast farblose bei 97—98° schmelzende Krystalle bildet. 
1.1448 gr gaben 0.4503 CO: und 0.1078 H20 


Berechnet für C17 H20 O _Gefunden 
C — 84.95 84.81 
H— 8.39 8.38. 


Ganz analog, wie es für das Cyklohexylhexanon ') nachge- 
wiesen wurde, spaltet sich das Cyklopentylpentanon bei der Oxy- 
dation mit Chromsäure zu einer Ketosäure von gleichem Kohlen- 
stoffgehalt auf, die als d-Cyklopentyl-0-keto-n-Valeriansäure 


1) Annal. d. Chem. 381, 105 (1911). 
29 * 
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| >—COCH: CH: CH: CO: H 


aufzufassen ist. Die Säure wurde nur ülig erhalten. Das Semi- 
carbazon schmilzt bei 181—183°. 
0.1934 gr geben 0.3866 CO2 und 0.1372 H:0. 


Berechnet für C11 H19 Os N3 Gefunden 
C—5473 54.52 
ENT 7.94 


Cyklopentylpentanol, C5Hs.C;5 Hs OH. 
Dieser Alkohol entsteht glatt bei der Reduction des Cyklo- 
pentylpentanons in alkoholischer Lôsung mit Natrium und hat 


folgende Eigenschaften: 
Siedepunkt 235—236°, di — 0.9785, np — 1.4884 bei 17°. 


Berechnet für C10 Hi? OH Gefanden 
M = 45.45 45.43. 
0.1700 gr gaben 0.4842 COz2 und 0.1743 H:0. 
Berechnet für C10 H1r OH Gefunden 
C— 77.85 77.68 
H—11.77 11.47. 


Bei der Umsetzung des Alkohols mit Phenylisocyanat entsteht 
ein bei 88—89° schmelzendes Phenylurethan. 
ati # au 
Cyklopentylpenten, CioHi, | F1 1 
Dies Terpen wird erhalten, wenn man das Cyklopentylpentanol 
mit der doppelten Menge Chlorzink etwa 1 Stunde auf 150° erhitzt. 


Es weist folgende Eigenschaften auf: 
Siedepunkt 196,5—198°, d19,5 — 0.9080, np — 1.4938 bei 19,5°. 


Berechnet für C1o Hi [= Gefunden 
M = 43.53 43.59. 
0.1736 gr gaben 0.5597 CO: und 0.1856 H20 
Berechnet für C:0 Hie Gefunden 
C — 88.16 87.93 
H — 11.84 11.96. 


Wie schon oben bemerkt, unterscheidet sich dies Terpen, das 
zwei einfach mit einander verknüpfte Fünfringsysteme enthält, von 
den bekannten bicyclischen Terpenen durch bedeutend hüheren 
Siedepunkt. 
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Mit Nitrosylchlorid liefert es ein mit Wasserdämpfen 
flüchtiges, bei 113—114° schmelzendes Additionsprodukt, das sich 
bezüglich seiner Reactionsfähigkeit ähnlich indifferent verhält, wie 
das Nitrosylchlorid des Cyklohexens. 


Dicyklopentylecyklopentanon, Ci5Hu40, 
M 
[ LS DEA 
L Jante 4 
Als Ausgangsmaterial für die Darstellung dieser Verbindung 
diente das bei der Selbstcondensation von Cyklopentanon in einer 


Ausbeute von etwa 12—13°/o entstehende Dicyklopentenpen- 
tanon Ci5H200. Das bei 76—77° schmelzende gelb gefärbte 


._Keton nimmt bei der Reduction nach Paal leicht 4 Wasserstoff- 


atome auf und geht in das gesättigte farblose Dicyklopen- 

tylpentanon, C15 H:x O, von folgenden Eigenschaften über: 
Ziemlich leicht bewegliche, wenig riechende Flüssigkeit, Siede- 

punkt 165—170° unter 12", dis — 0.9925, np = 1.4956 bei 19°. 


Berechnet für C15 H240 Gefunden 
M — 65.02 64.71. 
0.1944 gr geben 0.5836 CO: und 0.1883 H:0. 
Berechnet für C15 Hz O Gefunden 
C—81.75 81.67 
H — 10.98 10.81. 


Das Keton erstarrt leicht beim Abkühlen, schmilzt aber wieder 
beim Herausnehmen aus Eiswasser. 

Das Semicarbazon schmilzt nicht ganz scharf bei 188— 
1909, das Oxim bei 85—869, 

Bei der Oxydation mit Chromsäure liefert auch dies Keton 


eine Ketosäure, die als «, d-Dicyklopentyl-ô-keto-n-Valerian- 


säure 
C5 Ho COCH: CH: CH (C5 He) COOH 


aufzufassen ist. Das Semicarbazon dieser Säure schmilzt bei 
195—196°. 
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Dicyklopentylecyklopentanol, C15 H25 OH, 


OH 
dise 
L 
entsteht leicht bei der Reduction des eben beschriebenen Ketons 
in alkoholischer Lüsung mit Natrium. Dieser tricyclische Alkohol, 
der die Formel eines Sesquiterpenalkohols besitzt, ist fest 


und schmilzt bei 68°. Der Siedepunkt liegt bei 210° unter 100". 
0.1496 gr gaben 0.4431 CO: und 0.1581 H:20 


Berechnet für C15 H26 O Gefunden 
C—8&81.01 80.78 
H—11.79 11.82 


Dicyklopentylcyklopenten, Cis He 
AN-fhoate De 


L] 


entsteht durch etwa halbstündiges Erbitzen des Alkohols C:5 H:5 OH 
mit Chlorzink auf 150—200° in guter Ausbeute und hat folgende 
Eigenschaften: Siedepunkt 210° unter 100%". Bei gewôhnlichem 
Druck ist der Kohlenwasserstoff nicht unzersetzt flüchtig und der 
Siedepunkt daher nicht ganz constant. Er liegt um 290°, dso — 
0.939, n, — 1.5065 bei 20° 


Berechnet für C15 Hz [= Gefunden 
M — 64.45 64.60 
0.1804 gr gaben 0.5838 CO: und 0.1879 H20 
Berechnet für C15 Ha Gefunden 
C — 88.16 88.26 
H— 11.84 11.66. 


Bei der Durchführung der vorstehenden experimentellen Arbeit 
bin ich durch Herrn Dr. Walther Ost aufs eifrigste und beste 
nterstützt worden. 


IL. Über Askaridol. 


Das ätherische Ül aus Chenopodium ambrosioides L. var. an- 
thelminticam ist in Schimmels wissenschaftlichem Laboratorium 
in Miltitz von Dr. O. Hüthig einer Untersuchung unterworfen 
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worden, die zu den folgenden sehr interessanten Feststellungen 
geführt hat’) Das Ôl enthält (neben Cineol) eine mit dem Namen 
Askaridol belegte Substanz von merkwürdigen Eigenschaften. 
Das Askaridol besitzt einen unangenehmen Geruch, siedet unter 
4—5"® zwischen 80—84°, dis — 10079, n, — 1.4743 bei 20°. 

Auf Grund der Analyse kommt dem Askaridol die Formel 
Cio Hi6 O2 zu. Die Verbindung ist ungesättigt und zersetzt sich 
beim Erwärmen unter gewôhnlichem Druck bei einer Temperatur 
von 130—150° mit explosionsartiger Heftigkeit, wobei die Tempe- 
ratur plôtzlich auf etwa 250° steigt. Manchmal tritt dabei Ent- 
zündung ein. Die Zersetzung erfolgt unter Entbindung eines gas- 
fôrmigen Kohlenwasserstoffs (Âthan oder Propan). Bei vorsichtigem 
Zusammenbringen mit concentrierter Ameisensäure liefert das 
Askaridol Cymol, bei der Reduction mit Essigsäure und Zink neben 
Cymol ein Keton (Carvenon?). Ferner wurde beobachtet, daB das 
‘ Askaridol sich bei den geschilderten Umsetzungen zunächst zu 
isomerisieren scheint und zwar zu einer optisch inactiven Verbin- 
dung vom Siedepunkt 98,3—99,5 unter 4—5mm, dis — 1.0266, 
nn —= 146545 bei 20°. 

Der Freundlichkeït der Firma Schimmel verdanke ich einige 
hundert Gramm Askaridol, die zu den nachfolgenden Versuchen 
benutzt wurden. 

Um die Koblenstoff-Configuration im Molekül feststellen zu 
kônnen, mufñte, bei der gro$en Empfndlichkeit des Präparats, die 
Anwendung chemischer Reagentien zunächst ausgeschaltet werden. 
Als besonders geeignet erwies sich gerade in diesem Fall wieder 
das Paalsche Reductionsverfahren. 

Bei Gegenwart von colloïdalem Palladium nimmt das in Wasser 
suspendierte Askaridol mit beispielloser Schnelligkeit Wasserstoff 
auf, so da man, um die bei der Reduction eintretende Erwär- 
mung nicht zu stark werden zu lassen, die Wasserstoffzufuhr 
genügend regulieren muf. 

Ein quantitativer, in methylalkoholischer Lüsung ausgeführter 
Versuch zeigte, daf das angewandte Präparat 4 Wasserstoffatome 
aufnahm. 

Bei der Reduction entstehen zwei ziemlich leicht zu trennende 
Producte. Ein mit Wasserdampf ziemlich leicht flüchtiges O1 (I) 
und ein viel schwerer übergehender, schôn krystallinischer Kürper 
(IL), den man, nachdem die Hauptmenge des leicht flüchtigen Üls 
übergegangen ist, am besten durch Extrahieren des Rückstands 


1) Berichte von Schimmel & Co. 1908, April. S. 108. 
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mit Chloroform gewinnt. Das Chloroform wird dann abdestilliert, 
die zurückbleibende krystallinische Masse mit kaltem Âther etwas 
nachgewaschen und dann durch Umkrystallisieren weiter gereinigt. 

Das flüssige Product (1) scheint man als ein sekundäres Pro- 
duct auffassen zu dürfen, das durch Wasserabspaltung aus II während 
der Reduction, vielleicht unter dem Einflu8 des Palladium, entsteht. 
Das krystallisierte Product, das seinem Verhalten nach als ein 
neues 1.4 Terpin (Terpinenterpin) angesprochen werden muf, und 
das auferdem das Hauptproduct der Reaction darstellt, soll daher 
zuerst besprochen werden. 


Neues Terpin, C10 H20 O, Schmelzp. 116—117° 


NTI) en 
er ae DH 


Die Verbindung ist schwer lôslich in kaltem, reichlich lôslich 
in heifem Wasser und mit Wasserdämpfen flüchtig. In Chloroform, 
Essigester, Methylalkohol 1ôst sie sich leicht, in Âther schwer. 
Beim Umkrystallisieren aus verdiüinntem Methylalkohol (1 Alkohol 
:2 Wasser) erhält man sie in glasglänzenden, grofen bei 116—117° 
schmelzenden Prismen. 

0.2000 gr gaben 0.5090 CO: und 0.2080 H20 


Berechnet für C10 H20 O2 Gefunden 
C — 69.70 69.41 
H— 11.64 11.64. 


Die Verbindung ist optisch inaktiv. Wenn der Schmelzpankt 
des neuen Terpins auch mit dem des längst bekannten 1.8-Terpin- 
hydrats zusammenfällt, so sind beide Verbindungen doch durch 
die Krystallform leicht zu unterscheiden und dadurch daB das 
neue Terpin ohne Gasentwicklung schmilzt, namentlich aber durch 
das Verbalten gegen Halogenwasserstoffsäuren. Denn das neue 
Terpin gibt, mit diesen umgesetzt, keine Dipentenderivate, sondern 
Verbindungen der Terpinen-Reihe. 

Beim Erwärmen mit Oxalsäure verhält sich das neue Glycol 
genau wie das schon bekannte bei 137° schmelzende 1.4-Terpin. 
‘Es entsteht dabei sehr wenig ungesättigter, Kohlenwasserstoff, 
etwas ungesättigter Alkohol und als Hauptproduct das 


1.4 Cineol. 


Diese Verbindung ist gegen Permanganat so beständig, daf 
sie sich durch Schütteln mit starken Permanganatlôsungen von 
den beigemengten ungesättigten Anteilen gut befreien läfit. Bei 
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seiner geringen Lôslichkeit in Wasser läBt sich dies mit Wasser- 
dampf leicht flüchtige Oxyd aus dem Oxydationsgemisch quantitativ 
gewinnen. Die Eigenschaften der gereïinigten Verbindung stimmen 
ganz mit den früher ‘) für 1.4 Cineol ermittelten überein. Gefunden 


wurde : 
Siedepunkt 172°, dis — 0.9010, n, — 1.4479 bei 18° 


Berechnet für C10 His O Gefunden 
M 45.61 45.75. 
0.1474 gr geben 0.4241 CO: und 0.1528 Hz: O 
Berechnet für C10 H18 O Gefunden 
C — 77.85 78.40 
H — 11.76 11.60. 


Da wirklich 1.4 Cineol vorlag, ergab sich aus dem Verhalten 
der Verbindung gegen Eisessighalogenwasserstoff. 

Mischt man das Cineol mit der etwa 5 fachen Menge Eisessig- 
‘bromwasserstoff und läft es einige Stunden stehen, so fällt nach 
dem Verdünnen mit Wasser ein schweres Ül, das beim Abkühlen 
zum Teil erstarrt und aus einem Gemenge von festem und flüssigem 
Dibromhydrat besteht. Bei günstiger Concentration krystallisiert 
aus der ursprünglichen essigsauren Lôsung das feste Dibromhydrat 
direkt in langen Nadeln aus. Das abgesaugte feste Produkt 
schmilzt nach dem Umkrystallisieren aus Eisessig bei 58—59° und 
gibt keine Schmelzpunktdepression beim Vermischen mit Terpinen- 
dibromhydrat. 

Der analog unter Anwendung von Eisessigchlorwasserstoff 
ausgeführte Versuch führt zu einem bei 52° schmelzenden Dichlor- 
hydrat, das sich als mit Terpinendichlorhydrat identisch 
erwies. 

Damit ist wohl sichergestellt, daB das Cineol den Sauerstoff 
in 1.4-Stellung trägt. 

Von Permanganat wird das Cineol ganz auBerordentlich schwer 
angegriffen: Bei dauerndem Erwärmen damit auf dem Wasserbad 
tritt jedoch Oxydation ein. Dabei wurde aber bisher nicht eine der: 
Cineolsäure entsprechende Säure erbalten, sondern eine schwer- 
lôsliche, bei 157° schmelzende Säure von geringerem Sauerstoff- 
gehalt, die noch nicht eingehender untersucht werden konnte. 

Bei der Zerlegung des bei 116° schmelzenden Terpins mit 
Oxalsäure entsteht, neben viel von dem Oxyd C10 His O eine kleine 
Menge eines ungesättigten Alkohols. Diese Verbindung läft sich 
in reinem Zustand nicht isolieren, da sie sich aus den verfügbaren, 


1) Diese Annal. 856, 204 (1907). 
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relativ geringen Mengen Substanz durch fractionierte Destillation 
trotz ihres hôheren Siedepunktes von beigemengtem Cineol nicht 
ganz trennen läft. Dagegen ist es gelungen des Oxydations- 
products des Alkohols habhaft zu werden und ihn mit ziemlicher 
Sicherheit als 42°-Menthenol (1) [Terpinenol — 1] 


CH: 


| 
COH 
H:C/ CE 


H:C ja 
La (CH) 


zu identificieren, wobei allerdings dahingestellt bleiben muf, ob 
der Verbindung nicht auch 7'-Menthenol (4) [Terpinenol-4] beige- 
mengt ist. 

Um zu den gewünschten Producten zu gelangen wurde das 
mit Wassendampf abdestillierte Spaltungsprodukt des Terpins (mit 
Oxalsäure) mit 1'‘/oiger Lôsung von Permanganat bei 0° oxydiert 
bis die Farbe bestehen blieb, das vorhandene 1,4 Cineol dann mit 
Wasserdampf abgeblasen, der vom Braustein abfiltrierte Rückstand 
unter Einleiten von Kohlendioxyd eingedampft und mit Chloroform 
extrahiert. In das Chloroform geht ein Glycerol, das beim Er- 
wärmen mit verdünnter Schwefelsäure unter Bildung eines bei 
1750 siedenden, in der Kälte gegen Permanganat beständigen 
Kohlenwasserstoffs (Cymol) und eines Ketons von Menthon- 
artigem Geruch zerfiel. Dies Keton lieferte ein sehr schwer 1üs- 
liches Semicarbazon vom Schmelzpunkt 225—226°. Die Ana- 
lyse ergab: 


0.1742 gr gaben 0.4015 CO: und 0.1414 H20 


berechnet für CioH16 N.NH CO NH: Grefunden 
C—63.07 62.85 
H— 9.15 9.08. 


Es lag also ein Menthenon vor und zwar J'-Menthenon-3, 
denn das charakteristische schwer lôsliche Semicarbazon dieses 
Ketons gab mit dem bei der eben beschriebenen Operation erhal- 
tenen keine Schmelzpunktsdepression. 

Damit ist aber auch die ursprüngliche Anwesenheit von 45- 
Menthenol-1 nachgewiesen, das bei der Oxydation 1. 8. 4 Trioxy- 
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terpan liefert welches seinerseits mit Säuren unter Bildung von 
Cymol und 7'-Menthenon zerfällt !). 


Da nun nach meinen früheren Feststellungen?) die beiden 
existenzmôglichen Terpinenole bei weitergehender Oxydation «a’- 
bioxy-« methyl-«’-isopropyl-Adipinsäure liefern, die durch Ueber- 
führung in ein Dilacton leicht nachzuweisen ist, so wurden die 
Oxydationslaugen in entsprechender Weise verarbeitet. In der 
Tat gelang es beim Erhitzen der entstandenen Säuren mit Salz- 
säure das bei 72° schmelzende inactive Dilacton Cio His O4, wenn 
auch nur in sehr geringfügiger Ausbeute zu isolieren. 

Damit ist das Vorhandensein eines Terpinenols in dem mit 

Oxalsäure aus dem angewandten Terpin erhaltenen Reactionspro- 
duct sicher gestellt und das Terpin als eine Verbindung 
der Terpinen-Reihe charakterisiert. 
1 Wie eingangs bemerkt, entsteht bei der Reduktion des As- 
karidols neben dem krystallisierten Terpin ein Oel (I. Dies 
Product ist nicht ganz einheiïtlich. Es enthält gesättigte neben 
ungesättigten Anteilen. Nachdem die Natur des festen Terpins 
erkannt war, lag die Annahme am nächsten, da dies Terpin unter 
Wasserverlust in ein Terpinenol übergegangen sei, das sich dann 
weiter partiell zu einem Menthanol aufgesättigt habe. Um ein 
môglichst einheitliches Präparat zur Untersuchung zu bringen, 
wurde das rohe Oel I zunächst weiter mit Wasserstoff bei Gegen- 
wart von Palladium reduciert und die letzten Reste ungesättigter 
Substanz dann mit Permanganat entfernt. 


Das so erhaltene Präparat zeigte folgende Eigenschaften : 
Siedepunkt 207—208°, dis — 0.9080, n, — 14656 


berechnet für Cio H19 OH Gefunden 
M = 47.55 47.55 
0.1846 gr gaben 0.5190 CO: und 0.2114 H: O 
berechnet für C10 H20 O Gefunden 
C — 76.85 76.68 
H—12.91 12.81 


Beim Erwärmen mit Chlorzink verliert der Alkohol leicht 
Wasser. Der entstandene Koblenwasserstoff hatte folgende Eigen- 
schaften : 


1) Dies. Annal. 362, 271. 272 (1908). 
2) O0. Wallach, Terpene und Campher S. 480. 
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Siedepunkt 173,5—175,5, dis — 0.821, n, — 1.4558 bei 190 
berechnet für Cio His [- Gefunden 
M — 45.63 45.67 


Diese Zahlen stimmen also gut mit den für ein Menthen zu 
erwartenden. Wahrscheinlich liegt aber ein Gemenge vor. Denn 
die Ausbeute an Nitrosochlorid aus dem Kohlenwasserstoff 
war nur gering, ein Teil war mit Wasserdampf flüchtig. Carvo- 
nenthen, das glatt aus Menthanol (1) entsteht'), lag keinenfalls in 
reinem Zustand vor. 

Die mitgeteilten Beobachtungen rechtfertigen die Annahme, 
daf Askaridol C10 H16 O2 unter Aufnahme von 4 Wasserstoffatomen 
ein 14-Terpin Ci10 Hso O2 liefert. 


CH “PCHO 
14 Terpit SN PTT 
Emo has EYE 


ist in zwei sterisch isomeren Modificationen môglich. Die eine 
bei 137° schmelzende ist von mir schon vor einigen Jahren aufge- 
funden worden ?). In dem oben beschriebenen bei 116—117° schmel- 
zenden Product würde also die zweite Modification vorliegen. 
Dabei fällt die Aehnlichkeit des Verhaltens der beiden Isomeren 
gegen Wasser abspaltende Mittel auf; denn aus beiden entsteht 
unter Verlust von 1 Mol. Wasser ganz überwiegend Oxyd, wäh- 
rend man erwarten sollte, daB die trans-Modification — ebenso wie 
1.8-Terpin — vorwiegend ungesättigten Alkohol und Kohlenwasser- 
stoff liefern würde. Auch, daB nach den beiden so verschiedenen 
Methoden, die zur Bildung des 1.4 Terpins führen, immer nur die 
eine Modification (wenigstens in jedenfalls in ganz überwiegender 
Menge) auftritt, ist bemerkenswert, findet aber beim 1.8-Terpin 
seine Analogie. 

Was für Rückschlüsse auf die Constitution des Askaridols 
kann man nun aus dem mitgeteilten Befund ziehen? 

Falls bei der Reduktion des Askaridols zu 1.4-Terpin keine 
Umlagerung eingetreten ist*) ergibt sich für Askaridol unge- 
zwungen Formel I. 


1) Dies. Annal. 881, 58 (1911). 

2) Annal. s. Chem. 356, 200 (1907); Ber. 40, 577 (1907). 

3) Wenn ich bei einer früheren Gelegenheit (Annal. 884, 53 (1911)), als 
das Anwendungsgebiet der Paal’schen Reductionsmethode auf alicyclische Ver- 
bindungen an einer Reihe von Beispielen erläutert wurde, bemerkt habe, daB man 
bei Anwendung dieses Verfahrens ungesättigte Verbindungen unter Bedingungen 
mit Wasserstoff beladen kann, unter denen ,jede Umlagerung ausgeschlossen ist, 
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Eine Verbindung von der Zusammensetzung I wird durch 
Wasserstoffaufnahme direct in Il, d. h. in 1.4 Terpin übergehen 
kônnen. Auch die Labilität des Askaridol-Moleküls fände bei 
Annabhme von Formel I ihre Erklärung. 


Als die oben mitgeteilten Tatsachen in der Hauptsache schon 
festgestellt waren, wurde eine interessante Untersuchung von E. 
K. Nelson bekannt'), die sich auch auf das Askaridol bezieht und 
gelegentlich derer Askaridol zu ganz anderen als den erst be- 
schriebenen Verbindungen abgewandelt wurde. Nelson erhielt 
bei Behandlung von Askaridol mit Ferrosulfat ein G1y col Cio His Os 
vom Schmelzpunkt 62,5—64°, das durch ein bei 136—137° schmel- 
zendes Monobenzoat und ein bei 116,5—117,5° schmelzendes 
Dibenzoat näher characterisiert wurde. 


Bei der Oxydation dieses Glycols wurde eine bei 116—117° 
schmelzende Säure Cio His Os neben geringen Mengen einer bei 
186—187° schmelzenden Säure C1o Hi6 O6 erhalten. Was die letzte 
Säure anbelangt, so scheint es mir (auch nach der vorliegenden 
Analyse) nicht ausgeschlossen, daB ihr vielmehr die Formel Cio His O6 
zukommt und daf sie identisch ist mit inactiver ax’ Methyl-iso- 
propyl «, «’ Dioxy-adipinsäure ?). 

Nelson formuliert Askaridol (1) und das daraus erhaltene 
Glycol (IT) folgendermafen: 


so bezieht sich das dem Zusammenhang gemäf natürlich nur darauf, daf die 
Umlagerungen ausgeschlossen sind, die als Folge der Anwendung der üblichen 
sauren oder alkalischen Reduktionsmittel eingelcitet werden. Wo schon Um- 
lagerung durch Wasser allein in neutraler Flüssigkeit eintreten kann, schützt 
selbstverständlich auch das Paalsche Verfahren nicht vor dem Eintreten von Ver- 
schiebungen. 

1) Chem. Centralbl. 1911. II. 891. 

2) s. dies. Annal. 356, 211 (1907). 
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il CH: CH: II 
. de ra N CHOH 
Se à 
æok \ H:C: Du: 
de éa 
(a (CHs)e CH (CHs) 


Diese Formeln sind nach dem erst Mitgeteilten sehr unwabr- 
scheïnlich. Gibt man dem Askaridol aber die weiter oben vorge- 
schlagene Formel, so erhielte man für das Glycol und die daraus 
gewonnenen Säuren die Formeln: 


CHs CHs CHs 
6 L (08 
HO” L CHOH  HC [ co OH  H:C/ \COOH 
| | + 0 Ve 4 
HO JCHOH He | 00H HC\ COOH 
; | Cox 
CH (CHs)e CH (CHs)» dH(CH» 
Glycol C10 His Os Cio Hie Os Cio His Os 


Mit dieser Formulierung stimmt vorläufig aber nicht, daf man 
die isomere Cineolsäure Cio Hie Os auch aus dem 1.4 Cineol sollte 
erhalten kônnen, während die bei der Oxydation dieses Cineols 
erhaltene Säure vom Schmelzpunkt 157° andere Zusammensetzung 
und andere Eigenschaften besitzt als die von Nelson erhaltene 
Säure. Die Verhältnisse bedürfen also noch weiterer Klärung. 
Bei der Ausführung dieser Arbeit habe ich mich der Hülfe des 
Herrn Dr. Rantscheff zu erfreuen gehabt. 
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in 
IT. Ueber 7‘-Menthenon-3 k | 
NK 


CH(CHsh 
(Mitbearbeitet von Rud. Müller und Fr. Henjes). 


Gelegentlich von Untersuchungen, die zum'Zweck hatten fest- 
zustellen, in welchem Sinne die physikalischen Eigenschaften der 
ungesättigten cyklischen Ketone einerseits durch die Stellung des 
Sauerstoffatoms, andererseits durch die Lage der Aethylenbindung 
bedingt werden und auf die anderen Orts näher einzugehen sein 
wird, stellte es sich als notwendig heraus, die physikalischen Kon- 
‘stanten des Z‘-Menthenon-3 genau zu ermitteln. Für diese, 
von mir früher aus Menthen synthetisch dargestellte Verbindung, 
habe ich s. Z. den Siedepunkt 212° gefunden, dagegen für das iso- 
mere /'-Menthenon-3 


CH: 


den Siedepunkt 235—2372. 

Das ist also eine Differenz von 22—24° und um so auffallender, 
als zwischen den beiden einigermafien analog gebauten Verbin- 
dungen Carvenon mit dem Siedepunkt 232—9233° und Carvo- 
tanceton mit dem Siedepunkt 228—229 


CE ‘es 
# sd oh 
fa 0 à 0 
VU : 
H (CH:s} CH(CHs} 
Carvenon Carvotanaceton 


nur die geringe Siedepunktsdifferenz von 4° besteht. Aus der 
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Reïhe der 4 Isomeren fällt also, was ich früher schon hervorhob :, 
das Z*-Menthenon mit seinem niedrigen Siedepunkt ganz heraus. 
Man konnte also wobhl Zweifel hegen, ob nicht entweder bezüglich 
der angegebenen Eigenschaften oder bezüglich der Konstitutions- 
annahme des 7“-Menthenons ein Irrtum obwalte. Diesbezügliche 
Zweïfel hat vor einiger Zeit Auwers?) auch geäuBert. Die 
nachstehend mitgeteilten Ermittelungen fübren den Nachweis, daf 
sie ungerechtfertigt sind. 

Zunächst wurde bei der Synthese von käuflichem von Schimmel 
& Co. bezogenen Menthen C1o His ausgegangen, das um 170° 
siedete und schwach rechts drehend war. Das Präparat lieferte 
nur eine geringe Ausbeute an Menthennitrosochlorid 
Cio His NO CI, das, nicht umkrystallisiert bei 127°, mach dem Um- 
krystallisieren aus Chloroform und Ligroïn bei 142—143° schmolz. 
Das letztere Präparat war in 5'°/oger Chloroformlôsung inactiv 
und gab bei der Umsetzung mit Natriummethylat bei 66° schmel- 
zendes, inactives Menthenonoxim C1o Hi : NOH. Das nicht 
umkristallisierte Nitrosochlorid lieferte ein schwach rechtsdrehendes 
Oxim. Damit war ersichtlich, daf man vom käuflichen Menthen 
ausgehend nicht zu unbedingt einheitlichen Präparaten kam. Daher 
wurden nun Versuchsreihen in Angriff genommen, bei denen einer- 
seits von einem absolut inactiven Menthen, anderseits von 
einem stark activen Menthen ausgegangen wurde. 

Inactives Menthen wurde nach der früher von mir be- 
nutzten Methode) aus 1.4-Cyklohexanon synthetisch aufgebaut. 
Zunächst erhält man wesentlich Z7*°-Menthen 


ae CH 
PE NRA 
FAT Ent PNG, 


das durch Inversion mit alkoholischer Schwefelsäure in i-7*-Men- 
then überführbar ist. 

Das Nitrosochlorid dieses Menthens wurde mit b0°/o Aus- 
beute und aus Chloroform-Ligroin in schônen bei 143° schmel- 
zenden Prismen erhalten. Das daraus dargestellte i-7-Menthe- 
nonoxim schmolz bei 66°. Aus diesem Oxim wurde das Keton in 
Freiheit gesetzt und an Semicarbazon gebunden. Das erhaltene 
Semicarbazon schmolz bei 142. Die physikalischen Eigen- 


1) Wallach, Terpene und Campher 418. 
2) ler. 41, 1801 (190); 42, 2408 (1909). 
3) Annal. d. Chem. 360, 70 (1908). 
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schaften der aus diesem ganz inactiven Ausgangsmaterial (I) ge- 
wonnenen und aus käuflichem Menthen (II) dargestellten Ketone 
stimmten vôllig überein. 
Gefanden wurde für Z*-Menthenon: 
D) Siedepunkt 212—213°, do — 0.9165, n, — 1.4726 
II) Siedepunkt 211—213°, dis — 0.9170, n, — 1.4729 


berechnet für Cio Hie O [= gefunden 
I IT 
M. 45.82 46.49 46.49 


Diese Zahlen stimmen auch mit den früher gefundenen sehr gut. 
Der Siedepunkt ergab sich sogar noch ein wenig niedriger als 
s. Z. angegeben ist. 

Nunmehr wurde nach der vortieflichen Methode von Tschu- 
gaëff!) d-Menthen aus Menthol bereitet. Das zur Verwendung 
- kommende Präparat zeigte den Siedepunkt 166—168 und |«], = 
+ 116,38 in ätherischer Lôsung. Das daraus dargestellte Nitro- 
sochlorid war stark rechtsdrehend [a], — + 187, 64° in Chloro- 
form. Das Präparat schmolz, nicht umkrystallisiert, bei 127°, nach 
dem Umkrystallisieren bei 140°. Das durch Salzsäureabspaltung 
daraus gewonnene Z#-Menthenonoxim schmolz bei 62°. 

Das aus dem Oxim regenerierte 4*-Menthenon stellte eine 
gelb gefärbte Flüssigkeit von folgenden Eigenschaften vor: 

Siedepunkt 211—212°, dis — 0.919, n, — 1.4729, M — 46, 39. 
S — 1.0688 ; L (Methylalkohol) — 6,2400; p — 14,620; t — 18° 
d — 08110, 1 — 1 dm, & — & 

[als = — 67,46. 


Die physikalischen Konstanten dieses stark aktiven Prä- 
parats stimmen also gleichfalls gat mit den für das inaktive 
gefundenen. Zur näheren Charakterisierung des aktiven Ketons 
wurde noch dargestellt: 

Das Semicarbazon vom Schmelzpunkt 170—171°, ferner 
die Dibenzylidenverbindung?,. Diese bildet, aus Alkohol 
umkrystallisiert, hellgelbe Nadeln vom Schmelzpunkt 140—141’ 
und ist linksdrehend : 

S — 0.3388, L (Chloroform) — 11.265, p = 2,92, t — 20° 

d = 1.4660, 1 — 1 dm, « — — 2°30’ 

[al], = —58,41 


1) Ber. 32, 3333 (1899). 
2) Ueber die Art der Gewinnung der Dibenzylidenverbindung s. Annal. d. 
Ch. 805, 273 (1899). 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1912. Hoft 4, 30 
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Zur bequemeren Orientierung über die Unterschiede, die 
bezüglich der Verbindungen aus aktivem und inaktivem Z4- 
Menthenon bestehen, sei folgende UÜbersicht gegeben: 


Schmelzpunkte inaktiv aktiv 
Oxim 66° 62° 
Semicarbazon 142° 170—171, 
Dibenzyliden-Verbindung 129—130 140—141° 


Um GewiBheit darüber zu erhalten, ob das beschriebene zwischen 
211—213° siedende Keton CioH1i6OQ wirklich ein Menthenon sei, 
oder ob es nicht vielleicht einen ganz anderen Bau besitze (etwa 
zu den pentacyclischen Verbindungen gehôre), wurde die aktive 
Modification nach Paal reduciert und das dabeiï leicht entstehende 
gesättigte Keton (nach Behandlung mit Permanganat bis zum Be- 
stehenbleiben der Farbe) oximiert. Es wurde ein leicht erstarrendes, 
im Aussehen und Geruch vom gewôhnlichen 1-Menthonoxim gar 
nicht zu unterscheidendes Oxim erhalten, das aus verdünntem 
Methylalkohol gut umzukrystallisieren war, aber einen etwas nie- 
drigeren Schmelzpunkt als das Oxim aus natürlichem Menthon 
aufwies, nämlich b4—56° (statt 59°). Auch die Drebungsintensität 
war geringer, nämlich (bestimmt in ätherischer, etwa 12°.ger 
Lôsung) [«], == —17. 

Nun wurde aus dem Oxim das Keton regeneriert und daraus 
das Semicarbazon hergestellt. Der Schmelzpunkt wurde zu 
185 gefunden, während der Schmelzpunkt des gewôhnlichen Men- 
thon-Semicarbazons zu 184° angegeben wird. Das aus dem Semi- 
carbazon abermals regenerierte Menthon wurde weiter in alkoho- 
lischer Lôüsung mit Natrium zu Menthol reduziert. Das erhaltene 
Präparat erstarrte nicht vollkommen, war also wohl nicht ganz 
einheitlich. Die abgesaugten festen Bestandteile schmolzen nach 
dem Abpressen bei 39—40°. Es lag demnach gewôhnliches 
Menthol vor. 

Die vorstehend mitgeteilten Versuche lassen gar keinen Zweifel 
darüber, daB das aus Menthen aufgebaute bei 211—212° siedende 
Menthenon eine hexacyclische Verbindung ist, daB gelegentlich der 
bei der Darstellung benutzten Umformungen also weitgehende 
Atomverschiebungen nicht stattgefunden haben. Das Menthenon 
kann demnach auch keine andere Constitution besitzen, als ich 
ihm von Anbeginn zugeschrieben habe, d.h. es muB Z*-p-Menthe- 
non-3 sein. Demnach mu der auffallend niedrige 
Siedepunkt des Ketons in seiner Configuration be- 
gründet sein. Diese ist nun, wie man leicht erkennt, dadurch 
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ausgezeichnet, daB das Isopropyl in tertiärer Stellang zwischen 
Carbonyl und einer Athylenkohlenstoffbindung steht: 


—C:C—C:0— 


| 
Cs Hr. 


Diese Stellung scheint also die Siedepunktserniedrigung sehr 
zu begünstigen. Daf das wirklich zutrifft, dafür findet man ein 
Beiïspiel auch in der pentacyclischen Reihe beim 


Pa en 
e? VAE 
fÈrS und 1 ÉRu 
(CH:} CH 
jee (CH: 


: Pulegenon, Siedep. 189—190. Isothujon, Siedep. 231—232°, 


Pulegenon und Isothujon unterscheiden sich im Bau ganz ähnlich 
wie J*-Menthenon-3 und 7°-Menthenon-2 (Carvotanaceton) (s. oben) 
und auch die isomeren pentacyclischen Ketone weisen eine be- 
deutende Siedepunktsdifferenz auf. 

Auch die s. Z. unerwartete Tatsache, daB Z4-Menthenon-3 eine 
Dibenzylidenverbindung liefert, findet im Bau des Moleküls 
eine ausreichende Erklärung. Die Doppelbindung 24 aktiviert die 
Wasserstoffatome, die an Ce stehen, offenbar in ähnlicher Weise, 
wie die Carbonyl-Gruppe die Wasserstoffatome an C+. Der Diben- 
zylidenverbindung wird man also die Formel 


FE 
CH 


Ce Hs CH:C/ NC: CHCe Hs 
bai) 
FN co 


da (CHs)2 

zuschreiben dürfen. Ist diese Auffassung aber richtig, so müssen 
ungesättigte Ketone von ähnlicher Constitution, wie sie 44-Men- 
thenon-3 aufweist, auch Dibenzylidenverbindungen liefern kônnen. 
Eine experimentelle Prüfung dieser Frage ist bereits in Angriff 
genommen. 

SchlieBlich mag noch auf eine Tatsache hingewiesen werden, 
die bei anderer Gelegenheit eingehender besprochen werden soll, 

30 * 
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auf die nämlich, daf sich Z#-Menthenon-3 nicht zu Thymol 
oxydiert, wenn man es mit Ferrichlorid in Eisessiglôsung kocht, 
während ZJ'-Menthenon-3 dabei leicht 2 Wasserstoffatome verliert, 
um in Thymol überzugehen. Schreibt man Z'-Menthenon-8 in der 
Enolform, so sieht man den Grund für das verschiedene Verhalten 
leicht ein und erkennt, warum z. B. auch «-Terpinen viel leichter 
in Cymol überführbar ist, als es bei isomeren Terpenen der Fall ist. 


IV. Über die Constitution des s. g. ,Isocamphers“ Cio Hi6O 
und seines Reductionsprodukts C:0His O. 


(Mitbearbeitet von Hans Schlubach.) 


Vor kurzem!) habe ich über die in der Überschrift genannten 
Verbindungen eine Untersuchung verôffentlicht, die wesentlich zum 
Zweck hatte, die physikalischen Eigenschaften jener Substanzen 
môglichst genau festzustellen, die man auf Grund der Arbeiten 
von Angeli und Rimini als der hydrierten Metacymol-Reïhe 
zugehôrige Ketone betrachtete und die mit den analog gebauten 
Para-Verbindungen zu vergleichen Interesse hatte ?). 

Bei einer Fortsetzung dieser Versuche hat sich nun aber heraus- 
gestellt, daB die von Angeli und Rimini bezüglich der Consti- 
tution des Isocamphers und seines Reductionsproducts gemachten 
Annahmen nicht zutreffend sind, daB jenen Verbindungen vielmehr 
ein vüllig anderer Bau zukommt als bisher ange- 
nommen worden ist. 

Es sei zunächst daran erinnert, daB sich ,Isocampher“, CioH160O, 
bildet, wenn die durch Einwirkung von salpetriger Säure auf . 
Fenchonoxim oder auf Campheroxim entstehenden Nitrimine, 
Cio H16 N2 O2, in concentrierte Schwefelsäure eingetragen werden 
und dann die entstandene Lôsung mit Wasser zersetzt wird. Das 
dabei entstehende Keton, der ,Ïsocampher“ ist sehr schwer in 
reinem Zustand zu erhalten, da die Substanz sich als sehr empfindlich 
gegen Sauerstoff, Alkali, erhôhte Temperatur u. s. w. erweist. 
Angeli und Rimini*) haben festgestellt, daB bei der Oxydation 
des Ketons mit Permanganat «-Isopropylglutarsäure auf- 
tritt und kamen — von der allerdings nächstliegenden Annahme 
ausgehend, daB die Verbindung einen Sechsring enthalte — zu der 


1) Annal. d. Chem. 379, 215 (1911). 
2) Annal. d. Chem. 879, 222. 226 (1911). 
8) Gazz. chim. ital. 26. II. 44. 518. (1896). 
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Auffassung, daf die umgesättigte Verbindung Cio Hi6 O ein Z4f- 
Methyl(1)-isopropyl(b)-cyklohexenon(2) (I) 


Fi CES 
æ” NC: 0 an 
(CHs} CH. C Ja (CH: CH. “a om, 
VS 


und also die gesättigte C10 H18O das zugehôrige Cyklohexanon 
(I) vorstelle. Die letztere Verbindung haben die genannten 
Autoren allerdings nur in ganz geringen, für eine Untersuchung 
nicht ausreichenden Mengen in Händen gehabt, während es mir 
gelang die physikalischen Eigenschaften des gesättigten Ketons 
genau festzustellen. Dabei fiel mir bereits auf'), daB das Keton 
einen Geruch besitzt, der an Amylacetat und an die gesättigten 
cyclischen Ketone erinnert, welche Acetyl in der Seitenkette 
tragen. 

Bald nach Publication dieser Beobachtungen lernte ich gele- 
gentlich einer ganz anderen Untersuchung das Dihydropinolon 
kennen und stellte dessen Constitution als die eines Acety1(1)- 
isopropyl(3)pentans 

COCH: 


ba 
CH” NC: 


ares ed (CHs)e 


mit Sicherheit fest ?). Die physikalischen Eigenschaften des Dihy- 
dropinolons ähnelten nun in hohem Grade denen, die für Dihydro- 
isocampher ermittelt waren. Die Darstellung des letzteren war 
nach der zuerst befolgten Methode umständlich und sehr unaus- 
gibig gewesen. Der gegen Alkali empfindliche ,Isocampher“ wurde : 
mit Natrium zum gesättisten Alkohol reduciert und dieser dann 
zum Keton oxydiert. Die Paalsche Reductionsmethode erlaubt 
den Weg erheblich abzukürzen und ergab bei viel besserer Aus- 
beute ein leicht von ungesättigten Anteilen zu befreiendes Product. 
Ein nach diesem Verfahren dargestelltes und auBerdem durch das 
Semicarbazon hindurch gereinigtes Präparat zeigte nun Eigen- 


1) 1. c. S. 224. 
2) Annal. d. Chem. 884, 201 (1911). 
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schaften, die mit den früher schon ermittelten übereinstimmten 
und mit den für Dihydropinolon festgestellten zusammenfielen, wie 
die folgende Ubersichtstabelle deutlich hervortreten läft: 


Keton Cio His O gewonnen durch Reduction von 


Pinolon Isocampher 
Siedepunkt 211° 211° 
d20 0.8885 0.8885 
Dh 1.4466 1.4466 
Schmelzpunkt des 
Semicarbazons 164—165 ° 164° 


Ebenso stimmte der aus Dihydroisocamper durch Reduction 
gewinnbare Alkohol C16 H:9 OH in seinen Eigenschaften voll- 
ständig mit den für Dihydropinolol ermittelten') überein. 
Gefunden wurde nämlich für den gesättigten Alkohol aus Iso- 
campher Siedepunkt 215—216°, de: — 0.8890, n, — 1.4568. 

Um jeden Zweïifel an der Identität von Dihydroisocampher 
mit Dihydropinolon zu beheben, wurde die erstere Verbindung 
unter denselben Bedingungen wie früher Dihydropinolon mit Hypo- 
bromit oxydiert ?). Die Oxydation verlief unter reichlicher Bildung 
von Bromoform in entsprechender Weise. Die entstehende flüssige 
Säure wurde in das Ammoniumsalz und dieses durch Erhitzen auf 
180—200° im Einschmelzrohr in das Amid verwandelt. Das durch 
Destillation im Vakuum und Umkrystallisieren aus Alkohol ge- 
reinigte Amid schmolz bei 164° und gab mit dem durch Dihydro- 
pinolon hindurch erhaltenen, ebenso schmelzenden, keine Schmelz- 
punktsdepression. 

Nachdem die Constitution des Dihydro-isocamphers in 
so überraschender Weise Aufklärung gefunden hatte, war nun die 
Frage: was ist Isocampher selbst? Mit Pinolon ist Isocampher 
gewiB nicht identisch. Beide Verbindungen sieden zwar bei der- 
selben Temperatur, unterscheiden sich aber schon sehr deutlich 
durch den Geruch. Ferner: Das Semicarbazon des Pinolons 
schmilzt bei 158°, das des Isocamphers bei 214°, das Oxim 
des Pinolons ist flüssig, das des Isocamphers schmilzt bei 
105°. Eher kônnte der Isocampher mit dem von mir neulich syn- 
thetisch aus Isopropylpentanon gewonnenen isomeren Pinolon ) 
identisch sein, dem wabhrscheinlich die Formel 


1) Annal. d. Chem. 384, 206 (1911). 
2) Annal. d. Chem. 884, 202 (1911). 
8) Annal. 384, 207 (1911). 
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COCHs 
À 
DAPEES ra 


zukommt. Dies Keton mu nämlich bei der Oxydation in «-Iso- 
propylglutarsäure übergehen kônnen, die ja tatsächlich bei 
der Oxydation von Isocampher entsteht 1). Nun schmilzt das Semi- 
carbazon jenes isomeren (inactiven) Pinolons allerdings schon 
bei 182—183°. Es ist aber zu berücksichtigen, daB Isocampher 
optisch aktiv ist, seine Verbindungen also gegenüber den inaktiven 
Modificationen abweichende Eigenschaften aufweisen kônnen. 

Um der Lüsung der hier vorliegenden Probleme näher zu 
kommen, wurde zunächst von dem gut krystallisierenden Oxim 
des Isocamphers (dargestellt aus Fenchonnitrimin) vom Schmelz- 
* punkt 105° ausgegangen und dies der Reduction unterworfen. 

Warum das Oxim für die Versuche herangezogen wurde, hat 
zwei Gründe. Erstens ist diese Verbindung sehr gut characteri- 
siert und wegen ibrer verhältniBmäfigen Schwerlôslichkeit in 
Alkohol leicht rein herzustellen, was für das freie Keton nicht 
zutrifft. Ferner mufte aber in Betracht gezogen werden, daf bei 
der Reduction des Isocamphers eine Umlagerung eintreten kônne. 
Isocampher kônnte nämlich immerhin die Constitution besitzen, 
die Angeli und Rimini ihm zugeschrieben haben, aber — na- 
mentlich unter dem EïinfluB alkalischer Reductionsmittel — sich 
in eine Acetylpenten-Verbindung verwandeln. Die Môglichkeit 
eines solchen Vorgangs erläutern die nachstehenden Formeln: 


CHs CHs 
| | 
C C(OH) 
np OL ne fe 
CsH:C CHe CsHC CH: 
3 NC 
Me 
Isocampher (nach Angeli). 
CHs re 
bot C<OH 
= HO Si +0 — sn; 
NA A A Cs He co Hs 


És “ 


1) Annal, 879, 220 (1911). 
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ve que 
“ CO 
= H20 + 7 Fa + H:2 — CHR 
Cs Hr CH JC CsH: CH! Doi 
CH H2 
Dihydropinolon. 


Die Tatsache, daB nicht nur bei der Reduction mit Natrium 
und Alkohol, also in stark alkalischer Lôsung (d. h. unter Conden- 
sationsvorgänge befôrdernden Bedingungen), Isocampher in Dihydro- 
pinolon übergeht, sondern auch bei der Reduction nach Paal, 
hatten das Eintreten einer derartigen Atomverschiebung allerdings 
schon unwabrscheinlich gemacht. Wenn man das für den Vorgang 
unbedingt erforderliche freie Carbonyl aber durch Oximierung fest- 
legte, war ein Reactionsverlauf, wie der eben skizzierte, überhaupt 
nicht mehr in Betracht zu ziehen. Entstand bei der Reduction 
des Oxims nach Paal also auch ein Dihydropinolon-Derivat, so 
war mit Sicherheit anzunehmen, daB schon im Isocampher ein 
Fünfring vorhanden ist und daB er nicht erst beim Übergang der 
ungesättigten in die gesättigte Verbindung entsteht. 

Das bei 105° schmelzende Isocampheroxim wurde daher direct 
in alkoholischer Lüsung der Reduction nach Paal unterworfen. 
Der Wasserstoff wird gut aufgenommen und es macht sich nach 
beendeter Reduction durch den Geruch die Anwesenheit von etwas 
Base bemerklich. Um die basischen Producte zu binden und 
gleichzeitig das vorhandene reducierte Oxim zu zerlegen, wurde 
mit Schwefelsäure angesäuert und mit Wasserdampf destilliert. 
Es ging ein gesättigtes, wie Amylacetat riechendes Keton 
über, das mit Dihydropinolon identifiziert werden 
konnte. Nun wurde die bei der Reduction des Isocampheroxims 
entstandene Base, die sich gleichfalls als gesättigt erwies, zu 
näherer Characterisierung durch Umsetzung mit Kaliumcyanat in 
den Harnstoff verwandelt. Die schwer lôsliche Verbindung schmolz 
nach dem Umkrystallisieren aus verdünntem Alkohol bei 1860 
und erwies sich als vôüllig identisch mit dem auf entsprechendem 
Wege gewonnenen Harnstoff aus Dihydropinolylamin, das 
seinerseits durch directe Reduction von Dihydropinolonoxim in 
alkoholischer Lôsung mit Natrium dargestellt war. Die oben auf- 
geworfene Frage ist damit erledigt: schon ,Isocampher“ ent- 
hält einen Fünfring. Die weitere Frage aber, welchem Re- 
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actionsmechanismus das 7'-Acetyl(1)-isopropyl(3)-cyklo- 
penten seine Entstehung aus Fenchon- und Campher-Oxim 
(durch die Nitrimine Ci1o Hi6 O2 N2 hindurch) verdankt, läft sich auf 
Grund experimenteller Tatsachen noch nicht beantworten. Nur 
das habe ich neulich schon nachgewiesen ‘), daB die Réaction durch 
eine Schwefelsäureverbindung als Zwischenproduct hindurchgeht. 
Auf dem Papier kann man die Umwandlungsmôglichkeiten natür- 
lich leicht construieren, was ohne experimentelle Grundlage ja aber 
wenig Wert hat. Die Abwandlung des Campher-Moleküls in Ace- 
tylisopropylcyklopenten kann man z. B. durch folgende, ganz ein- 
fache Reactionsfolge erklären: 


CH:—C (CHs3)—CO dd. on (CH:)—CO 
+ Lot 
De Le. lon dd 
He—CH—© CH + OHH CH CH CHs 
| 
Campher. CH(CHs} 
PA Te CA 
CH 
Mes | +2H0 
CH2—CH 
| 
CH(CH3)2 


Isopinolon (— Isocampher). 


Der ganze Vorgang der Isopinolonbildung aus Campher und aus 
Fenchon ist ein neuer Beleg dafür, in wie labilem Gleichgewicht 
die Atomconfiguration in diesen Ketonen sich befindet. Auf der 
anderen Seite ist bemerkenswert, daf das Entstehen von Acetyl1- 
cyklopenten-Verbindungen nun schon bei mehreren unerwarteten 
Umformungen beobachtet ist. So entsteht Acetylecyklopenten 
bei der Oxydation von Cyklohexen und von Cyklohexen- 
essigsäure mit Permanganat?), Acetyl-isopropyl-cyklo- 
penten (Pinolon) ist aus Pinoltribromid * aus Campher- 
nitrim und aus Fenchonnitrimin erhältlich. 


1) Annal. 379, 217. 
2) Annal. 359, 308 (1908); 366, 275 (1909); Ber. 42, 145 (1909). 
3) Annal. 384, 196 (1911). 
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V. Ueber die Condensationsprodukte cyclischer Ketone 
mit Aceton. 


(Mitbearbeitet von Wolfgang von Rechenberg.) 


Schon vor längerer Zeit ist gezeigt worden’), daB sich cy- 
clische Ketone mit Aceton condensieren lassen. Als erstes Beispiel 
wurde die Condensation von 13-Methylcyklohexanon mit 
Aceton und das dabei entstehende isomere Pulegon CioHieO 
beschrieben. Wie der Reactionsverlauf sich abspielt, ist s. Z. aber 
noch nicht sichergestellt worden. Für das synthetisch gewonnene 
Pulegon kamen zunächst drei Formeln in Betracht: 


I. II. III. 
CH CH: CH: 
| 
“ | 5 É : C(CHs)e 
\ 7: CHCO CHs : :0 :0 
C(CHs) 


von denen II auszuschliefen war, da sie dem gewôhnlichen 
Pulegon zukommt und die synthetische Verbindung weder mit 
diesem, noch, wie gleich einzuschalten ist, mit dem später ent- 
deckten Isopulegon identisch ist. 

Da es s. Z nicht gelingen wollte, das neue ungesättigte Keton 
CioH16O vollständig zu reducieren und es geringe Neigung zur 
hydrolytischen Spaltung zeïigte, ist dann noch eine vierte Formel 
in Rechnung gezogen”?), nämlich 


“ IV. 
CH: 


\ cé 
f Cho K CH 
die aber keineswegs als sicher gestellt gelten konnte. 
Es war daher geboten, die damaligen Versuche unter Be- 
nutzung der inzwischen reichlich gesammelten Erfahrungen und 
verbesserten Untersuchungsmethoden neu in Angriff zu nehmen 


und gleichzeitig durch Übertragung auf andere Verbindungstypen 
zu erweitern. 


1) Ber. 29, 1597, 2955 (1896); Annal. 300, 268. (1898). 
2) Annal. 300, 275 (1898). 
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Als vwichtigstes Resultat dieser Versuche mag das vorweg 
genommen werden, da der einwandfreie Nachweis geführt werden 
konnte, daB bei der Condensation der Cyklohexanone mit 
Aceton die Condensationsreaction in dem Sinne verläuft, daB das 
Sauerstoffatom des cyclischen Ketons mit dem 
Wasserstoff des Acetons als Wasser austritt, daB also 
ungesättigte extracyclische Ketone sich bilden, die dann 
bei der Reduction in gesättigte extracyclische Ketone 
vom Typus R—CH:COCHs [wo R = cyclisches Radical] über- 
führbar sind. 

Damit ist aber noch keineswegs erwiesen, da die als erstes 
Condensationsproduct isolierten ungesättigten Ketone eine semi- 
cyclische Bindung enthalten, daB sie also (wie Formel I es 


ausdrückt) dem Typus €. >=0H CO CH: zuzuzählen sind. Die 


‘erwähbnte früher schon gemachte Beobachtung, daB die ungesättigte 
Verbindung CioHi6O sich schwer vollständig nach den damals 
üblichen Methoden reducieren lieB, daf sie sich schwer hydrolisiert, 
daf sie nicht die erwarteten Oxydationsproducte lieferte, machte 
diese Formel schon unwahrscheinlich. Dazu kommt, da die für 
die betreffenden ungesättigten Ketone ermittelte Molekularrefrac- 
tion kein, oder wenigstens nur ein sehr geringes Inkrement auf- 
weist, während das von Ketonen obiger allgemeiner Formel zu 
erwarten wäre. 

Aus diesen Gründen ist es viel wahrscheinlicher, daf die 
Âthylenbindung in den ursprünglich entstehenden Condensations- 
producten zwischen cyclischen Ketonen und Aceton nicht semi- 
cyclisch, sondern im Ring steht, beziehungsweise da Gemenge 
vorliegen, in denen die zweite Form die erste überwiegt. Da 
dem Condensationsvorgang ja eine Addition vorhergeht, muB das 
Additionsproduct zwischen cyclischem Keton und Aceton die 
Formel À besitzen und man sieht, daf eine Verbindung von solchem 
Bau ebenso leicht in B wie in C übergehen kann. 


tapes 
Nr cd de Co . 


4 
B. Ç _)=CHc0 CH: © AN CO CH 


Die Versuche, beide Formen getrennt zu isolieren, wie das ja 
für die entsprechend aus Oxysäuren analoger Formel entste- 
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henden ungesättigten Säuren gelungen ist'), sind noch nicht ab- 
geschlossen. Aus den experimentellen Ergebnissen sei vorläufig 
nur Folgendes mitgeteilt. 


1) 13-Methylcyklohexenaceton 
[aus 1.3-Methylcyklohexanon und Aceton.] 

Über die Bedingungen der Condensation und die Eigenschaften 
des aus den Componenten leicht zu erhaltenden ungesättigten 
Ketons CioHi6O ist dem früher Mitgeteilten nichts wesentlich 
Neues hinzuzufügen. 

Mit Hülfe der Paal’schen Methode lieB sich das Keton leicht 
vollständig reducieren. Es entsteht dabei 


13-Methylcyklohexylaceton 


CH3——— 
Le CT HECOICHE 


je ah 
das durch Permanganat von allen ungesättigten Anteilen befreit 
und blos durch fractionierte Destillation gereinigt, folgende Eigen- 
schaften aufwies : 


Siedepunkt 211.5—212°, dus — 0.8915, n, — 1.4496. 


Berechnet für C10 His O Gefunden 
n — 46.22 46.89. 


Die physikalischen Constanten der Verbindung liegen denen für 
Menthon ermittelten also ziemlich nahe, aber die Dichte ist etwas 
niedriger und während der Geruch des ungesättigten Ausgangs- 
ketons an Pulegon erinnert, riecht die gesättigte Verbindung nicht 
nach Menthon, sondern besitzt den Greruch anderer bekannter 
extracyclischer Ketone. Das Keton ist linksdrehend. Das Se- 
micarbazon schmilzt bei 154°. 

Bei der Oxydation mit Hypobromit liefert das gesättigte 
Keton in guter Ausbeute die flüssige, unter 30mm bei ca. 12° 
siedende 13-Methylcyklohexylessigsäure 


Cu é N_ CH: COOH 
re Ci 2 { 


2) 14-Methylcyklohexenaceton 
INT Hs (? 
CH: < ÿ— CHz CO CHs (?) 


1) Annal. 365, 256. (1909). 
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Die Verbindung wird unter denselben Bedingungen wie die 
vorige aus 1.4-Methylcyklohexanon und Aceton erhalten und hat 
durch das Semicarbazon gereinigt folgende Eigenschaften : 


Siedepunkt 216—217°, de1 — 0.916, n, — 1.4672. 
Berechnet für C10 Hi6 OF Grefunden 
M = 45.82 46.06. 


Das ungesättigte Keton riecht etwas anisartig und ähnlich 
dem Z°-Tetrahydro-p-Acetyltoluol!) 


TES 
CH _d—cocm, 


als dessen hüheres Homologes es betrachtet werden darf. 

Das Semicarbazon schmilzt bei 122—128°, das Oxim ist 
flüssig. 

Bei der Reduction entsteht: 


14-Methylcyklohexylaceton 


CHs = CH CO CH 


von folgenden Eigenschaften : 


Siedepunkt 214—215°; de1 — 0.8930, n, — 1.4499. 
Berechnet für Cio His O Gefunden 
M — 46.22 46.33. 
Das Semicarbazon schmilzt bei 166°. 

Mit Hyÿypobromit behandelt liefert dies Keton glatt die bei 
73—74° schmelzende 14-Methylcyklohexylessigsäure?). 
Analyse des Silbersalzes: 0.2514 gaben 0.1084 Ag. 
Berechnet für Co His Ag O2 Gefanden 

Ag — 41.03 41.18. 


1) Annal. 860, 54 (1908). 
2) Annal. 381, 95 (1911). 


Das Zustandsdiagramm der Kohlensäure. 
Von 
G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Februar 1912. 
(Mit 5 Figuren im Text.) 


Es konnte früher !) gezeigt werden, da, wenn der Temperatur- 
dy (Mo)? 

di j 
als 2.0 ist, und die Temperaturabhängigkeit der molekularen Ober- 
flchenenergie eine lineare ist, immer nur die Krystallformen einer 
Krystallgruppe aus dem flüssigen Zustande sich bilden. Diese 
Regel schien eine Ausnahme zu erleiden, denn obwohl der Tempe- 
raturkoeffizient der molekularen Oberflächenenergie für flüssige 
Kohlensäure —2.22 beträgt, und die molekulare Oberflächenenergie 
linear mit steigender Temperatur abnimmt, hatte ich früher?) auf 
Grund nicht einwandfreier Beobachtungen angenommen, daf von 
—56.7° und 5.1 Atm. bis zu —7.5° und 2800 kg pro 1 qem eine 
andere Krystallart der CO, sich aus der flüssigen Kohlensäure 
ausscheidet als bei hôheren Drucken. Bei diesen Versuchen war 
ein durch Zusammenpressen von CO,-Schnee erhaltener durchschei- 
nender Zylinder von 80 ccm, nachdem er von Schreibpapier umhüllt 
war, im druckfesten GefäB von einer Mischung von Glyzerin und 
Wasser umgeben worden. Bei Drucken über 2800kg bis zu 
5000 kg waren die gefundenen Gleichgewichtsdrucke nicht unab- 
hängig von dem Volumen. Durch die festgelegten Gleichgewichts- 
drucke konnten drei Kurven gelegt werden, welche als die Schmelz- 


koeffizient der molekularen Oberflächenenergie, — grôBer 


1) Nachrichten der K. Ges. der Wiss. zu Güttingen. 1911. S. 358. 
2) Schmelzen und Krystallisieren. 1903. 5. 294. 
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kurve der gewôhnlichen krystallisierten CO,, a, als die Schmelz- 
kurve einer neuen Krystallart, b, und die Umwandlungskurve 
dieser beiden Krystallarten, ç, angesprochen wurden. 


12800 kg 


Figur 1. 

Diese Resultate lassen aber auch eine andere Deutung zu. 
Wenn nämlich auch nur ein Teil der Kohlensäure sich mit der 
Glyzerin-Wasser-Lôsung gemischt hatte, so wird dadurch der 
Gleichgewichtsdruck des Systems, wenn die Menge der geschmol- 
zenen CO, nicht sehr erheblich ist, mit abnehmendem Volumen, 
also mit abnehmender Menge der flüssigen CO,, stark anwachsen 
kôünnen. Dadurch erhält man dann eine Reihe von Gleichgewichts- 
drucken, die nicht mehr auf einer Kurve sondern auf einem 
Flächenstreifen der p-T-Ebene liegen, und da bei Drucken über 
3000 kg die früheren Bestimmungen der Gleichgewichtsdrucke für 
sehr verschiedene Mengen flüssiger CO, ausgeführt wurden, so 
kônnen hierdurch verschiedene Gleichgewichtskurven vorgetäuscht 
worden sein. 

Aus diesen Gründen war es erwünscht, die Bestimmung der 
Koordinaten der Schmelzkurve der CO, zu wiederholen, und zwar 
in einer Weiïse, die nicht mehr die letzte Môglichkeit zuläft. 
Ferner empfahl sich als Methode nicht die frühere der Bestimmung 
des Gleichgewichtsdrucks bei konstanter Temperatur, sondern die 
Festlegung einiger p-T-Kurven bei fast konstantem Volumen. 
Beim Erwärmen eines krystallisierten Stoffes in einem druckfesten 
GefäB ändert sich der Druck viel schneller während der Schmel- 
zung als vor und nach der Schmelzung. Wird bei der Erwärmung 
eine Umwandlungskurve und die Schmelzkurve des Stotfes über- 
schritten, so tritt sowohl während der Umwandlung als auch 
während der Schmelzung die schnellere Ânderung des Druckes ein, 
man kann also durch Aufnahme von p-7-Kurven die Frage nach 
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der Existenz der Umwandlungskurve c Fig. 1 viel sicherer ent- 
scheiden als durch Bestimmungen des Gleichgewichtsdruckes bei 
konstanter Temperatur. Um den CO,-Schnee vor der Berührung 
des den Druck übertragenden Rizinusüls zu schützen, wurde 
zwischen die Stahlbombe, in der sich der in einem Glasrôührchen 
zusammengeprefite CO,-Schnee befand, und den Druckapparat ein 
U-fôrmiges Stahlrohr, gefüllt mit Quecksilber, geschaltet. Da die 
Schmelzkurve des Quecksilbers bei 3000 kg etwa 20° tiefer liegt 
als bei der CO,, so konnten auf den p-7-Kurven die Schmelzeffekte 
der CO, und des Hg leicht unterschieden werden. 

Auf den p-T-Kurven der CO, zwischen 2500—3500 kg war 
immer nur ein einziges Temperaturintervall, in dem der Druck 
beschleunigt ansteigt, zu beobachten, so daf man mit Sicherheit 
behaupten darf, daf ein Tripelpunkt bei —7.5° und 2800 kg nicht 
existiert und ebenso auch nicht die Gleichgewichtskurven b und € 
Fig. 1. 


Koordinaten der Schmelzkurve der Kohlensäure. 


Nr. des  Beginn der Schmelzung Ende der Schmelzung # 
Versuches L p “4 p 

a? — 20.95 2318 — 16.0 2370 
2* — 20.0 2675 — 8.5 2790 
3* — 13.00 3108 — 0.5 3220 
4* — 8.2 3265 + 8.0 3370 
6) — — 9,3 2500 244 
6 — 12.92 2775 — 1.0 3068 298 
7 — — 0.20 3130 300 
8 — 11.95 3075 + 2.6 3365 257 
9 — —— + 10.00 3760 > 229 


* Die Versuche Nr. 1—4 waren mit 1.5 cem CO.-Schnee, die übrigen mit 
6.0 ccm CO,-Schnee angestellt worden. 


Vergleicht man die früher von mir bei konstanter Temperatur 
bestimmten Gleichgewichtsdrucke, in Fig. 2 mit Punkten bezeichnet, 
mit den Temperaturen des Endes der Schmelzung auf den p-7- 
Kurven, mit Kreuzen bezeichnet, so bemerkt man, daB die Kurve 
der früheren Bestimmungen zwischen die Punkte der neuen Be- 
stimmungen fällt. Die Punkte 1 2 3 und 4 wurden in einer kleinen 
Bombe mit 1.5 cem CU,-Schnee, die anderen Punkte in einer 
grôBeren Bombe mit 6.0cem CO,-Schnee erhalten. Das zur 
Temperaturbeobachtung dienende Thermoelement war nicht in 
die CO, selbst eingeführt, sondern nur durch eine Asbestbewicke- 
lung an die Bombe angepreft. Daher liegen bei tieferen Tempe- 
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.: 2000 Kg. pr. 1qcm. 2500 3000 9500 4000 
Figur 2. 

raturen, bei denen die Erwärmungsgeschwindigkeit der Bombe 
grôBer war als bei hôheren Temperaturen, die mit der grôBeren 
Bombe erhaltenen Schmelzpunkte bei etwas hôheren Temperaturen 
‘ als die mit der kleineren Bombe bestimmten Schmelzpunkte. Die 
durch Kreise kenntlich gemachten Zustandspunkte des Beginns 
der Schmelzung liegen bei bedeutend tieferen Temperaturen, etwa 
10° tiefer, als die Zustandspunkte des Endes der Schmelzung. 
Hieraus folgt, daB der aus komprimierter CO, hergestellte CO,- 
Schnee eine nicht unerhebliche Menge einer Beimengung enthalten 
muf. Diese Beimengung ist wohl das aus der Luft auf dem kalten 
Schnee kondensierte Wasser, welches sich in’ merklicher Menge in 
der flüssigen CO, lôsen muf. Da sich auf kleineren Mengen CO,- 
Schnee relativ mehr Wasserdampf kondensieren wird, so liegen 
die Temperaturen des Beginns der Schmelzung bei den Versuchen 
123 4 mit 1.5 ccm CO,-Schnee noch um etwa 4° tiefer als die 
mit. 6.0 ccm CO,-Schnee ausgeführten Versuche. Würde man einen 
Stoff ohne Beimengungen sehr langsam erwärmen, so würde das 
Stück der p-T-Kurve, welches der Schmelzperiode entspricht, mit 
der Schmelzkurve zusammenfallen. Der Zustandspunkt des Beginns 
der Schmelzung und der des Endes der Schmelzung würden dann 
beide auf die Schmelzkurve fallen. Enthält aber der untersuchte 
Stoff Beimengungen, so fällt der Zustandspunkt des Beginns der 
Schmelzung in das Zustandsfeld der Krystalle, bei zu schneller 
Erwärmung kann der Zustandspunkt des Endes der Schmelzung 
in das Zustandsfeld der Flüssigkeit fallen. Aus diesem Grunde 
liegt der Zustandspunkt 5 des Endes der Schmelzung etwas zu 
hoch. ; 

Die Wiederholung der Koordinaten-Bestimmung der Schmelz- 
kurve der CO, zwischen 2800 und 3800 kg hat also ergeben, daf 
von 1kg bis zu diesen Drucken nur eine Krystallform der CO, 
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stabil ist, was für die CO, als nicht assozierte Flüssigkeit zu er- 
warten war. Durch diese Feststellung wird dem Satz, daf eine 
bei gewôhnlichem Druck nicht assozierte Flüssigkeit nur in 
Formen einer Krystallgruppe krystallisieren kann, die einzige 
Ausnahme genommen. 

Betrachten wir das frühere Diagramm Fig. 1 von p — 2800 
bis 5000 kg vom Standpunkt der reinen Thermodynamik und vom 
Standpunkt der Atomistik, so kommen wir zum SchluB, daf die 
Thermodynamik solche Zustandsdiagramme zuläft, daB aber die 
Atomistik gewichtige Gründe gegen das Vorkommen eines solchen 
Zustandsdiagrammes vorzubringen hat. Für die Anwendung der 
Atomistik auf die Gleichgewichtslehre ist also von grôBter Bedeu- 
tung, was die Erfahrung über das Vorkommen jener Art von Dia- 
grammen aussagt. Sollte ein Diagramm jener Art auch nur für 
einen Stoff festgestellt werden kônnen, so müfite man die Anwen- 
dung der Atomistik zur Erläuterung der Zustandsdiagramme auf- 
geben. Wir wollen, nur die stabilen Krystallformen berücksichti- 
gend, drei Fälle betreffs der Lage der Umwandlungskurve c zu 
den beiden Schmelzkurven a und b, die in normaler Weiïse mit 
wachsendem Druck zu hôheren Temperaturen steigen môgen, unter- 
scheiden. 

1. Die Umwandlungskurve c mag, in dem auf ihr mit wach- 
sendem Druck die Gleichgewichtstemperatur steigt, in den Schnitt- 
punkt der beiden Schmelzkurven a und D treffen, Fig. 8. 

2. Die Umwandlungskurve c mag in diesen Punkt treffen, 
indem auf ihr bei abnehmendem Druck die Temperatur steigt, 
Fig. 4 und 

3. mag die Umwandlungskurve, indem auf ihr mit abnehmendem 
Druck die Temperatur fällt, zum Tripelpunkt gehen, Fig. b. 

Thermodynamisch betrachtet sind auf Grund eines früher!) 
abgeleiteten Satzes alle Lagen der Umwandlungskurve c zwischen 


Figur 8. Figur 4. 


1) Annalen der Physik. Bd. 6. $S. 65. 1901. 
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den Verlängerungen der Schmelzkurven a und b im Zustandsfeld 
der beiden Krystallarten 3 und 4 môglich. Gegen den Fall 3 ist 
also vom Standpunkt dieses Satzes nichts einzuwenden, und ebenso 
wenig kann etwas gegen diesen Fall eingewandt werden, wenn 
man denselben mit Hülfe der Flächen des thermodynamischen 
Potentials ableitet. Berücksichtigt man aber, daB bei konstanter 
Temperatur für die drei Fälle folgende Beziehungen der spezifischen 
Volumen der drei Phasen: 2, flüssig, 3 und 4, krystallisiert, gelten 
müssen : 


1; U>V0,>0,, 

A 
2. >, >, un‘ 
8. VV >, 


so ersieht man, daf in den Fällen 1 und 2 aus der Flüssigkeit 
. bei hôheren Drucken die Form mit kleinerem Volumen krystalli- 
sieren wird, während im Falle 3 bei hôheren Drucken die Form 4, 
deren Volumen grôBer ist, als das der Form 3, krystallisieren 
sollte. Es müfte also in diesem Falle die Molekülart grôBeren 
Molekularvolumens sich bei hôheren Drucken krystallbildend be- 
tätigen. Da aber die Konzentration dieser Molekülart, wie thermo- 
dynamisch gezeigt werden kann, mit wachsendem Druck abnimmt, 
darf sie nicht erst bei hôheren Drucken zur Krystallbildung ge- 
langen, sondern müfte sich schon bei kleineren Drucken in dieser 
Richtung betätigen. 


Wenn bei einem Stoff ein Zustandsdiagramm entsprechend 
dem der Figur 5, in dem die Umwandlungskurve sich über die 
durch den Tripelpunkt gelegte Parallele zur p-Achse erhebt, ge- 
funden werden sollte, so würde diese Tatsache mit dem Satze, 
daB der Vorgang der Krystallisation eine Polymerisation der 
Moleküle nicht bedingt, daB also an der Raumgitter-Besetzung nur 
eine der in der Flüssigkeit schon vorhandenen Molekülarten sich 
beteiligt, nicht verträglich sein. 


Man müfte, wenn bei einem Stoffe das Zustandsdiagramm, 
Fig. 5, wirklich festgestellt werden sollte, nicht nur jenen Satz 
aufgeben, sondern auch einen Grund angeben kônnen, der hinreicht, 
um die Tatsache zu verstehen, daB sich bei kleinen Drucken die 
Moleküle grôBeren Volumens nicht ausscheiden, während sie doch 
bei hôheren Drucken sich krystallbildend betätigen. Das einzige 
Zustandsdiagramm, in dem für die Volumen der drei Phasen die 
Beziehung 3) gilt, war das der CO,; nachdem nunmehr erwiesen 
worden ist, daf ein Tripelpunkt auf der Schmelzkurve der CO, 
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nicht vorkommt, ist kein einziges Zustandsdiagramm bekannt, 
welches gegen den Satz, daB nur solche Moleküle, welche in der 
 Flüssigkeit schon vorhanden sind, sich an der Krystallbildung be- 
teiligen, spricht. Auferdem ist durch die Revision des Zustands- 
diagrammes der Kobhlensäure die Regel, daB nicht assoziierten 
Flüssigkeiten nur eine stabile Krystallart entspricht, die einzige 
Ausnahme genommen worden. 


PP Te RS ee 


Gruppen zweiseitiger Kollineationen. 
Von 


E. Study in Bonn. 
Vorgelegt in der Sitzung am 2. März von D. Hilbert. 


In der Theorie der Abel'schen Funktionen treten Gruppen 
von Kollineationen auf, die, abgesehen von der identischen Kollinea- 
tion, alle involutorisch und folglich paarweise vertauschbar sind. 
Dahin gehôren die sogenannte Vierergruppe des binären Grebietes 
und jene vielfach betrachtete Gruppe, die als Kollineationsgruppe 
der Kummerschen Konfiguration bekannt ist. Die merkwürdigen 
Eigenschaften dieser letzten Gruppe und ibrer von Herrn Wir- 
tinger untersuchten Analoga') haben die Entstehung der vorlie- 
genden Arbeit veranlaft. Wir fassen die identische Transformation 
mit den involutorischen unter dem Namen zweiseitiger Transfor- 
mationen zusammen ?), und stellen die beiden Aufgaben: 

IL Man soll alle Maximalgruppen zweiseitiger Kollineationen 
finden. 

IL. Man soll alle Maximalgruppen eweiseitiger reeller Kollinea- 
tionen finden. 


Das heift wir verlangen alle Gruppen complexer wie reeller : 


zweiseitiger Kollineationen zu bestimmen, die nicht in umfassen- 
deren Gruppen derselben Art enthalten sind. DaB wir nur nach 
diesen offenbar interessantesten Maximalgruppen fragen, ist übrigens 
eine nebensächliche und leicht aufzuhebende Einschränkung. Beide 
Aufgaben werden hier mit einfachen Mitteln vollständig erledigt. 


1) Monatshefte für Mathematik, Bd. I, 1890. 
- 2) Wegen der Terminologie siehe H. Weber, Algebra (2. Auflage), I, S. 433, 
II, S. 58. 
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($$ 1, 2, 3). Es zeigt sich, daf die zuvor genannten speziellen 
Gruppen solche Maximalgruppen sind, und unter allen môglichen 
eine Sonderstellung einnehmen ($ 4). Zugleich werden wir nach- 
weisen, daB unter diesen Gruppen die der Kummer’schen Konfi- 
guration eine isolierte Stellung einnimmt; was mit der Unterschei- 
dung zusammenhängt, die wir durch die Worte links und rechts 
auszudrücken pflegen (Satz 16). Auferdem findet sich, daB auch 
noch das nächste Analogon der Kummer’schen Gruppe solche singu- 
läre Eigenschaften hat, die aber von ganz anderer Art sind ($ 6, 
Satz 23), 

Zum SchluB bringen wir auch einige Anwendungen des Vor- 
getragenen auf andere, Nicht-Abel’sche und zwar einfache Gruppen, 
darunter auch solche auf gewisse kontinuierliche Gruppen ($ 5). 
Hier werden wir uns sehr kurz fassen, und auf Beweise verzichten 
müssen. Es würde schon eine recht umfangreiche Darlegung nôtig 
sein, um einen Begriff zu geben von dem Reichtum der Zusammen- 
hänge, die unseren anscheinend so eng begrenzten Stoff mit den 
verschiedenartigsten Theorien verbinden. Bemerkt sei noch, daf 
die angewandte Methode den einfachsten Fall einer solchen vorstellt, 
die in der allgemeinen Theorie der A bel’schen Kollineationsgruppen 
mit ähnlichem Erfolg wird verwendet werden künnen. 


$ 1. Definitionen und vorbereitende Sätze. 

Wir betrachten ein Kontinuum, Gebiet nter Stufe genannt und 
weiterhin als À, bezeichnet, dessen einzelne Stelle durch irgend 
ein Wertsystem von n (= 2) homogenen komplexen Veränderlichen 
bezeichnet wird, das also, nach der zweckmäfigen Terminologie 
des Herrn Segre, ein spezieller Raum (%,.) von #—1 ,kom- 
plexen Dimensionen“ ist’). In diesem Gebiet werden, wenn n 2 
ist, Kollineutionen und Korrelationen wie üblich erklärt, und von 
uns unter dem Namen projektiver Zuordnungen oder Projektivitäten 
zusammengefafit. Für den Fall n — 2 geben wir eine besondere 
Erklärung. Wir denken uns dann alle Projektivitäten doppelt 
gesetzt, ihre ganze Mannigfaltigkeit mit zwei Schichten bedeckt. 
Projektivitäten der einen Schicht heifen Kollineationen, die der an- 
deren Korrelationen. Das Produkt zweier Kollineationen oder zweier 
Korrelationen fassen wir als eine Kollineation auf, das Produkt 
einer Kollineation und einer Korrelation oder einer Korrelation 


1) Wo es sich um lineare Mannigfaltigkeiten handelt, ist es fast immer ein- 
facher, die Stufensahlen zur Erscheinung zu bringen, was leider oft verkannt 
wird. Wir zichen also die Bezeichnung R, der anderen R,, (= A,-;) vor. 
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und einer Kollineation als eine Korrelation. AuBerdem erstrecken 
wir den Begriff der Kollineation auch auf den nachträglich noch 
hinzuzunehmenden Fall x — 1, wo er dann die Zuordnung eines 
einzigen Punktes zu sich selbst bedeuten soll. Diese Festsetzungen 
dienen der Einfachheit und Kürze; wir ersparen uns dadurch die 
sonst nôtige Unterscheidung mehrerer Fälle. Aus dem gleichen 
Grunde wird es sich als zweckmäfig erweisen, ein ,Gebiet R,“ zu 
fingieren, das gar keinen Punkt enthält, und also auch mit keinem 
anderen Crebiet einen Punkt gemein hat. 

Unmittelbar sieht man, da eine Gruppe zweiïseitiger Kollinea- 
tionen (wie jede Gruppe periodischer Kollineationen) nur eine end- 
liche Zahl N von Transformationen umfassen kann, ferner, da sie 
zur Familie der Abel'schen oder Æommutativen Gruppen gehôrt, 
und daB also die Zahl N, die Ordnung der Gruppe, immer eine 
Potenz von zwei ist (2° — 1 im Falle der identischen Kollinea- 
tion). Man wird nun so zu Werke gehen kôünnen, daB man zu- 
nächst eine involutorische Kollineation nach Belieben annimmt — 
die dann mit der identischen Kollineation notwendig eine Gruppe 
bildet —, hierauf eine zweite involutorische Kollineation und das 
Produkt der ersten und zweiten Kollineation hineinfügt, so daB 
wieder eine Gruppe — eine sogenannte Vierergruppe — entsteht, 
und so lange mit diesem Erweiterungsproze fortfährt, bis er von 
selbst ein Ende erreicht. Gleichzeitig wird man die dem Koordi- 
natensystem anhaftende Willkür dazu verwenden, die nach ein- 
ander konstruierten Gruppen von 2, 4, 8,... Kollineationen auf 
môglichst einfache Weise durch Formeln darzustellen. Je nachdem 
man es mit unserer ersten oder zweiten Aufgabe zü tun hat, wird 
man dabei die Ecken des Koordinatenpolytops und den zugehôrigen 
Eïnheïtspunkt im komplexen oder nur im reellen Gebiet variieren 
lassen. Wir behandeln zunächst die Aufgabe I, die die einfachere 
von beiden ist. 

Zunächst bringen wir die gegenüber der Gruppe aller Kolli- 


neationen invarianten Eigenschaften der zweiseitigen Kollineationen 


in Erinnerung. Man stelle die Stufenzahl » irgendwie als Summe 
von zwei #icht negativen ganzen Zahlen dar, n — l+». Ist dann 
1=0, m0, so nehme man in À, zwei Gebiete N, und N,, übrigens 
beliebig, doch so an, daB sie keinen Punkt gemein haben und 
folglich in keinem Gebiet »n—1ter Stufe, in keinem R,, liegen, 
Diese beiden Gebiete sind dann, wie wir sagen wollen, die Inzi- 
denzgebite einer durch sie bestimmten involutorischen Kollineation. 
Irgend zwei durch die Kollineation gepaarte Punkte fallen ent- 
weder zusammen, und liegen dann in %, oder in #,, oder sie 
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liegen auf einer durch einen der Punkte schon bestimmten Geraden, 
die À, und À,, trifft, und werden durch die Schnittpunkte dieser 
Geraden mit #, und À,, harmonisch getrennt. Ist ! — 0 oder 
m = 0, so kann man das für diesen Fall fingierte Gebiet R, (siehe 
oben) zusammen mit %, als das Paar der ,Inzidenzgebiete“ der 
identischen Kollineation E auffassen. Jedem Paar ,ganz getrennt 
liegender“ Gebiete À,, R,, wie wir sie hiermit erklärt haben, 
entspricht dann eine zweiseitige Kollineation, und alle gegenüber 
komplexen Kollineationen invarianten Eigenschaften dieser Kolli- 
neation sind durch die gewählte Zerlegung n — l+m bestimmt. 
Verteilt man die Ecken der Koordinatenpolytops auf S; und A, 
so wird die Kollineation durch ! oder "»m Vorzeichenwechsel der 
Koordinaten dargestellt, oder sie kann doch so dargestellt werden. 
Sind die Inzidenzgebiete einer involutorischen Kollineation bekannt, 
so hat man damit auch alle linearen Punktmannigfaltigkeiten 
(Teilgebiete von fR,), die bei der Kollineation in Ruhe bleiben. 
Diese müssen nämlich entweder punktweise in Ruhe bleiben und 
dann in f, oder À,, enthalten sein; oder ihre Punkte werden in- 
volutorisch gepaart, und dann sind sie die kleinsten verbindenden 
Grebiete von zwei auf R, und À,, verteilten Gebieten. 

Es $eien nun $, T zwei mit einander vertauschbare aber von 
einander verschiedene zweiseitige Kollineationen (# = 1). Dann 
sind zwei Fälle denkbar : 

S und T kôünnen zunächst, wie wir sagen wollen, syzygetisch 
sein, d. h. es kann etwa T die Incidenzgebiete von S einzeln in 
Rubhe lassen. Dies tritt notwendig ein, wenn S oder T' die iden- 
tische Kollineation E ist. Sind S und T'involutorisch, so reduziert 
sich 7 für jedes Inzidenzgebiet von S auf die identische Kolli- 
neation oder wieder auf eine involutorische Kollineation. Auf diese 
ist das zuvor Gesagte anwendbar. Es folgt also, daB man das 
Koordinatenpolytop so legen kann, daB $S und 7 gleichzeitig durch 
Vorzeichenwechsel der Koordinaten ausgedrückt werden. S läBt 
auch die Inzidenzgebiete von T einzeln in Ruhe. Die von S und 
T erzeugte Gruppe — eine syzygctische Vierergruppe — (E, S, T, ST) 
kann sofort konstruiert werden. Man nehme in HN, vier Gebiete 
R,, N, R,, Rs an, deren eines auch ein À, sein darf (siehe oben), 
und zwar derart, da die Summe der Stufenzahlen «+8B+y#40 = n 
ist, und da alle zusammen in keinem A,, liegen. Man suche 
dann die kleinsten verbindenden Gebiete H,,, u.s. w. Aus diesen 
lassen sich drei Paare bilden, und jedes von diesen ist das Paar 
der Inzidenzgebiete von einer der drei involutorischen Kollinea- 
tionen S, T, ST. 
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Die zweite der angedeuteten Môglichkeiten besteht darin, da8 
die Inzidenzgebiete von S durch 7, und dann, nach dem Gesagten, 
auch die von 7 durch $S miteinander vertauscht werden. Alle vier k 
Gebiete müssen dann dieselbe Stufenzahl m haben, die Stufenzahl 
n ist hier notwendig gerade, — 2m. Wir nennen S und Tin 
diesem Falle azygetisch. Ist n — 2, so sind S und T zwei Invo- 
lutionen, deren Inzidenzgebiete (hier sogenannte Doppelpunkte) 
einander harmonisch trennen. 

Ist » = 2, so liegen die Inzidenzgebiete von S und T' ebenfalls 
vôllig getrennt, es gibt keinen gemeinsamen Punkt zweiïer von 
ihnen. Von jedem Punkt eines unter ibnen geht sodann eine ge- 
meinsame Sekante aller vier Gebiete aus, eine gerade Linie, die 
sie alle trifft, und auf jeder dieser Geraden werden durch die zwei 
Paare von Inzidenzgebieten zwei Paare einander harmonisch tren- 
nender Punkte ausgeschnitten. Vervollständigt man die Figur, 
indem man auf jeder Sekante ein drittes die beiden genannten har- 
monisch trennendes Paar von Punkten hinzufügt, so erhält man 
als Ort aller dieser Punkte die beiden Inzidenzgebiete von ST. 
Die involutorischen Kollineationen S, T und ST sind also paarweise 
azygetisch, die von S und T erzeugte Gruppe (E, S, T, ST) ist, 
wie wir sagen wollen, eine azygetische Vierergruppe. Die Ecken 
des Koordinatenpolytops kônnen auf die Inzidenzgebiete von S, 
oder auf die von 7, oder endlich auf die von ST verteilt werden. 
Die Transformationen der Vierergruppe, die wir nun besser durch 
das Symbol (E, S,, S,, S,) bezeichnen ($S, 8, $, — E), werden mithin 
dargestellt oder kônnen doch dargestellt werden durch die linearen, 
und zwar, wie wir gleich bemerken wollen, eigentlich-orthogonalen 
Transformationen 


ESS ls, 
CARE MINE PE LE NE À 
(1) CA = |& |A |—%, |—X, 
CA — | 4 | % Le z, 
a = |7x 


. 
0 


Die Paare von Inzidenzgebieten von S,, S,, S, deren analy- 
tische Darstellung man den Gleichungen (1) entnimmt, trennen ein- 
ander, wie wir sagen dürfen, harmonisch. 

Wir bemerken nunmehr, daB die syzygetischen und azygeti- 
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schen Paare S, T von zweiseitigen Kollineationen sich auch alge- 
braïisch auf sehr einfache Weise unterscheiden lassen. Gehen wir 
nämlich von der Darstellung der betrachteten Kollineationen durch 
lineare Transformationen über zu ihrer Darstellung durch bili- 
neare Formen Z, T, so daf z. B. der Kollineation $, die bilineare 
Form 


2, = Au, +AU,+AU, + AU, +: 


zugeordnet wird, so sehen wir, daB im syzygetischen Falle auch 
diese Formen noch vertauschbar sind, es wird 


2) ZT-TE— 0, 


während bei der anderen Annahme das nicht zutrifft, vielmehr an 
Stelle von (2) die Beziehung 


(3) ZT+TZ = 0 
tritt !). 

Die gefundene Unterscheidung ist natürlich unabhängig von 
der Wahl des Koordinatensystems und ebenso von der Willkür, 
die man bei der Zuordnung von Kollineationen und bilinearen 
Formen hat. 

Wir ziehen aus dem Gesagten nunmehr einige Schlüsse, die 
der Leser leicht bestätigen wird. 

1. Jede Gruppe T zweiseitiger Kollineationen enthält eine ein- 
deutig bestimmte (nämlich müglichst umfassende) Gruppe y, deren sämt- 
liche Kollineationen zu allen Kollineationen von T' syzygetisch sind. 

y kann sich ebensowohl auf die identische Kollineation redu- 
zieren als auch mit I' selbst zusammenfallen. Wir nennen y den 
Kern von T. 

2. Jede Gruppe zweiseitiger und paarweise syzygctischer Kolli- 
meationen des Gebietes R, ist (bei passender Koordinatenwahl) ent- 
halten in der Gruppe 


(4) | x, = +a, le ds A 


die 2" Kollincationen umfafft. Diese ist eine Maximalgruppe zwei- 
seitiger Kollineationen, sobald n grüfler ist als 2. 


1) Allgemein, sind in À, die Kollineationen S und T' vertauschbar, und sind 
Z und T zugeordnete bilineare Formen, so ist TZ = @ZT. Der Faktor o ist 
eine nte Einheitswurzel, und, wenn S und T periodisch sind und zu den primitiven 
Periodenzahlen w und » gehüren (S“ = E, Sv = E; pu, v môglichst kleine ganze 
Zahlen) auch eine wte und vte Eïinheitswurzel. Ist e — 1, so nennen wir die 
Kollineationen syzygetisch. 
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Wir wollen diesen mit ihren Kernen identischen Gruppen, die 
nur als Bausteine der Theorie ein gewisses Interesse zu haben 
scheinen, das Beiwort trivial anhängen. 

8. Ist S eine Kollineation von I, die nicht dem Kern ange- 
hôrt (siehe Satz 1), so gibt es in T° ebensoviele Kollineationen, die zu 
S syzygetisch sind wie solche die zu S azygetisch sind. 

Insbesondere folgt 

4. Die azygetischen Vierergruppen sind die einzigen Gruppen T, 
deren involutorische Kollineationen paarweise azygetisch sind. 

Es kann sein, dà8 zwei Untergruppen I, und F, von l' die 
Eigenschaft haben, daf jede Kollineation von I, zu jeder Kolli- 
neation von I, syzygetisch ist. Nennen wir dann diese Gruppen 
zu einander syzygetisch, so gilt der Satz: 

5. Zu jeder azygetischen Vierergruppe T, in I' gehôrt eine vüllig 
bestimmte Darstellung von T° als Produkt (syzygetisches Produkt) von 
zwei zu einander syzygetischen Gruppen, I = I,.I1, Die zweite 
dieser Gruppen enthält den Kern von I. 

Zum Beweise gehe man aus von irgend einer Zerlegung I' — 
T,.IY. I sei = (E,S,,8,,S,), und I* sei durch eine sogenannte 
Basis dargestellt. ÆErsetzt man dann irgend eine Transformation 
TY dieser Basis durch eines der drei Produkte 7, — $, T*, so 
ändert sich T*, nicht aber das Produkt -1,.I*. Ist nun T* syzy- 
getisch oder azygetisch zu zweien unter den drei Kollineationen 
8,, 5,, S,, etwa zu $,, S,, so ist sie syzygetisch zur dritten, also 
zu S,, und umgekehrt. Im zweiten Falle ist T = $, T* zu S,,8, 
und S, syzygetisch. Setzt man also, je nach Umständen, T — T*, 
oder T = S, T* (x == 1, 2 oder 3), und verfährt man so mit allen 
involutorischen Kollineationen der Basis, so erhält man schlieflich, 
an Stelle von T*, die eindeutig bestimmte Gruppe F, als Produkt 
aller gefundenen Transformationen T. 


$ 2. Maximalgruppen zweiseitiger Kollineationen. 


Es bleiben jetzt noch die Maximalgruppen G zweiseitiger Kolli- 
neationen zu finden, in denen azygetische Vierergruppen vorkommen 
(n —= 2m). Der Fall n = 2, in dem die azygetischen Vierer- 
gruppen selbst schon Maximalgruppen sind, kann dabei als erledigt 
angesehen werden. 

Aus dem Gesagten geht nun hervor, daf in dem betrachteten 
Gebiet À, = À, (#1) eine Mannigfaltigkeit M,, von 1+(m—1) 
komplexen Dimensionen liegt, die bei einer gegebenen unter den 
vorausgesetzten Vierergruppen in Ruhe bleibt, alle zuvor beschrie- 


| 


| 
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benen Sekanten enthält, auBerdem aber auch als Ort von Gebieten 
mter Stufe angesehen werden kann, die sämtlich durch jene Ge- 
raden kollinear auf einander bezogen sind, und sie wiederum kol- 
linear (projektiv) auf einander beziehen. Hierdurch aber und durch 
die weitere (evidente) Eigenschaft, in keinem R,, zu liegen, ist 
das Gebilde M, — eine rationale sogenannte Normalmannigfaltig- 
keit — bis auf Kollineationen bestimmt. Jede dieser Mannigfaltig- 
keiten ist also zu jeder anderen kollinear, jede kann durch zwei 
Systeme homogener komplexer Parameter 


(6) But Burt Pr DIT anis Pa (m = 2) 


erschôpfend dargestellt werden, und zwar, bei passender Koordi- 
natenwahl, mit Hülfe der Formeln 


(6) 2 = Ëp, 2 = Ë,9,, 2, = Ëp,... 2, — Ë,p,. 
Die zu suchende Maximalgruppe G kann jetzt als Produkt zweiïer 
ihrer Untergruppen G,, G, dargestellt werden, denen folgende 
Eigenschaften zukommen: 

a) G, läft alle Geraden y, : y, — konst. einzeln in Ruhe und 
vertauscht das gemeinsame binäre Gebiet £ :EË, dieser geraden 
Linien durch eine Vierergruppe g,. Diese kann in der Form 


| els ls, |s 
(7) E = |#, b, 
ge ph à | — 


angenommen werden. 

b) G, läft umgekehrt die Gebiete mter Stufe Éj:£, — konst. 
einzeln in Ruhe, und vertauscht ihre Punkte vermôüge einer ge- 
wissen Gruppe g, von Kollineationen, die durch lineare Transfor- 
mationen der VerhältnisgrôBen ®,:9, : ...: y, dargestellt werden. 

c) Die Gruppen G, und 9,, und ebenso die Gruppen G&, und 
9, sind holomorph. Kennt man g, und g,, so hat man damit auch 
G, und G,. 

Das Letzte folgt daraus, daB die Produkte (6) linear -unab- 
hängig sind. Man kann daher z. B. die Transformationen von G, 
hinschreiben, wenn die von g, gegeben sind. So entstehen aus 
den Formeln (7) die Formeln (1). Dasselbe aber gilt von G, 
und ÿ,. 

d) Die Gruppen G, und G, sind zu einander syzygetisch. 
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e) g, ist eine Maximalgruppe zweiseitiger Kollineationen, da 
andernfalls G keine solche sein kônnte. 

Hiermit ist die Bestimmung der nichttrivialen Maximalgruppen 
G in À, zurückgeführt auf die Bestimmung aller (trivialen und 
nichttrivialen) Maximalgruppen in R,. Ist » ungerade, so hat der 
so begonnene ReduktionsprozeB schon sein Ende erreicht, g, ist 
notwendig eine triviale Maximalgruppe. Ist m gerade, so kann 
die gleiche SchluBweise wiederholt werden. Man kann dann, wenn 
9, nicht trivial ist, 7» — 4Ù setzen, und die Gruppe G als syzy- 
getisches Produkt von dreien ihrer Untergruppen darstellen mit 
Hülfe der nach Analogie von (6) gebildeten Formeln 


D, — bi Vin Lys = 61 Na Vi 
@ b m Ÿ Bad 
Xy — CAT PLUMES % — Es Ma Vi) 


(æ = Em Vie Ty — Ë, Ma Vi). 


Es ist bewiesen : 

6. Ist n 2, und ist 2? die hôchste Potenz von 2, durch die n 
teilbar ist (n = 2°.q) so gibt es im Gcbiete nter Stufe p+1 we- 
sentlich-verschiedene Maximalgruppen zwciseitiger Kollineationen. Jede 
von diesen entspricht einer Zerlegung der Stufenzahl n in zwei Fak- 
toren der Form 2* und 27" .q. Irgend eine dieser Maximalgruppen 
G kann als syzygetisches Produkt von uw azygetischen Vierergruppen 
und ihrer Kerngruppe g dargestellt werden, die 


(2.91) 


Kollineationen umfaft. 

Als nicht wesentlich-verschieden betrachten wir hier natürlich 
solche Gruppen, die zueinander kollineur sind !). 

Die zuletzt genannte Produktdarstellung von G ist nicht ein- 
deutig bestimmt, auBer im trivialen Falle u = 0. Wohl aber ist, 
wie unser Beweis zeigt, jede solche Zerlegung zu jeder anderen 
kollinear. Die Zahl der vorhandenen azygetischen Vierergruppen, 
mit deren jeder eine Zerlegung beginnen kann, findet sich, wenn 
die Ordnung von G gleich N ur wird, gleich 


1) Dies scheint uns der angemessene Terminus für Aequivalenz irgend 
welcher Figuren, auch Gruppen, gegenüber der Gruppe aller Kollineationen zu 
sein; üblich sind jedoch die weniger bezeichnenden und besonderer Erklärungen 
bedürftigen Worte ähnlich, gleichberechtigt, konjugiert, und äquivalent schlechthin. 
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Ferner sieht man, daB der Kern von G durch ein System von 
2-* ,q Gebieten der Stufe 2“ bestimmt wird. Jedes von diesen 
bestimmt zusammen mit dem kleinsten verbindenden Gebiet der 
übrigen eine involutorische Kollineation, und diese Kollineationen 
erzeugen zusammen die Kerngruppe. Die passend gewählten Ver- 
änderlichen x, ...x, lassen sich also zu 2“ auf Systeme so ver- 
teilen, da folgende Beziehungen stattfinden: 

A. Die Kerngruppe g wird dargestellt durch Vorzeichen- 
wechsel, die alle Koordinaten desselben Systems in gleicher Weise 
betreffen, und sie wird durch diese Vorzeichenwechsel erschôpft 
(wobei ein Wechsel der Vorzeichen aller Koordinaten gleich- 
gültig ist). 

B. Die Gruppe G erscheint als (natürlich syzygetisches) Pro- 
dukt von g und einer Gruppe G/g, die 2“ Kollineationen umfaBt, 
und als syzygetisches Produkt von w azygetischen Vierergruppen 
dargestellt werden kann. Bei dieser zweiten Gruppe (die nicht 
eindeutig bestimmt ist, wenn w < p) werden die 2“ Veränderlichen 
eines jeden der bezeichneten Systeme nur unter einander trans- 
formiert, und zwar in gleicher Weise für alle 2"“.n Systeme. 

Indem wir uns einer von Herrn Loew y eingeführten Termino- 
logie ) bedienen, heben wir aus diesem Tatbestand das Folgende 
hervor: 

% Die Maximalgruppen G sind (,vollständig“) reduzibel, mit 
Ausnahme derer, die den Annahmen n — 27, u — p entsprechen. Aus 
Gruppen dieser besonderen Art und trivialen Gruppen lassen sich alle 
nichttrivialen Maximalgruppen G aufbauen. 

Da die genannten Ausnahmefälle wirklich solche sind, ergibt 
sich später (Satz 10). 

Die Betrachtung, die uns zu diesen Sätzen geführt hat, liefert 
auBer der analytischen Darstellung auch lineare Konstruktionen 
für alle Gruppen G. Da die Beschreibung dieser Konstruktionen 
nicht ganz kurz ausfallen kann, so begnügen wir uns mit einem 
Beispiel (n = 6, u = 1): 


nus UN AA 


Man nehme drei gerade Linien À, B, C an, deren kleinstes 
verbindendes Gebiet die sechste Stufe hat. Jede dieser Geraden 
bestimmt zusammen mit dem kleinsten verbindenden Grebiet (einem 
AR, oder Z?,) der beiden übrigen eine involutorische Kollineation. 
Die drei so gefundenen Kollineationen bilden zusammen mit der 


1) Siche etwa Pascal’s Repertorium, 2. Auf. S. 234, 223—9224. 
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identischen Kollineation den Kern der zu konstruierenden Gruppe 
Ferner nehme man auf jeder der drei Geraden zwei Paare von 
Punkten an, die einander harmonisch trennen, und so bezeichnet 
werden môgen: 


alaa; db]; cc,lcc, 


Die Punktepaare a,, a, und a!, a! bestimmen dann auf der ersten 
Geraden zwei Involutionen, und deren Produkt liefert eine dritte 
Involution, deren (durch quadratische Konstruktion zu ermittelnde) 
Doppelpunkte in irgend einer Reihenfolge a,,a, genannt werden 
sollen. Die drei Geraden werden nun durch die vier Ebenen 
(a, b, c), (a, b,c,), (ai b c;), (a, b, c;) projektiv auf einander bezogen. 
Den Punkten a, , «a, werden dabei der Reïhe nach bestimmte Punkte 
b,,b, und c,,c, zugeordnet, so daf z. B. b,,0, sowohl zu b,, 0, 
als auch zu b!, 0; harmonisch liegen. Die fünfzehn involutorischen 
* Transformationen von G kônnen nun so bezeichnet werden: 


To ABC) (BIC A) hu: (CAB): 
Se belab;e) NS) Ti (atre fabrice, 
S:(abclat,c), 8, :(a,b; ca bic), 
Hauo, 0, € (Ro TL: (a, ÿ' |a bd, C,) 


5, + : (a, b, Ci [a b, C,), S, à ‘ (a, b, C2 ja, D, C;), 
S,1,:(40,c140c), ST, :(ab, cab: c:) 
Dit (bebe DC) ST: (a, Die Lanbie). 
Dabei ist 
5, 5,5, — E, AT A Ji = E, 


T,, T,, T, liegen im Kern. Die zwülf letzten Kollineationen haben 
Ebenenpaare als Inzidenzgebiete, S, zum Beispiel die beiden 
Ebenen (a, b, c,) und (a, b,c,). Um alle Transformationen der Gruppe 
zu finden, braucht man nur etwa S,,S, und T,, T, zu kennen, hat 
also nicht nôtig, irrationale Konstruktionen auszuführen. Jeder 
der sechzehn azygetischen Vierergruppen, die in G enthalten sind, 
entspricht eine der beschriebenen Zerlegungen von G. 


:$ 8 Maximalgruppen reeller zweiseitiger Kollineationen. 


Wir kommen nun zu unserer Aufgabe II, deren Behandlung 
wir wieder einige einleitende Bemerkungen vorausschicken wollen. 
. Selbstverständlich ist zunächst, da nur bei gerader Stufen- 
zahl reelle involutorische Kollineationen mit (konjugiert-)imagi- 
nären Inzidenzgebieten môglich sind. 
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Wir behaupten nun: 

8. In jeder syzygetischen Vierergruppe reeller Kollineationen ist 
die Zahl der Kollineationen mit imaginüren Inzidenzgebieten gerade, 
und in jeder azygetischen Vierergruppe ist sie ungerade. Ist sie gleich 
drei, so ist die Stufenzahl n durch vier teilbar. 

Eines ausgeführten Beweises bedarf wohl nur der letzte Teil 
des Satzes 8. 

Es seien also S und T zwei reelle azygetische involutorische 
Kollineationen, und es môge S zunächst reelle Inzidenzgebiete haben. 
Dann sind die Geraden der zuvor betrachteten Schaar, die von 
reellen Punkten der Inzidenzgebiete von $S ausgehen, ebenfalls 
reell, und es hat folglich von den beiden Kollineationen S und ST 
eine reelle und eine konjugiert-imaginäre Inzidenzgebiete. Wenn 
also zweitens $S und 7 keine reellen Inzidenzgebiete haben, so 
kann auch das Produkt ST solche nicht haben. Es bleibt aber 
noch festzustellen, ob und unter welchen Bedingungen dieser Fall 
môüglich ist. 

Wir denken uns zu irgend einem reellen Punkte von f, die 
ihm in S, T und ST zugeordneten Punkte konstruiert. Diese 
vier Punkte kônnen dann durch ein reelles Gebiet À, verbunden 
werden, das bei der betrachteten Vierergruppe in Ruhe bleibt, sie 
liegen aber nicht in einem Gebiet R,. Ein auferhalb f, ange- 
nommener Punkt führt zu einem neuen Gebiet R!, das mit A, 
keinen reellen und folglich überhaupt keinen Punkt gemein bat, 
und daher mit À, zusammen ein reelles Gebiet R, bestimmt. Fährt 
man auf diese Art fort, so erkennt man, da8 x durch vier teilbar 
sein muf, # — 4.7. Die reellen Ecken eines Koordinatenpolytops 
kônnen dann auf ! solche Gebiete vierter Stufe verteilt werden. 
Ist das geschehen, so werden je vier zusammengehôrige Koordi- 
naten, wie «,,4,, x, , x, durch die Kollineationen der Vierergruppe 
nur unter einander vertauscht. In irgend einem der nunmebr be- 
trachteten Gebiete R, gehôren zu den involutorischen Kollineationen 
der Vierergruppe drei Paare konjugiert-imaginärer Oerter von 
Inzidenzpunkten, nämlich drei Paare gerader Linien, diese Kolli- 
neationen sind also durch drei Paare von konjugiert-imaginären 
Geraden bestimmt, die derselben Schaar von Erzeugenden einer M., 
nunmehr einer Fläche 2. Ordnung angehüren und einander harmo- 
nisch trennen. Solche Figuren gibt es wirklich, und sie sind alle 
zu einander rcell-kollinear. Die Fläche 2. Ordnung ist notwendig 
reell, d.h. mit paarweise konjugiert-imaginären Punkten ausgestattet. 
Reelle Punkte hat sie aber nicht. Daher darf ihre Gleichung in 
der Form 


métier 
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(9) ai +ar+as+a —= 0 
angenommen werden. Die gesuchte Gruppe aber kann bei pas- 
sender Koordinatenwahl nunmehr so geschrieben werden: 


mue x, Z, æ; 
107 ; y 
(lan 2% = |, |—-4,| x, |—2x, 
AE 
Lg — | Lg | ZX, %, 
ut 
a =] —%,|—2,|—2, 


(Ebensolche Transformationsformeln erhält man für das nächste 
System von vier Koordinaten x,, x,, æ,, æ,, u. 8. w.). 


Wir erhalten nun jedenfalls gewisse Lôsungen des Problems 
II aus denen des Problems I, wern wir dem benutzten Koordi- 
natensystem die Einschränkung auferlegen, daf seine Ecken samt 
dem zugehôrigen Einheïtspunkt reell sein sollen. Wir behaupten, 
daf damit schon alle wesentlich-verschiedenen Lôüsungen des Pro- 
blems II gefunden sind. 

Wir stellen also folgenden Lehrsatz auf, dessen erster Teil 
durch das Vorhergehende schon erwiesen ist: 

9. In jeder der verschiedenen Klassen zueinander kollinearer 
Maximalgruppen G finden sich solche Gruppen, deren sämtliche Kolli- 
neationen reell sind. Alle diese zur selben Klasse gelôrigen Gruppen 
sind zu einander reell-kollinear, und sie erschôpfen die wesentlich-ver- 
schiedenen Maximalgruppen reeller sweiseitiger Kollineationen. 

Zwei Gruppen rceller Kollineationen gelten uns natürlich nur 
dann als wesentlich-verschieden, wenn sie nicht zu einander reell- 
kollinear sind. 

Beschränken wir uns also nunmehr auf reelle Kollineationen, 
und suchen wir zunächst wieder solche Maximalgruppen G&, die 
mit ihren Kernen zusammenfallen. Ist G eine solche Gruppe, 
so liegt entweder von vorn herein der durch die Gleichungen (4) 
dargestellte triviale Fall vor, oder es müssen in G Kollineationen 
auftreten, deren Inzidenzgebiete (paarweise konjugiert-) imaginär 
sind. Wir zeigen, daB die zweite Annahme zu einem Widerspruch 
führt, daB nämlich G dann nicht Maximalgruppe sein kann. Sind 
zwei solche Kollineationen S und 7 vorhanden, so hat das Produkt 
ST reelle Inzidenzgebiete (Satz 8). (G kann daher als Produkt 
der Gruppe G, = (E, S) und einer Gruppe G, aufgefaft werden, 
deren involutorische Kollineationen sämtlich reelle Inzidenzgebiete 

Kgl. Ges. d. Wiss, Nachrichten, Mutb phys. Klasse, 1912. Heft 4. 32 
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haben. (Vergleiche den Beweis zu Satz 5). Jedes von diesen 
letzten CGrebieten ist dann das kleinste verbindende Gebiet von 
zwei konjugiert-imaginären Gebieten, die auf die Inzidenzgebiete 
von S verteilt sind. Daher haben die zu G, gehôrigen Inzidenz- 
gebiete alle gerade Stufenzahlen. Jede solche Gruppe G, ist aber 
notwendig in einer Gruppe G* enthalten, die so konstruiert wird: 
Man nehme in R, — N,, ” reelle gerade Linien an, deren kleinstes 
verbindendes Gebiet R, selbst ist. Jede dieser Geraden bestimmt 
zusammen mit dem kleinsten verbindenden Gebiet der übrigen eine 
involutorische Kollineation, und diese Kollineationen erzeugen zu- 
sammengenommen die Gruppe G*, S ist nun entweder sicher nicht 
Maximalgruppe, oder G, ist selbst schon eine selche Gruppe G*. 
In diesem zweiten Falle muB dann G 2” Kollineationen umfassen; G 
kann durch einfache Vorzeichenwechsel dargestellt werden, wenn 
man ein Koordinatenpolytop mit paarweise konjugiert-imaginären 
auf die ’” Greraden verteilten Ecken benutzt. 

Die gefundenen Gruppen G sind nun wirklich Maximalgruppen 
zweiseitiger reeller paarweise syzygetischer Kollineationen. Aber 
Maximalgruppen zweiseitiger reeller Kollineationen schlechthin sind 
sie nicht. Nimmt man nämlich auf jeder der »# Geraden einen 
reellen Punkt an, so bestimmt das kleinste verbindende Gebiet 
aller dieser Punkte zusammen mit dem ïihm durch S zugeordneten 
Gebiet eine reelle involutorische Kollineation 7. Diese ist, nach 
Konstruktion, syzygetisch zu allen Kollineationen von G*, und 
azygetisch zu $S. Sie ist also, nach Voraussetzung, nicht in G 
enthalten. Daher erzeugt sie mit G zusammen eine umfassendere 
Gruppe, während G eine Maximalgruppe sein sollte. 

Es bleiben also jetzt noch die Maximalgruppen G zu suchen, in 
denen azygetische Vierergruppen vorkommen. Dann wird nur 
noch zu zeigen sein, daB immer auch solche azygetische Vierer- 
gruppen in G& vorkommen, von deren involutorischen Kollineationen 
nur eine imaginäre Inzidenzgebiete hat. Wenn das nämlich be- 
wiesen sein wird, so kommen wir auf die zuvor angestellte auf die 
Gleichungen (6) bezügliche Ueberlegung zurück. 

Wir setzen also jetzt voraus, daf die zu suchende Maximal- 
gruppe G eine azygetische Vierergruppe (E, S,, S,, S,) enthält, 
deren involutorische Transformationen sämtlich imaginäre Inzi- 
denzgebiete haben. G wird dann darstellbar sein als Produkt 
von zwei Gruppen G, und G,, deren eine G, alle zuvor konstru- 
ierten ©}! Gebiete vierter Stufe einzeln in Ruhe läft und alle in 
G enthaltenen Transformationen derart umfaft. G, enthält dann 
die Gruppe (£, 5, 5 5,). 
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Es sei nun zunächst n — 4. Dann ist G, die identische Trans- 
formation, und G, — G läft sich explizite herstellen. Da näm- 
lich die imaginären Inzidenzgebiete von S,, S,, S, Erzeugende, und 
zwar aus derselben (,linken“) Schar entnommene Erzeugende der 
Fläche (9) sind, so muf auch G, diese Fläche in Ruhe lassen. G, 
wird dann auch die Erzeugenden der zweiten (,rechten“) Schar 
dieser Fläche in bestimmter Weise transformieren, und wenn man 
weiB wie, so ist G&, schon gefunden. G, kann aber nur das syzy- 
getische Produkt von (E, S, $,, S,) mit einer zweiten Vierergruppe 
(E, T,, T,, T,) sein, die zur ersten reell-kollinear ist, und ihre ima- 
ginären Inzidenzgebiete in der anderen (rechten) Schar von Er- 
zeugenden der Fläche (9) hat. Aber alle diese von je 16 Kolli- 
neationen gebildeten Gruppen sind zueinander reell-kollinear. Man 
kann unter den Gruppen (E, T,, T,, T,) irgend eine auswählen, 

z. B. die, die aus (E, S,, S,, S,) durch die involutorische Kollineation 


A gili Le: (L ebre PARENT" 
À, = X,;, La = — XL A —= — A, À, —= X, 


hervorgeht, also die Gruppe 


PT fente 
re ji 
15 a = | &, | —%, | —x, x, 
; 
LS, CREER UE A æ, | —%, FA 
(APTE _— 
œ, er 4 x, el CE 
! — — 
HR | æ, &, | LR œ 


Die hiermit gefundene als ,Kollineationsgruppe der Kummer- 
schen Konfiguration“ bekannte Gruppe läft nun aber nicht nur die 
Fläche (9) in Ruhe, sondern ein System von zehn reellen Flächen 
2. Ordnung. Neun von diesen haben reelle Punkte und Erzeugende!). 
Daraus folgt nunmebhr, daB noch andere Zerlegungen unserer Gruppe 
in azygetische Vierergruppen môglich sind, und zwar in solche, 
von deren drei involutorischen Kollineationen immer nur eine 
imaginäre Inzidenzgebiete hat ?). 


1) Biïldet man aus den VerhältnisgrôBen «,:æ,:æ,:x, als Eulerschen 
Parametern die zehn homogenen Koeffizienten einer ternären orthogonalen Sub- 
stitution, und setzt man diese Ausdrücke gleich Null, so erhält man die zebn 
Flächen. Vgl. Leipz. Ber. 1892, S. 134, 135. 

2) Z. B. entspricht der Kläche x, x, — x3æ, — 0 die Zerlegung von G = G, 
in die beiden azygetischen Vierergruppen 


(£, 83 T3, S3 Si T3), (£, S3 T, S2 T;, T:). 
Siehe die vorige Anmerkung. 
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Ist zweitens » — 4] und !=1, so ergibt sich ein entsprechendes 
Resultat. G, kann dann, da G Maximalgruppe sein soll, nicht nur 
aus der identischen Transformation bestehen. Auferdem darf man 
annehmen, das @, zur Vierergruppe (£, S,, $,, S,) syzygetisch ist 
(Satz 5). Ist dann 7 eine involutorische Transformation von G,, 
so kann man, ohne die Darstellungsart (9) der Gruppe (E, S,, S,, 8.) 
zu stôren, die Koordinaten so wählen, daB T die Form 


ANR E FR de AE 
x MS LT, — Lo Ty — Ty, LT, = Lo 


I 


! ! = pis j 
M M.:2, ut 4 Ur, Ty Lys = Ly (u8.W.) 
oder die Form 


ER LE art Lt 
%, VrE Ts Te à Le LA 5 < TL, Z, Deer - É7n 


— rade —" EE 
= — {y = —Ly L = —4, LT —= —x, (u.s8.w.) 
annimmt, je nachdem die Inzidenzgebiete von T reell sind oder 


nicht. In beiden Fällen kann das syzygetische Gruppenprodukt 
(E, 5, 8, 8).(E, T) 
durch Hinzunahme der Gruppe (E, T,, T,, T,) erweitert werden. 
Da dies für alle in G&, enthaltenen Transformationen T gilt, so 
kann G nicht Maximalgruppe sein, wenn nicht G, von vornherein 
das Produkt 
(S, 8, 8, 5;).(E, T,, T,, T:) 

oder ein dazu reell-kollineares Produkt von zwei azygetischen 
Vierergruppen war. Das Weitere ergibt sich wie zuvor. 

Der Satz 9 ist hiermit vollständig erwiesen, und damit ist 
auch unsere Aufgabe II gelôst. 


$ 4 Die Gruppen G7. 

Auf eine genauere Untersuchung der gefundenen Gruppen, die 
schon eine recht umfangreiche Aufgabe sein würde, künnen wir 
uns nicht einlassen. Die interessantesten unter den Maximalgruppen 
G sind aber unzweïfelhaft die in Satz 7 genannten. Es sind das 
die schon erwähnten aus der Theorie der Abelschen Funktionen 
bekannten Gruppen. Für sie wenigstens wollen wir unsere Über- 
legungen noch etwas weiter führen. 

L'ernerhin ist also nur noch von solchen Maximalgruppen zwci- 
seiliger Kollincutionen die Rede, die den Annahmen 

p.007, Ne, 2 
entsprechen, und die duher als syzygctische Produkte von p azygetischen 
Vierergruypen durstellbar sind. 
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Irgend cine dieser Gruppen werde als eine Gruppe G? bezeichnet, 
und es soll angenommen werden, daff sie aus lauter reellen Kollinea- 
tionen besteht, die auf die beschriebene Art dargestellt sind. 

Wir heben zunächst einige Sätze hervor, die die Sonderstellung 
dieser Gruppen G? bekunden sollen. 

10. Die Gruppen G? haben u. A. die folgenden Eïigenschaften, 
und sie sverden durch jede einselne von diesen unter allen Maximal- 
gruppen zweiseitiger Kollineationen charakterisiert : 

a) Die in G? enthaltenen Kollineationen sind linear -unabhängig 
(und bilden daher ein vollständiges System von n° linear-unabhängigen 
Kollineationen in R,). | 

b) Die Gruppen G? sind irreduzibel. 

c) Die Gruppen G? sind vollkommene Gruppen vertauschbarer 
Kollineationen, d. h. überhaupt jede mit allen Kollineationen einer G? 
vertauschbare Kollineation ist in G?'selbst enthalten. 

d) Jede Gruppe G? ist in einer einzigen durch sie bestimmten 
Gruppe von 2N zweiscitigen Projektivitäten (Kollineationen und Korre- 
lationen) enthalten !). 

e) Es gibt keine infinitesimale Kollineation, die eine G? in Ruhe 
lirfie. 

Der Satz a) sagt, daB die zur Darstellung der Kollineationen 
von G? dienenden bilinearen Formen linear-unabhängig sind. Wäre 
das nicht richtig, so würde die Einheitsform 


E = xu,+...+au, 


als lineares Aggregat der übrigen (involutorischen Kollineationen 
entsprechenden) #° — 1 bilinearen Formen Z, darstellbar sein. Diese 
aber sind im Falle einer Gruppe G? sämtlich sogenannte Normal- 
formen, d. h. sie genügen der Gleichung 
02 0 Z 

während E dieser Gleichung nicht genügt. Da die anderen Maximal- 
gruppen G& die unter a) genannte Eigenschaft nicht haben, ist klar, 
da die trivialen Maximalgruppen und daher auch alle Kerngruppen 
der Gruppen G sie nicht haben. Die Gruppen G, die nicht Gruppen G? 
sind, enthalten immer weniger als »"linear-unabhängigeKollineationen. 

b) folgt aus a). Vgl. Satz 7. 

Der Satz c) ist richtig für p — 2, und daraus ergibt er sich 
allgemein, wenn man G? als syzygetisches Produkt von p azyge- 


= 0, 


1) Wegen des Falles p — 1 siehe die Erklärung des Begriffs Korrelation 
für n — 2 in S1. ; 
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tischen Vierergruppen darstellt. Wie nämlich aus dem Dargelegten 
hervorgeht, ist mit jeder solchen Darstellung eine Normalmannig- 
faltigkeit M? invariant verbunden, die von p Scharen von je co?! 
(im komplexen Gebiet co”) geraden Linien beschrieben werden 
kann. Ist T eine Kollineation, die mit jeder Kollineation von G? 
vertauschbar ist, so muB 7 auch M? in Ruhe lassen, und zwar 50, 
daB jede der p Scharen von Geraden einzeln in Ruhe bleibt: Dann 
aber kann 7 auf eine einzige Weise in ein Produkt von vertausch- 
baren und paarweise syzygetischen Kollineationen zerlegt werden, 
deren jede alle Geraden von einer der genannten Scharen cinzeln 
in Rube läBt, T = T,.T,...T, T, z.B. muB dann die Eigen- 
schaft haben, das in (5) eingeführte binäre Gebiet £,:£, projektiv 
zu transformieren, und zwar so, daB alle Projektivitäten (Kolli- 
neationen) in Ruhe bleiben, die in der Formel (7) zusammen- 
gestellt sind, wäkbrend die übrigen binären Gebiete 7:17, (vgl. 
Nr. 8), 6,:6, u.s.f. ganz in Ruhe gelassen werden. Daraus folgt, 
daf 7, mit einer der Kollineationen der ersten in der Zerlegung 
von G? auftretenden Vierergruppe (1, S,, $,, S,) identisch ist. Ent- 
sprechendes gilt für T,...7T. 

Im Falle der übrigen Gruppen G& gibt es, wie man leicht er- 
kennt, sogar kontinuierliche Gruppen, deren sämtliche Kollineationen 
mit allen Kollineationen von G und auferdem unter einander ver- 
tauschbar sind. 

Satz d) Da G? so wie gesagt erweitert werden kann, er- 
gibt sich, wenn man bemerkt, daB G? das Polarsystem 


(11) 22,9, 10, Zu,0,.=:0 (GG =1:..n) 


in Ruhe läft. Da diese Erweiterung eindeutig bestimmt ist, 
folgt dann aus c). In den anderen Fällen läft sich eine solche 
Erweiterung ebenfalls- vornehmen, aber, wiederum nach c), nicht 
nur auf eine Weise. 

Der Satz e) endlich sagt aus, daB die umfassendste Kollineations- 
gruppe, in der G? als invariante Untergruppe steckt, keine konti- 
nuierliche (invariante) Untergruppe hat. Der Beweis wird ähnlich 
geführt, wie der des Satzes c). Wir kommen auf diesen Punkt 
noch zurück (Satz 17). Daf für die übrigen Maximalgruppen G 
ein Gleiches nicht gilt, haben wir soeben schon bei Gelegenheit 
des Satzes c) bemerkt. 

Beachtenswert scheinen uns auch einige Eigenschaften der ge- 
fundenen analytischen Darstellung unserer Gruppen zu sein. Wenn 
eine Maximalgruppe G nicht zu den trivialen gehürt, so kann sie 
offenbar nicht zu einer Gruppe von N linearen Transformationen 


a 
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oder bilinearen Formen (oder Matrices) holomorph sein (Gleichang 
(3). Es hat sich aber gefunden, da jede solche Gruppe zu einer 
Gruppe von 2N cigentlichen orthogonalen Transformationen in n 
(nicht-homogenen) Veränderlichen meromorph ist. Die Koeffi- 
zienten dieser orthogonalen Transformationen sind ausschlieBlich 
aus den Zablen 1, 0, —1 gebildet. Für die Gruppen G? gilt ins- 
besondere noch der leicht zu begründende Satz: 

11. Jede Kollineation von G? wird dargestellt durch zwei reelle 
eigentlich -orthogonale Transformationen in R,(n — 2?). - Diese unter- 
scheiden sich von einander durch die Spiegclung am Anfangspunkt 
der Koordinaten (durch einen Vorzeichenwechsel aller Koordinaten). 
Jeder in G? enthaltenen involutorischen Kollineation mit reellen Inzi- 
denzgebieten entsprechen so zivei ebenfalls involutorische Transfor- 
mationen, jeder Kollineation mit imaginären Inzidenzgebieten aber ent- 
sprechen zwei einander entgegengesetate orthogonale Transformationen 
von der Periode vier. 

Ebenfalls nicht schwer zu begründen sind die folgenden Sätze: 

12. Die Inzidenzgebiete der involutorischen Kollineationen einer 
G? haben alle dieselbe Stufenzahl 27, Es gibt darunter 27 (271) 
Paare konjugiert-imaginärer Gebiele und also 277 (2?+ 1) Paare, deren 
Bestandteile reell sind. 

13. Die n° — 2% reellen eweiseitigen Korrelationen, die mit G° 
zusammen eine Gruppe bilden, sind linear-unabhängig *). 2?-1(27—1) 
unter ihnen sind (folglich) Nullsysteme und 27*(2?+1) sind Polar- 
Systeme, gehôren also zu gewissen quadratischen Mannigfaltigkeiten 
M°?). Gceignete 2p +1 unter diesen paarwcise vertauschbaren Korre- 
lationen erzeugen dic ganze Gruppe. 

14. Von den Mannigfaltigkeiten DL°, die zu den genannten Polar- 
systemen gelôren, hat cine 


(12) at —0, Zu = 0 


keine recllen Punlite. Die übrigen (27+1)(2?—1) enthalten reelle 
lineare Gebicte der hüchsten überhaupt môglichen Stufe 277, sie sind 
durch gleich Null gesetste Summen von gleichrielen positiven und nega- 
tiven Quadraten darstellbar. Ihre Polarsysteme werden gejunden, wenn 


1) Einerlei, ob sie durch bilincare Formen in Punktkoordinaten oder durch 
solche in ,_,-Koordinaten dargestellt werden. Vgl. Formel (11). 

2) M? bedeutct in der vorliegenden Untersuchung überall eine doppelpunkt- 
freie quadratische Mannigfaltigkeit. 

Im Falle p — 1 erhält man ein ,Nullsystem“ und drei Polarsysteme. Was 
das Nullsystem zu bedeuten hat, wird der Leser sich sehr leicht selbst klarmachen. 
Vgl. $ 1, S. 2. 
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man die zu (12) gehôrige Korrelation (11) zusammensetzt mit den invo- 
lutorischen Kollineationen von G?, deren Inzidenzgebiete reell sind. 
Setzt man dieselbe polare Korrelation zusammen mit den involutorischen 
Kollineationen von G?, die konjugiert-imaginüre Inzidensgcbiete haben, 
so entstehen die 2? (2? —1) Nullsysteme. 

15. Die Inzidenzgebiete irgend einer involutorischen Kollineation 
von G? sind auf 2%? der genannten M° cnthalten, und jede von diesen 
trägt 2? 1(2?—1) solche Paare von Inzidenzgcbicten. Die entsprechen- 
den Kollineationen werden gefunden, wenn man das Polarsystem der 
M° mit den 27" (2?7—1) Nullsystemen zusammensetzt. 

Auf der reell-ausgezeichneten Mannigfaltigkeit (12) zum Beispiel 
liegen sämtliche imaginären Inzidenzgebiete involutorischer Kollineationen 
von G?. 

Nach Analogie des Falles p — 21) wird man vielleicht er- 
warten, daf die Inzidenzgebiete auf irgend einer der M° sich all- 
gemein auf die beiden Scharen von linearen Mannigfaltigkeiten 
der Stufe 27! verteilen, die auf der M° liegen. So verhält es 
sich aber nicht. Sind nämlich zwei der involutorischen Kollinea- 
tionen azygetisch, so schneiden sich ihre Inzidenzgebiete überhaupt 
nicht, sind sie syzygetisch, so durchdringen sie sich paarweïise in 
Gebieten der Stufe 277, Diese Zahl ist gerade, wenn p > 2 ist. 
Hieraus folgt ?): 

16. Wenn p —2 ist, so gehüren die auf einer der 27*(27+1) 
quadratischen Mannigfaltigkeiten gelegenen Inzidenzgebicte involutori- 
scher Kollineationen von G? sämtlich derselben Schar linearer Gebiete 
hôchster Stufe an. (Sie sind, wie wir sagen wollen, alle linksseitige 
Gebiete.) 

Statt auf weitere Einzelheiten einzugehen, wollen wir lieber 
noch darauf hinweisen, daB eine Theorie vorliegt, die nur in eine 
andere Sprache übersetzt zu werden braucht, um aufer einigen der 
hier entwickelten auch eine Fülle neuer Sätze zu liefern: Die 
sogenannte Charakteristikentheorie der Thetafunktionen*). Diese 


1) Siche etwa den Enzyklopädieartikel von Steinitz (Bd. III, S.481), Nr. 11. 

2) In Gebieten der Stufe 47 schneiden sich zwei gleichartige lineare Gebiete 
der Stufe 27 auf einer M? stets in einem Gebiet gerader Stufenzahl (0, 2, ... 
21—2), ungleichartige in einem Gebiet ungerader Stufenzahl (1, 3, ...2/—1). In 
Gebieten der Stufe 4742 schneiden sich auf einer M? zwei gleichartige Gebiete 
der Stufe 2/+ 1 immer in einem Gebiet ungerader Stufenzahl (1, 3, ... 27 — 1), 
und ungleichartige in einem Gebiet gerader Stufenzahl (0, 2, ... 21). 

3) A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen (Leipzig 1903), S. 242—305. 
Dort findet sich auch, auBer vielen Literaturnachweisen, ein Referat über die 
erwähnte Arbeit von Wirtinger (S. 368). 


D le ner mme. 
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Theorie kann auch mit den hier benutzten algebraisch-geometrischen 
Hülfsmitteln begründet werden. 

Das kann sogar seine Vorteile haben. Jedenfalls drängt sich 
die Unterscheidung zweïer Arten von Charakteristiken, die Schwierig- 
keiten geboten hat und oft verkannt worden ist, der geometrischen 
Betrachtung von vornherein auf. 

Wir gehen aus von einer Zerlegung von G? in p solche azy- 
getische Vierergruppen, deren jede zwei involutorische Kollineatio- 
nen mit reellen Inzidenzgebieten enthält. Diese Kollineationen 
seien, in irgend einer Folge, $,,8,; T,, T,;.... Sie liefern uns 
dann eine Darstellung von G? durch eine sogenannte Basis: Jede 
Kollineation von G? kann auf eine einzige Weiïise in die Form 


HAS TT, 


gesetzt werden. Die Exponenten a, B, y, d,..., 2p an der Zahl, 
haben irgend welche Zahlenwerte 0, 1. Der bezeichneten Kolli- 
neation ordnen wir dann die aus p solchen Zahlenpaaren gebildete 
sogenannte , Periodencharakteristik“, oder, wie wir in unserem Zu- 
sammenhang besser sagen werden, Kollineationscharakteristi}: 


FE PL ) 

BL 

zu, und der korrelativen Transformation (11) die , Thetacharak- 
teristik“, hier besser Xorrelationscharakteristik 


Ë (LES | 
CAPE TE 
Rechnet man dann mit diesen Charakteristiken in der üblichen 
Weise, so findet sich z. B., daf ungerade Charakteristiken (s) und 
[1] Kollineationen mit imaginären Inzidenzgebieten und Nullsysteme, 


den geraden aber Kollineationen mit reellen Inzidenzgebieten und 
Polarsysteme entsprechen!). Zwei Kollineationen von G? sind sy- 


1) Nimmt man keine Rücksicht auf die reelle Darstellung von Gr? — die 
nur eine unter 2r-1(2r + 1) gleichberechtigten ist — so verliert die Charakteristik 
[0] ihre Sonderstellung unter den geraden Theta- oder Korrelationscharakteristiken, 
und die Unterscheidung von geraden und ungeraden Perioden- und Kollineations- 
charakteristiken wird nur eine (die formell einfachste) unter 2°-1(2? + 1) gleich- 
berechtigten. Die Bezeichnung und die Wahl der Basis aber läft sich immer s0 
ändern, daB eine nach Belieben ausgezeichnete gerade Charakteristik [7] in die 
Charakteristik [0] und die entsprechende Unterscheidung von Periodencharakte- 
ristiken in die Unterscheidung gerade-ungerade übergeht, Vgl. Lchrsatz 16. 

Übrigens läft sich die ganze Charakteristikenbezeichnung noch vereinfachen, 
nach dem Muster des in den Füllen p — 2, 3 Üblichen; man muB dann aber ver- 
sehiedene Fälle unterscheiden, je nach dem Rest, dem p bei Division mit 4 lüt. 
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zygetisch oder azygetisch, je nachdem der aus ihren Charakteri- 
stiken abgeleitete Ausdruck 


ap" — Ba’ + yd'— dy +... 


gerade oder ungerade ist, je nachdem also ihre Charakteristiken 
syzygetisch oder azygetisch sind’). Eine Kollineation (s) von G? 
ist als Produkt von zweien der zugefügten Korrelationen [n], [fé] 
darstellbar, wenn 

[n]+ [9] = () 


ist, u. 8. w. 


$ 5. Anwendungen. Besonderheiten des Falles p — 8. 


Der Zusammenhang, über den wir hier nur Andeutungen 
machen konnten, reicht noch weiter. Zunächst liefern die uns 
hier zur Verfügung stehenden Mittel einen weiteren Lehrsatz, der 
dem Satze 10e) eine positive Wendung gibt. 

Man findet ohne Mühe, daf G? 


HD ED qu 
3 


azygetische Vierergrappen enthält. Daher kann G? auf 


PDG" —1) (1) op? 
3?7.pl 


verschiedene Arten in der beschriebenen Weise als syzygetisches 
Produkt von p azygetischen Vierergruppen dargestellt werden. 
Diese Gruppen bleiben, da für p — 1 die Vierergruppe bei 24 
Projektivitäten (Kollineationen), nämlich bei den Transformationen 
einer sogenannten Oktaedergruppe in Rubhe bleibt, einzeln bei 24? 
Kollineationen in Ruhe. Hieraus folgt: 

17. Die Gruppe T? aller (komplexen) Kollineationen, die G? in 
Ruhe lassen, oder also die grülite Kollineationsgruppe, die G? als in- 
variante Untergruppe enthält, umfafit 


n\. Q = 27.0 
Kollineationen, wo 
(13) Q = (27—1)(27*—1)...(2—1).2?F. 


& ist die Ordnungszahl einer bekannten sogenannten Kon- 
gruenzgruppe, die ebenfalls in der Theorie der Thetafunktionen 


1) Krazer, S. 244. 


ne em = : 
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auftritt'), und in der Tat erweist sich die Gruppe T1?/G? als zu 
dieser Kongruenzgruppe holomorph. Man kommt so zu dem 
weiteren Satze: 

18. Die Gruppe T°?/G? ist einfach, sobald p — 2 ist. Für p = 3 
umfalt sie 86.8! Operationen und ist holomorph zur Galoisschen Gruppe 
des Doppeltangentenproblems der (sogenannten allgemeinen) ebenen 
Kurven 4. Ordnung. 

Hieraus läft sich noch eine Folgerung ziehen, die nicht ohne 
Interesse zu sein scheint. 


19. Im Gebiet 7. Stufe kann zur Galoisschen Gruppe des Doppel- 
tangentenproblems eine holomorphe Kollineationsgruppe hergestellt 
werden. 

Hierzu kommt man, wenn man die vom Verfasser am Beiïspiel 
G* dargelegten Grundsätze ?) passend anwendet. In À, gibt es ein 
lineares Gebiet 70. Stufe von Figuren, die in Analogie gesetzt 
werden kônnen zu den linearen Linienkomplexen Plückers, die in 
À, ein Gebiet 6. Stufe bildeu. Diese Figuren werden dargestellt 
durch gleich Null gesetzte alternierende quadrilineare Formen. Sie 
kônnen etwa lineare R,- (oder R,-) Komplexe genannt werden. In 
dem genannten Gebiet R,, gibt es nun 64 ganz auseinanderliegende 
Teiïlgebiete, derart, daf die ihren Stellen entsprechenden quadri- 
linearen Formen sämmtlich Invarianten der Gruppe G* sind. Diese 
Teilgebiete gliedern sich nach dem Schema 1+63. 63 von ihnen 
enthalten nur je eine quadrilineare Form, das noch übrige Gebiet 
aber deren sieben. Dieses Grebiet ist mithin durch die Gruppe G* 
eindeutig bestimmt, und folglich gegenüber 1° invariant. Es wird 
bei Ausführung der Transformationen von 1 durch eine Kollineations- 
gruppe transformiert, die mit 1*/G* holomorph ist. Damit hat 
man den behaupteten Satz. Daf die Stufenzahl sieben nicht weiter 
hinabgedrückt werden kann, ergibt sich aus einem bekannten Satze 
von Wiman, wonach schon zur alternierenden Gruppe von 4-8! 
Operationen eine holomorphe Kollineationsgruppe in einem Gebiet 
von geringerer als 7. Stufe nicht hergestellt werden kann. 

Das genannte Gebiet 7. Stufe wird, wenn die Plückerschen 
Linienkoordinaten analogen Grafmannschen Koordinaten eines 
À, in À, durch Symbole X,,,55 — —X,,,3 u. 8. w. bezeichnet werden, 
dargestellt durch die Gleichung 


1) S. C. Jordan, Traité des substitutions (Paris 1870) p. 178. Krazer, 
8. 276—283. Loewy in Pascals Repertorium (2. Auflage) II, S. 248, 249. 
2) Siehe die zitierte Abhandlung über die Kummersche Konfiguration. 
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worin die VerhältnisgrôBen Y,:Y,::-.:YŸ, irgend welche Kon- 
stanten bedeuten. Durch eine Kollineationsgruppe im Gebiete 
dieser sieben homogenen Koordinaten also kann die Galoissche 
Gruppe des Doppeltangentenproblems rein dargestellt werden. 
Zugleich ergibt sich noch ohne Schwierigkeit eine Ergänzung zu 
zu dem Satze 19. Erinnern wir uns der in Satz 17 eingeführten 
Terminologie, so kônnen wir uns so ausdrücken: 

20. Das genannte Gebiet 7. Stufe R, wird gebildet von linearen 
R,-Komplexen. Jeder von diesen enthält alle rechtseitigen linearen 
R,, die auf den bei p = 3 vorhandenen 2°°(2°+1) — 36 Mannig- 


faltigkeiten M° liegen, und umgekehrt sind alle linearen R,-Komplexe 


dieser Art in R, enthalten. 

Wir betrachten nun die beiden Mannigfaltigkeiten von Ge- 
bieten R, oder RÀ,, die auf einer M° in R, oder R, liegen, noch 
etwas näher. 

Ein , in À, hat (8) — 70 GraBmannsche Koordinaten, die 
durch gewisse Relationen verbunden sind. Diese werden nun zu 
zweien einander gleich (entgegengesetzt gleich), wenn der À, der 
linken (rechten) Mannigfaltigkeit von , auf der M° 


(15) da +ai—ai tan +a xs = 0 


_angehôürt. Damit reduziert sich die Zahl der zu den À, dieser 
 linken Mannigfaltigkeit gehôrigen Koordinaten auf 35. Die zwi- 
schen diesen bestehenden Relationen lassen sich nun auf sebr ein- 
fache Art identisch erfüllen, so daf man alle z. B. linksseitigen A, 
auf W°, und jeden nur einmal erhält. Man denke sich nämlich die 
quadratischen Formen, die den 36 zu G* gehôrigen quadratischen 
M” entsprechen, aufgeschrieben und passend bezeichnet und nume- 
riert. Eine dieser Formen, am besten gerade die linke Seite von 
(15), setze man der Null gleich. Die Werte der übrigen 35 qua- 
dratischen Formen liefern dann gerade die gesuchten 35 homogenen 
Grüllen®). Es gilt also der Satz: 


‘1) Wir kônnen dies und Anderes hier nicht beweisen, und noch weniger 
haben wir Raum, die zugehôrigen übrigens nicht unerfreulichen Formeln zu ent- 
wickeln; und obne das künnten wir uns nicht wohl deutlicher ausdrücken. Vgl. jedoch 
des Verfassers Untersuchung über das Pascalsche Sechseck, Leipz. Ber., 1895, 
S. 532. Die Übertragung der dort angestellten Überlegung auf das Hesse sche 
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21. Das Kontinuum der z. B. linksseitigen À, auf einer M° in 
R, läfft sich eindeutig-umkehrbar (birational) und überall stetig auf 
das Kontinuum der Punkte eben dieser M* abbilden. Diese Abbildung 
ist reell für die reellen R* auf der M° (15). 

Die weitere Entwickelung des hiermit ausgesprochenen Ge- 
dankens führt zu der Einsicht: 

22. In der Geometrie auf einer M° in R, existiert eine Gruppe, 
die sechs Transformationsscharen mit je 28 wesentlichen Parametern 
umfafit, und die Figuren auf dieser M° untereinander vertauscht. 

Diese Gruppe führt 2. B. gerade Linien auf M° wieder in solche 
über, insbesondere Gerade, die sich schneiden, wieder in Ge- 
rade, die sich schneiden, und sie ist dadurch definiert*). 

Sie vertauscht ferner, und zwuar in allgemeinster Weise, die drei 
Figuren 

JL Punktkontinuum auf M. 
IL Linkes R,-Kontinuum auf M?. 
II. Rechtes R,-Kontinuum auf M°. 

Die kontinuierliche invariante Untergruppe unserer Gruppe 
besteht aus den eigentlichen automorphen Kollineationen der H°, 
ist also einfach. Die uneigentlichen automorphen Kollineationen 
entsprechen der Vertauschung (II, III). Die Transformationen der 
vier übrigen Scharen (III, I), (1, II) und (I, II, III), (I, III, ID) 
nennen wir semilinear, da sie alle, zwei- oder dreimal hinter ein- 
ander angewendet, kollineare Transformationen liefern, und wir 
brauchen das Wort auch, wenn es sich um die entsprechenden 
Zuordnungen zwischen zwei verschiedenen M° in %,, À} handelt?). 

Die Sätze 21 und 22 enthalten den Keim einer besonderen 
Art von Geometrie, in der Punkte, linkseitige und rechtseitige 
R, (oder R,) auf M? als gleichbercchtigte Raumelemente auftreten®). 


Achteck (die passend präsisierte Figur der acht Schnittpunkte dreier J1? in 9) 
liefert ebenfalls die 35 GrôBen des Textes, die demnach œrttens auch aus der 
Theorie der quaternären orthogonalen Substitutionen abgeleitet werden kônnen. 


1) Die entsprechende Frage kann man bei jeder M? in À, stellen, sobald n = 4 


ist. Es ergeben sich dann aber nur triviale, nämlich kollineare Transformationen, 
auBer in den Füllen n — 7,8 Die Transformationen der im Texte genannten 
Gruppe werden vom Verfasser als pseudokonforme Transformationen zusammen- 
gefaBt. 

2) Die semilinearen Transformationen sind nicht Berührungstransformationen. 
Doch nehmen sie, in beschränktem Umfang, an den für B. T. charakteristischen 
Eigenschaften teil. 

3) Diese Geometrie der pseudokonformen Transformationen kann als ein Zweig 
der (noch vieles Andere umfassenden) Kinematik im gewôbhnlichen, Euklidischen 
oder Nicht-Euklidischen Raume aufgefaft werden. Sie (jedoch nicht sie allein) 
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Es lassen sich von ihnen die mannigfachsten Anwendungen machen 
— vor allem auf die Theorie der Gruppe G* selbst, die uns ja 
auch die semilinearen Transformationen geliefert hat. 

Wir finden zunächst, daf z. B. unter den Transformationen, 
die der Vertauschung (III, I) entsprechen, involutorische vorkommen, 
und daf diese, ganz äbnlich den Korrelationen der gewühnlichen 
projektiven Geometrie, von zweïerlei Beschaffenheit sein künnen. 
Wir unterscheiden sie demgemäB als (linkseitige) semilineare Null- 
systeme und Polarsysteme, indem wir dem Leser zu erraten über- 
lassen, welches die charakteristischen Eigenschaften beider sind. 
Es ergibt sich dann z. B.: 

23. Die Gruppe G*, aufgefalit als Gruppe von Vertauschungen 
von Figuren auf irgend einer der 36 zugchôrigen M, kann auf eine 
einzige Weise durch 64 semilineare involutorische Transformationen 
erweitert werden, so dafj wieder eine Gruppe (Maximalgruppe zwei- 
seitiger Transformationen) entsteht. 8 von diesen Transformationen 
sind linkseitige Nullsysteme, und 56 sind linkseitige Polarsysteme. 

Es folgt hieraus zunächst, daB die 2°.8! Kollineationen um- 
fassende Untergruppe G von 1*, auf die sich 1° bei Festhaltung 
einer der M° reduziert, die acht semiprojektiven Nullsysteme unter 
einander vertauschen muf. Wir bemerken sodann, da in fi, noch 
eine andere Gruppe @* der Ordnung 2°.8! existiert, die ein zweites 
Analogon zur Gruppe T° ist. @* nämlich umfa$t alle eigentlichen 
automorphen Kollineationen einer M”, die ein zugehôriges Polokta- 
top (mit lauter getrennten Ecken) in Ruhe lassen, gerade s0, wie 
I”, mit dem linearen Komplex als Raumelement, aus den eigent- 
lichen automorphen Kollineationen einer M° in Hi, besteht, die ein 
zugehôüriges Polhexatop in Ruhe lassen. Da nun durch semilineare 
Transformation zwischen zwei M* in À, deren Gruppen eigentlich- 
automorpher Kollineationen einander holomorph zugeordnet werden, 
so liegt der Satz nahe: 

24. Die Kollineationsgruppen © und @* der Ordnung 2°.8! des 
Gebietes 8. Stufe kôünnen durch semilineare Transformationen holomorph 
auf einander bezogen werden. Dabei werden die acht zu @ gehôürigen 
semilinearen Nullsysteme zugeordnet den Ecken (und R,) des zu G* 
gehôürigen Poloktatops. 

Wir schliefen mit zwei Beispielen, die zu unserem eigentlichen 
Stoff nur noch eine entferntere Beziehung haben. 


steht zur elementaren Kinematik in einer ähnlichen Beziehung, wie die projektive 
Gcometrie zur Klementargeometrie. Siehe die allerdings knapp gehaltene Dar- 
legung in des Verfassers Geometrie der Dynamen (Leipzig 1903), S. 580—584. 
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25. Die beiden — nach Wiman') — in R, vorhandenen, zur 
alternierenden Gruppe von neun Elementen holomorphen Kollineations- 
gruppen werden ebenfalls durch semilineare Transformationen holomorph 
auf einander bezogen. 


26. Werden auf einer M° in R, ein linkseitiges und ein recht- 
seitiges semilineares Nullsystem gleichzeitig festgehalten, so reduziert 
sich die Gruppe der automorphen eigentlichen Kollineationen der M* 
auf eine einfache Gruppe mit 14 wesentlichen Parametern. 

Diese läfft dann immer auch ein lineares Teilgebiet R, von R, (samt 
seinem Pol) in Ruhe, das die M° nicht berührt; in diesem RÀ, entsteht 
mithin eine weitere zur genannten holomorphe Kollineationsgruppe. 

Man hat damit eine neue Erzeugungsweise der von Fr. Engel 
aufgefundenen einfachen 14gliedrigen Kollineationsgruppe in %,°), 
eine Definition, die sich übrigens noch auf verschiedene Art ab- 


_ ändern läft. 


Eine vollständigere Behandlung der in $ b skizzierten Theorie 
kann natürlich nicht sehr kurz ausfallen. Wir müssen sie, ins- 
besondere auch die Darstellang der genannten Gruppe von 36.81 
Kollineationen, einer späteren Verüffentlichung vorbehalten. Übri- 
gens erfordert die Lüsung dieser letzten Aufgabe nur noch ziem- 
lich mechanisch ausführbare Rechnungen. 


1) S. Math. Ann,, Bd. 32 (1899), S. 244. 
2) Leipz. Ber., 1900, S. 63, 220. 


Über die Veränderungen von Blattmetallen beim 
Erhitzen infolge von Oberflächenkräften. 


Von 
Hermann Schottky. 
Vorgelegt durch Herrn G. Tammann in der Sitzung vom 2. März 1912. 


Am unmittelbarsten werden sich nach G. Tammanns‘) Aus- 
führungen die Oberflächenerscheinungen kristallisierter Stoffe an 
auBerordentlich dünnen Kristalllamellen studieren lassen. Von 
diesem Gesichtspunkte aus wurden die Blattmetalle, die sich be- 
kanntlich in Dicken unter !/1000 mm herstellen lassen, untersucht. 
Die Blattmetalle bestehen aus Schichten von dünnen Kristalllamellen ; 
denn durch Walzen und Aushämmern des Ausgangsmaterials, eines 
gegossenen Metallbarrens, hat eine Verschiebung der Lamellen der 
ursprünglichen Kristallite auf ihren Gleitflächen stattgefunden, 
etwa wie man mit einem aufgeschichteten Spiel Karten, wenn man 
es auseinander schiebt, eine groBe Fläche bedecken kapn. 

Bei Ausführung dieser Untersuchungen war es mir nicht be- 
kannt, daB die Blattmetalle in England längst Gegenstand der 
Untersuchung gewesen sind. Erst bei der Redaktion der Versuche 
gelangte die hierher gehôrige englische Literatur in meine Hände. 

Die ersten Beobachtungen gehen auf Faraday?*) zurück, der 
feststellte, daB auf Glas gelegte dünne Gold- und Silberschichten 
beim Erhitzen (auf 250—400°) für weiBes Licht durchlässig werden. 
Dann sind es in den letzten Jabren vornehmlich drei Publikationen, 
die diesen Gegenstand behandeln. 

Beilby*) hat sich eingehender mit der Ânderung der Licht- 


1) Tammann, Über die Abhängigkeit der Krystallform ... Nacbrichten der 
Kgl. Ges. der Wiss. zu Güttingen, 1912. 

2) Phil. Trans. 1857, 145. 

3) Roy. Soc. Proc. 72 [1904], 226. 
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durchlässigkeit, der mikroskopischen Struktur und der Leitfähigkeit 
von dünnen Gold- und Silberschichten beim Erhitzen beschäftigt. 
Diese Untersuchungen bilden einen Teil seiner Studien über Ober- 
flächenschichten an festen Stoffen, auf welche er seine Theorie der 
mechanischen Härtung durch Bildung einer amorphen Phase auf- 
baute. 

Turner’) hat besonders die Veränderungen des Blattsilbers 
untersucht und den Einfluf des Sauerstoffs auf diese Veränderungen 
aufgefunden. 

Chapman und Porter”) trugen zur Aufklärung der Ver- 
änderungen am Blattgold bei, die sie der Wirkung einer Ober- 
flächenspannung zuschrieben. 

Den ersten Teil meiner Untersuchung, der zeïigte, daB Er- 
scheinungen von der erwarteten Art tatsächlich an Blattmetallen 
auftreten, gebe ich unter diesen Umständen in gedrängtester Form 


* und unter Berücksichtigung der zitierten Arbeiten hier wieder. 


Die Versuche wurden in der Weise ausgeführt, daB lose zu- 
sammengerollte Metallfolien in einem Porzellanschiffchen liegend 
in ein Verbrennungsrohr eingeführt und in einem Gasmuffelofen 
unter Kontrolle eines Thermoelements erhitzt wurden. Zu Ver- 
suchen oberhalb 500 wurde ein Platin-Widerstandsofen benutzt. 

Blattgold von 0,087u4 Dicke mit 97° Au und 3° Cu wird 
in Luft wie in Wasserstoff bei 350—400° runzlig. Es beginnt 
allmählich eine Schrumpfung, die bei 440—b500° schon stark fort- 
geschritten ist. Das erhitzte Blattgold bildet bei Betrachtung 
unter dem Mikroskop eine detaillose zusammenhängende Haut ohne 
Lôcher. Die früheren Beobachtungen, nach denen auf Glas aut- 
liegendes Blattgold nach dem Erhitzen weifes Licht hindurchläfit, 
werden von Chapman und Porter in sachgemäfer Weise 
darauf zurückgeführt, daf bei diesen Versuchen infolge Anhañftens 
am Glase beim Schrumpfen das Gold in viele kleine Teile zerrissen 
wurde. Diese Verfasser haben durch Beobachtung eines frei- 
hängenden schwach belasteten Goldblattstreifens gefunden, daf 
bis 170° Ausdehnung erfolgt, dann bis 340° die Länge konstant 
bleibt und daB ziemlich scharf von 340° an eine starke Kontraktion 
eintritt. 

Noch viel merkwürdiger verhält sich Blattsilber, das bei 
Temperatursteigerung zunächst runzlig und matt wird und dann 
zu einem verfilzten weifen Pulver von geringem Volumen zusammen- 
fällt. Beim dünnsten Blattsilber erfolgt die Veründerung schnell 

1) Roy. Soc. Proc. ser. A, 81 [1908], 301. 

2) Roy. Soc. Proc. ser. A, 83 [1910], 65. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Hoft 4. 33 
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und bei konstanter Temperatur, beim nächstdickeren langsam und 
in einem Temperaturintervall. Es liegen darüber folgende Ver- 
suche vor: 

Tabelle 1. 


Blattsilber aus Feinsilber. 


Dicke 
des Blattsilbers 2,9 
in y 
Gasatmosphäre Sauerstoff Sauerstoff Sauerstoff 


285—300°|Wird runzlig beilSchwach runzlig bei 

240° 380°, geht langsam| 800°, kein Zerfall 
in den Metallfilz| bis zum Schmelz- 
über bei 4409. punkt. 


Beobachtete Zer- 
fallstemperaturen 


Eine nähere Untersuchung zeigt, daB im Übergangszustande 
zum Zerfall das Blattsilber ein vollkommen durchscheinendes 
Häutchen bildet, das aus einem Netzwerk mit Lüchern besteht, 
die erst bei 180facher VergrôBerung sichtbar sind. Das End- 
produkt, das weiBe, filzige Pulver, besteht, bei dieser Vergrôferung 
betrachtet, aus zackigen, metallglänzenden Flitterchen. 

Beachtenswert ist der Anstieg der Zerfallstemperatur und das 
schliefliche Ausbleiben des Zerfalls mit steigender Schichtdicke. 

Sehr bemerkenswert ist, daB in sauerstoff-freier Atmosphäre 
— untersucht wurden von mir Wasserstoff und Stickstoff — Blatt- 
silber bis 500° ganz unverändert bleibt. Die Veränderungen ober- 
‘ halb 500° zeigen zu Beginn denselben Charakter wie die in Sauer- 
stoff, führen jedoch zu einem ganz anders beschaflenen Endzustand. 


Tabelle 2. 
Blattsilber aus Feinsilber. 
In Wasserstoff. 


Erhitzungs- 


0,19 0,7 
temperatur sde 5 
550° Lôcherbildung _ L 
6509 Starke Schrumpfung Geringe Schrumpfung 
8co° Schrumpfung zu einem zähen Stäbchen — 


von schwammartiger Struktur 


Turner hat in grôBerem Umfange gewisse Seiten der Er- 
scheinung studiert. Er stellte die Temperaturen des Durchsichtig- 


a 


mue ee im ml 
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werdens an Silberfolien von 0,22 u, die zwischen zwei Glasplättchen 
gelegt waren, fest. An der photographischen Aufnahme im durch- 
fallenden Licht besaf er ein empfindliches Prüfmittel auf Licht- 
durchlässigkeit. Er fand die ersten schwachen Anzeichen des 
Durchsichtigwerdens in Luft bei 240°, Vollständigkeit der Ver- 
änderung bei 390 Wenn er, anstatt die Temperatur dauernd 
ansteigen zu lassen, eine niedrigere Temperatur eingehalten hätte, 
würde er zweifellos schon bei 320° vollständiges Durchsichtigwerden 
beobachtet haben. — An Silber von 2,5w trat auch bei vielstün- 
digem Erhitzen auf 500° keine Veränderung ein. 

Turner fand wie ich, daB das veränderte Silber aus ein- 
zelnen kleinen Aggregaten besteht, die nach seinem Befund, dem 
ich mich nicht anschliefen kann, amorph und im Zusammenhang 
mit dieser Zustandsänderung in gewissem Grade durchscheinend sind. 
1 att 1 
> 2 und 50 
Atmosphäre die Veränderung wie in Luft vor sich geht, wäh- 
rend im Vakuum und in Kohlenoxyd bis 500°, in Wasserstoff 
wenigstens bis 400° keine Veränderung erfolgt, da8 aber in Wasser- 
stoff beim Erhitzen bis 750° starke Schrumpfung eintritt: alles 
Beobachtungen, die mit den meinigen im Einklang stehen. 

Entgegen seiner Erwartung findet Turner keine Gewichts- 
oder Gasvolumänderungen, die auf Bildung nennenswerter Mengen 
eines Oxydes schliefen lassen, und er gelangt zu der [nicht zu 
prüfenden und überflüssigen Annahme, daB die Strukturänderung 
durch Bildung und gleichzeitigen Zerfall von Ag:O zustandekommt. 

Blattkupfer von 0,5uw Dicke verhielt sich nach meinen Beob- 
achtungen in Wasserstoff und Stickstoff ganz ähnlich wie Silber, 
nur daB die Temperaturen gleicher Veränderung um etwa 100! 
hôher liegen als bei letzteren. 


Tabelle 3. 
Blattkupfer 0,5w. 


Erhitzungs- L | 
In Stickstoff | In Wasserstoff 
temperatur 


Er beobachtete ferner, daB in Sauerstoff von 


550° In 2 Stunden unverändert In 4 Stunden lücherig, 
Schrumpf. sehr gering 

700° In 30 Min. lôcherig, Schrumpfung gering [In 30 Minuten lôcherig, 
Schrumpfung gering 

800° In 30 Min. starke Schrumpfung — 

970° In 30 Min. geschrumpft zu einem zähen _— 

2 ei mit netzartig genarbter Ober- 
äche 


33 * 
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Blattaluminium von 0,7u, mehrere Stunden in Stickstoff auf 
550—570° oder in Wasserstoff 30 Minuten auf 600° erhitzt, lieB 
makroskopisch keine Veränderung, mikroskopisch ein geringes 
Rauherwerden der Oberfläche erkennen. Turner fand Alumi- 
nium von 0,48w nach einstündigem Erhitzen in Luft auf 500? 
unverändert. 

Zu einer Erklärung für diese Veränderungen der Blattmetalle 
wie auch für die Rekristallisationserscheinungen im massiven Zu- 
stand gelangt man, wenn man den das Metall aufbauenden Kristall- 
elementen Oberflächenkräfte zuschreibt, welche die Oberfläche der 
einzelnen Kristallelemente zu verkleinern streben. Dabei hat man 
die Kristalllamellen, die sich aus einem Kristalliten durch Ver- 
schiebung auf den Gleitflächen gebildet haben, als selbständige 
Kristallelemente anzusehen. Diesen Oberflächenkräften wirken die 
orientierenden und fixierenden Kräfte im Raumgitter entgegen. 

Nimmt man weiter an, daB letztere Kräfte schneller mit 
steigender Temperatur abnehmen als die Oberflächenkräfte, so 
müssen diese schliefilich obsiegen, und bei der Kontraktion der 
Kristalllamellen ïist eine freiwillige Deformation sehr dünner 
Metallscbichten zu erwarten. 

Gold, welches bekanntlich das duktilste Metall ist, so daf sich 
Folien daraus in einer von anderen Metallen nicht erreichten Fein- 
heit herstellen lassen, verdankt diese Eïigenschaft neben einer 
hohen Fähigkeit zur Gleitflächenbildung zweïfellos einem sehr 
groBen Haftvermügen der Kristallelemente an einander an ihren 
Berührungsflächen, etwa wie zwei gut geschliffene Glasplatten 
ihrer gegenseitigen Verschiebung einen mäfigen Widerstand, dem 
Versuch sie auseinander zu reifen aber einen auferordentlich 
hohen Widerstand entgegensetzen. Daher beginnt Blattgold, sowie 
die Oberflächenkräfte grôfer werden als die Kraft, bei der eine 
dauernde Deformation eintritt, als Ganzes sich zu kontrahieren, 
ohne da irgendwo der Zusammenhang der Oberfläche unterbrochen 
wird. 

Anders Blattsilber, in dem vermutlich der Zusammenhang 
zwischen den einzelnen Kristalllamellen nicht so innig ist. Hier 
werden daher an den schwächeren Stellen sich Lôcher bilden und 
das Material dieser Stellen wird die umgebenden Ränder verstärken. 
Faraday üäuferte bereits die Vermutung, daB die Blattmetalle 
geschichtete Struktur haben und er gebrauchte das Bild, daf sich bei 
Bildung eines Loches gleichsam die Ränder einer Blende üffnen. 
Bei weiterem Fortschreiten des Prozesses verstärken sich dann die 
Knotenstellen des entstandenen durchsichtigen Gewebes auf Kosten 
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der Verbindungsstellen, und das Ganze zerfällt in kleine Silber- 
aggregate. 

Der Eiïinfluf des Sauerstoffs ist so zu deuten, da Sauerstoff 
sich im Silber lôst und dessen Eigenschaften verändert, entweder 
die Festigkeit erniedrigt oder die Oberflächenspannung erhôht. 

Die Oberflächenkräfte bewirken aufer der Kontraktion der 
einzelnen Kristalllamellen auch ein Verschwinden von Oberflächen, 
ein Verschweifen der Kristallelemente untereinander. Naturgemäf 
erfolgt dies an verschiedenen Stellen verschieden leicht. Am 
leichtesten werden die Gleitflächen zwischen zwei gleich orien- 
tierten Lamellen verschwinden, und zwei Kristallite werden erst 
bei um so hüherer Temperatur sich vereinigen, je verschiedener 
sie orientiert sind. Mithin wird sich die Strukturänderung über 
einen grofen Temperaturbereich erstrecken. Durch das Ver- 
schwinden von Gleitflächen wird die Zahl der Kristallelemente 
. auBerordentlich vermindert, und im Zusammenhang damit erfolgt 
das Weichwerden der Metalle im massiven Zustande, die Annähe- 
rung ihrer unteren Elastizitätsgrenze an ihren niedrigsten Wert, 
schon 500° und mehr unter ihrem Schmelzpunkt (Anlassen!). Die 
mikroskopisch nachweisbare Bildung grofer Kristallite jedoch tritt 
erst sehr viel näher am Schmelzpunkt ein. 

Bei den Blattmetallen begegnet uns das Verschwinden von 
Oberflächen ebenfalls. Blattsilber, das in Stickstoff und Wasser- 
stoff erst bei ca. 500° Veränderungen zu zeigen beginnt, zerfällt 
in diesen Gasen nicht in kleine Aggregate. Es tritt zwar an- 
fänglich Lôcherbildung ein, aber in dem stehenbleibenden Ge- 
rippe verschweïfen sich an vielen Stellen die Kristallelemente 
untereinander, und so kommt es zu einer Kontraktion des Ganzen 
unter Verringerrung der äuferen Oberfläche. Aus einer lose zu-. 
sammengerollten Folie wird schlieflich bei 800° ein kaum halb so 
langes dünnes Stäbchen mit netzartig genarbter Oberfläche. Analog 
ist wie erwähnt das Verhalten des Blattkupfers. 

Fragen wir uns nun, ob es môglich ist, einen Anbhalt für die 
GrôBe der ins Spiel tretenden Kräfte zu gewinnen. Da muf denn 
zunächst die sehr wesentliche Einschränkung gemacht werden, daf 
man, wie von G. Tammann‘) ausgeführt, die Oberflächenspannung 
für eine einzelne Oberfläche nicht angeben kann, da die Zahl der 
Kristalllamellen in einer Blattmetallschicht nicht bekannt ist. 
Man vermag nur die Summe der Oberflächenkräfte anzugeben, die 
im Querschnitt eines Blattmetallstreifens angreifen. Die Môglich- 


1)ul.%e; 


486 Hermann Schottky, 


keit hierzu ergibt sich aus der Gleichsetzung der Festigkeit oder 
der Kraft, die eine dauernde Deformation hervorruft, und der 
Oberflächenwirkung bei der Temperatur der beginnenden Defor- 
mation. 

Da Festigkeitsmessungen für Silber bei erbôhter Temperatur 
nicht vorliegen, wurde eine Reifestigkeits- Temperaturkurve 
zwischen 20° und 330° für 2,9u starkes Blattsilber, das durch 
Oberflächenkräfte nicht verändert wird, aufgenommen. Durch 
Maultiplikation mit dem Verhältnis der Dicken erhielt man so die 
Festigkeit des dünneren Blattsilbers und damit für dessen Zerfalls- 
temperatur die GrüBe der dieser Festigkeit gleichen Oberflächen- 
kräfte. 

Hätte ich den Beginn der Schrumpfung des Blattgoldes scharf 
fassen kônnen oder wären mir die Versuche von Chapman und 
Porter, denen dies gelungen ist, rechtzeitig bekannt geworden, 
so hätte ich auch Blattgold bei meinen Festigkeitsmessungen be- 
rücksichtigt. 

Die Zerreifversuche wurden in der Weise ausgeführt, daf 
Blattsilberstreifen von gemessener Breite, die an beiden Enden 
mit Karton- oder Asbestpappestückchen beklebt waren, in einem 
Luftbade auf die Versuchstemperatur erhitzt wurden. Nach Er- 
reichung derselben wurde in eine an dem Streifen hängende Tarier- 
schale vorsichtig Schrot oder Sand gegeben, bis Zerreifen eintrat, 
darauf die Schale samt Inhalt gewogen. Als Luftbad diente ein 
starkwandiges elektrisch geheiztes Kupferrobr. 

Wegen der Schwankungen der Einzelwerte wurden für jede 
Temperatur 10—20 Beobachtungen gemacht. Es ergab sich dann 
eine durchschnittliche Abweichung der Einzelbeobachtung vom 
Mittelwert um 10—18°/% nach oben oder nach unten. Die folgende 
Tabelle 4 enthält diese Mittelwerte nebst Angabe der Anzabl der 
Beobachtungen. Festigkeitsmessungen für die beiden dünneren 
Blattsilbersorten sind in diese Tabelle mit aufgenommen. 

Diese letzteren Zahlen zeigen, daf mit abnebmender Schicht- 
dicke die auf die Querschnittseinheit umgerechnete gefundene 
ReiBfestigkeit o beschleunigt abnimmt. Dieser EinfluB der Schicht- 
dicke künnte zum Teil darauf zurückgeführt werden, daf in den 
dünneren Folien Oberflächenkräfte im Sinne einer Verminderung 
der Festigkeit sich bereits bemerkbar machen. Er ist jedoch auch 
dadurch bedingt, daB Febler des Materials wie Lôcher und Stellen 
ungleicher Dicke im dünneren Blattsilber eine grôBe Rolle spielen 
als im dicken und daf es schwierig ist, den dünnen Streifen eine 
in ihrer ganzen Breite gleichmäfige Spannung zu erteilen. 
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: Tabelle 4. 


— Zahl der Beobachtungen. 
— Reïflast in g für 1 cm Streifenbreite. 
— ReiïBfestigkeit in kg aufs gmm. 


à + à 


209 12 345 11,9 15 43,5 6,65. 7 6,95 3,66 
100° 9 254 8,8 13 30,1 4,35 10 4,15 2,18 
180° 1, 2064107 12 30,3 4,40 15 2,40 1,26 
2600 19 162 5,6 .s = 
3300 10 150 5,2 = re 


Wir interpolieren aus den f-Werten des dicksten Blattsilbers 
für & — 300", welches wir als die Zerfallstemperatur des dünnsten 
Blattsilbers annehmen, den Wert 155 9, also ist 


ue Die, — 10 Grammgewicht 


die Summe der Oberflächenkräfte, welche an 1 cm Breite des 
0,19 w starken Blattsilbers bei 300° wirken. 

Ebenso finden wir, wenn 400° als Schrumpfungstemperatur 
des Blattsilbers von 0,7w angesehen wird, durch Extrapolation 
der f-Kurve den Wert 137 9 und somit 


137 .0,7 
—59 
als Summe der Oberflächenkräfte für 1 em Breite des 0,7 u starken 
Blattsilbers bei 400°. Hieraus ergibt sich für die dickere Lamelle 
ein viel grôüBerer Wert der kontrahierenden Kräfte als für die 
dünnere Lamelle, was nur darauf zurückgeführt werden kann, daf 
die in der dickeren Lamelle vorhandene grôBere Anzahl von Gleit-. 
flächen eine stärker kontrahierende Wirkung auf die Lamelle 
ausübt als die in der dünneren Lamelle vorhandene kleinere An- 
zahl von Gleitflächen; gerade dieses Ergebnis weist deutlich auf 
die Ahnlichkeit der Wirkung von Gleitflächen und freien Ober- 
flächen hin. 
Wenn das Blattsilber von 0,19 w # Lamellen stark ist, so beträgt 
der Wert der Oberflächenspannung in Sauerstoff, wenn man von 
der jedenfalls geringen Verschiedenheit nach Richtungen absieht, 
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u = ares wo» wabrscheinlich keine groBe Zahl ist, denn es ist 
nicht môglich, durch weitere Bearbeitung noch erheblich dünneres 
Blattsilber in zusammenhängender Form zu erhalten. Mit Sicherheit 
kann man nur sagen, daB n < 1000, somit « > 0,005 sein muB, denn 
nach der Loschmidtschen Zahl enthält eine Silberschicht von 0,2w 
etwa 1000 Atomschichten, Zum Vergleich sei angeführt, daB die 


Oberflächenspannungen von flüssigem Quecksilber bei Zimmer- 
temperatur 0,55, die von Wasser 0,075 und die von Âther 0,018 + 


bei derselben Temperatur betragen. 

Welches aber auch die Zahl der Oberflächen sein mag, auf 
welche sich die oben berechneten Kräfte verteilen, so viel kann 
man wohl behaupten, da in mechanisch deformierten Metallen 
Oberflächenkräfte konzentriert sind, die ihrer GrôBe nach geeignet 
erscheinen, die Rekristallisation hervorzurufen. 

Herrn Professor Tammann môchte ich für die mancherlei 
Anregungen bei Ausführung dieser Arbeit meinen ergebensten 
Dank' aussprechen. 
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Serienemission an festen Metallverbindungen 
durch Kanalstrahlen. Schwellenwert der erregenden 
Energie. 


Von 
J. Stark und 6. Wendt. 


Mit 3 Figuren im Text. 
Vorgelegt von Herrn E. Riecke am 2. März 1912. 


8 1. Methoden. — Über die Lichtemission an festèn Kôrpern 
infolge des Stofes auftreffender Kanalstrahlen liegen bereits Be- 
obachtungen von E. Goldstein!')}, W.Arnold’)}, W. Wien?) 
G. C. Schmidt‘), J. Tafel5), J. Trowbridgef) und V. Carl- 
heim-Gyllensk61d”) vor. Um Ordnung in das dadurch ge- 
wonnene phänomenologische Material zu bringen und Gesichtspunkte 
für die weitere Analyse dieses Falles von Lichtemission zu 
gewinnen, haben wir auf Grund der Erkenntnis der prinzipiellen 
Verschiedenheit von Serien- und Bandenspektren®) den Fall der 
Serienemission an festen Kôrpern durch Kanalstrahlen geschieden 
von den Fällen der Bandenemission. Das Resultat der experi- 
mentellen Untersuchung unter dem Gesichtspunkt dieser zwei 
Arten von Lichtemission hat dies Vorgehen gerechtfertigt. 


1) E. Goldstein, Berl. Ber. 1886,677; Wied. Ann. 64, 45, 1898; Verh. 
d. D. Phys. Ges. 3, 209, 1901; 4, 11, 1902. 

2) W. Arnold, Wied. Ann. 61, 826, 1897. 

3) W. Wien, Wied. Ann. 65, 447, 1898; Phys. Zeitschr. 3, 440, 1901; Ann. 
d. Phys. 5, 432, 1901; 8, 252, 1902. 

4) G. C. Schmidt, Ann. d. Phys. 9, 708, 1902; 13, 629, 1904. 

5) J. Tafel, Ann. d. Phys. 11, 618, 1908; 14, 206, 1904. 

6) J. Trowbridge, Proc. Amer. Acad. 43, 401, 1908. 

7) V. Carlheim-Gyllenskôld, Ark.f. Mat, Astr. och Fys. 4, No. 38, 1908, 

8) Vergl. J. Stark, Die elementare Strahlung, S. 42. S. Hirzel, Leipzig 1911. 
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Zur Erregung der Serienemission an festen Metallyerbindungen 
haben wir die drei aus den Figuren 1, 2 und 3 ersichtlichen An- 
ordnungen gebraucht. XX ist eine Kathode aus Aluminiumblech, 
in ibrer Mitte ist ein 2 mm weites kreisfôrmiges Loch angebracht. 


Hühlwasser 


Kühtwasser 


Durch dieses läuft ein Teil der Kanalstrahlen und trifft hinter 
ihmäauf die feste Substanz SS. Bei der Anordnung 1 ist die 
Substanz SS entweder fein gepulvert oder als Metallstück in den 
tellerfôrmigen Halter HH geprefit oder auch durch dünne Drähte 
auf HH befestigt, HH sitzt auf einem Messingblechzylinder, der 
metallisch mit der Kathode verbunden ist. Liegt die zu unter- 
suchende Substanz in der Form einer durchsichtigen Kristallplatte 
SS vor, so kann man sie nach Anordnung 2 direkt auf die Ka- 
thode aufsetzen oder, um das emittierte Licht noch besser be- 
obachten zu künnen, sie nach Anordnung 3 auf das Ende des 
Kathodenkanals aufen aufkitten. Im Falle 3 hat man dann 
zur Vermeidung der Erwärmung der Kittstellen die Aluminium- 
kathode auf einem von Wasser durchstrômten MessinggefäB GG 
zu befestigen. 

In den meiïsten Fällen wurde die Serienemission mit Wasser- 
stoffkanalstrahlen erregt, in einigen Fällen auch mit Stickstoff., 
Sauerstoff- und Quecksilberkanalstrahlen. Bis zu 4500 Volt Ka- 
thodenfall wurden die Kanalstrahlen mit einer Hochspannungs- 
dynamomaschine, darüber mit einem grofien Induktorium (Queck- 
silberturbinen-Unterbrecher) erzeugt. 

Das an der Auftreffstelle der Kanalstrahlen emittierte Licht 
wurde in der aus den Figuren 1—3 ersichtlichen Richtung mit 


+ 
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Hilfe eines einfachen, aber lichtstarken Bunsenschen Spektroskops 
analysiert. Aufer den Serien und Banden der von den Kanal- 
strahlen getroffenen Substanzen erschienen im Spektroskop aus 
dem Kanalstrahlenraum die Linien Hx, HB und Hy, bei tiefen 
Drucken auch die Hgy-Linie 1 546,1 uu. 


$ 2. Die beobachteten Serienspektra. — Über die Serien- 
emission durch Kanalstrahlen an festen Metallverbindungen haben 
wir in der Literatur folgende Angaben gefunden: E. Goldstein’) 
und H. Rau?) beobachteten an Natriumglas, das von Kanalstrahlen 
getroffen wird, die D-Linien; die gleiche Beobachtung machte 
bereits früher W. Arnold®) an Natriumsalzen und Natriumoxyd; 
J. Trowbridge‘) beobachtete an einem von Kanalstrahlen ge- 
troffenen Lithiumsalz die roten Lithiumlinien, V. Carlheim- 
Gyllensk6l1d®) an Lithiumsalzen die Linien 1 670, 610, 497, 460, 
an Natriumsalzen die Linien 1616, 589, 568, 515, 498, an Jod- 
kalium 24576,9 und 530,0, an Magnesiumchlorid sehr schwach 
4517 uu. Bei Rubidium, Cäsium, Calcium, Strontium, Barium, 
Zink und Aluminium vermochte Carlheim-Gyllenskôld, der 
eine eingehende Untersuchung über die Lichtemission fester Kôrper 
durch Kanalstrahlen angestellt hat, keine Serienemission nachzu- 
weisen. 


Eine Übersicht über die positiven Resultate unserer Unter- 
suchungen über die Serienemission durch Kanalstrahlen an festen 
Metallverbindungen gibt die Tabelle I. 

Aus dieser Tabelle geht hervor, daf sämtlic h e Elemente 
der Gruppe der Alkalien und der alkalischen Erden 
an der Oberfläche von farblosen Verbindungen in- 
folge des Stofes auftreffender Kanalstrahlen sicht- 
bare Serienlinien emittieren. Da diese Erscheinung aufer 
bei diesen Metallen noch bei Thallium, Zink und Aluminium sich 
nachweïisen läft, so ist wahrscheinlich, daf alle Metalle an 


der Oberfläche fester farbloser Verbindungen in-. 


folge auftreffender Kanalstrahlen unter geeigne- 
ten Versuchsbedingungen ihre Serienlinien emit- 
tieren. 


1) E. Goldstein, Verh. d. D. Phys. Ges. 4, 11, 1902. 

2) H. Rau, Phys. Zeitschr. 7, 421, 1906. 

8) W. Arnold, Ann. d. Phys. 61, 326, 1899. 

4) J. Trowbridge, Proc. Amer. Acad. 43, 401, 1908. 

5) V. Carlheim-Gyllenskôld, Ark.f. Mat., Astr. och Fys. 4, No. 33, 1908. 
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Tabelle I. 
Element Verbindung APS0rPt:| Leuchtfarbe [Linie pu M aude 


Lithium |Lithiumchlorid (Li CI) ent-| farblos 
wässert 


Lithiumoxyd (Li, 0) und 
Lithiumhydroxyd (Li OH) am|} farblos 

Metall in Luft gebildet 
Natrium |Natriumchlorid (Na CI) farblos 


Kalium |Kaliumchlorid (K CI) farblos 
Kaliumoxyd (K;:0) und 
Kaliumhydroxyd am Metall|} grau 

in Luft gebildet 


Rubidium |Rubidiumsuboxyd am Metall| graublau 
in Luft gebildet 


Cäsium |Cäsiumchlorid (Cs CI) farblos 


Magne- (Magnesiumchlorid (MgCL)| farblos 
sium| an Luft entwässert und 
wahrscheinlich zum Teil 
in MgO verwandelt 
Calcium |Calciumfluorid(Ca F;,), FluB-| farblos 
spatplatte 
Calciumoxyd (Ca O) an Me- farblos 
tall in Luft gebildet 


Stron-  (Strontiumchlorid (Sr CL) an| farblos 
tium| Luft entwässert (SrO?) 


rot 


rot 


gelb 


unbestimmt 


unbestimmt 


violett 


unbestimmt 


rotviolett 


rotviolett 


weiBblau 


670,8 


610,4 zieml. gro8 
497,2 | 
460.2 

616,1 - 
615,6 DimäBig 


568, 8 
568 '3l Disehr gro 


515,4 
514 | Diklein 


4983 
497 7| Diklein 


580,2 
578 +: Dimäbig 


536,0 
8540) Diklein 


drei rotelsehr klein 
Linien 
5724 |mäsig 


565,4 
564 3 Dl'klein 


420,2 Disebr klein 


566,4 _ |grob 
459,3  |klein 
455,5 [klein 
518,4 

s17 Tigro 
516,7) 

649,9 

612,2 | zieml. grof 
560,3 

534,9 

sers | mibig 
430,2 

422,7 |8roB. 
396,7 

393 A D'klein 
640,8 

638,7 


550,4 zieml, groB 


523,8 

496,2  |groÿ 
460,7 

421,5 mäBig 
407,8 
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| 
Element Verbindung guus Leuchtfarbe [Linie uu enr 
4 CA ER 
Barium |Barlumchlorid (Ba CI) # farblos | unbestimmt [649,7 
Luft entwässert (Ba O ?) 614,1 | mäfig 
606,0 
553,6 groë 
sat } mäBig 
Thallium [Thalliumsulfat an Luft ent-| farblos | unbestimmt |535,1 erst groB, 
wässert, unter der Ein- dannimmer 
wirkung der Kanalstrah- kleiner 
len wird es erst grau, 
dann schwarz, wahr- 
scheinlich Bildung von 
Thalliumoxyd 
Alamini-|Aluminiumoxyd (Al O3), farblos | unbestimmt nid) D| klein 
um| bräunt sich etwas unter 394,4 


den Kanalstrahlen 
Zink Zinkoxyd (ZnO), bräunt| farblos | violett 481,1 erst mäBig, 

sich unter.den Kanal- “22 T| dannimmer 

strahlen 468,0 kleiner 


Allein aus der Tatsache, daB die infolge des Stofes von Ka- 
nalstrahlen auf feste Metallverbindungen emittierten Serienlinien, 
wenigstens bei geringer Dispersion (1 À auf 0,1mm), nicht ver- 
breitert erscheinen, lä8t sich folgern, daB der Ort der Emission 
nicht die von den Kanalstrahlen getroffene feste Ober- 
flächenschicht, sondern die an diese unmittelbar an- 
grenzende Schicht des Gasraumes ist. Diese Folgerung 
wird durch die nachstehende Beobachtung zur Gewifheit. 

Bringt man bei der Anordnung der Figur 1 das Auge in die 
Ebene der festen Oberfläche, so da man auf diese nicht mehr 
sehen kann, so erblickt man bei einer Lithiumverbindung, die von 
Kanalstrahlen getroffen wird, eine 0,2—1mm dicke im Gasraum 
liegende Schicht, welche das rote Serienleuchten zeigt; die Inten- 
sität nimmt auf der Seite nach dem Gasraum zu rasch ab. Die 
Dicke dieser in Lithiumlinien leuchtenden Gasschicht wächst mit 
der Geschwindigkeit der das Leuchten erregenden Kanalstrahlen, 
auch wenn ihre gesamte Intensität infolge Abnahme der Kanal- 
strahlenmenge beï sinkendem Gasdruck abnimmt. ÆEbenso wie bei 
Lithium konnte bei Natrium bez. Calciam ein auf 0,5 mm bez. 0,8 mm 
in den Gasraum sich erstreckendes Serienleuchten vor der ge- 
troffenen festen Oberfläche beobachtet werden, dagegen besaB eine 


derartige serienleuchtende Gasschicht bei Cäsium und Barium nur 


eine sehr geringe, nicht mit Sicherhéit festzustellende Dieke. 
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Erwähnt sei noch, was aus der obigen Tabelle hervorgeht und 
von uns noch durch besondere Beobachtungen bei Calcium (Ca F2, 
Ca COs, Ca SO4, Ca O) festgestellt und auch bereits von Carlheim- 
Gyllenskôld für Lithium und Natrium gefunden wurde, da$ 
die Serienemissioneines Metalles durch Kanalstrahlen 
unabhängig von der chemischen Natur der Verbindung 
des Metalls ist. 

Auch sei noch mitgeteilt, daf die Serienemission des Natriums 
und des Calciums wie für Wasserstoff-Kanalstrahlen, so auch für 
Sauerstoff-, Stickstoff- und Quecksilberkanalstrahlen erhalten wurde. 

$ 3. Negatives Resultat bei anderen Substanzen. — 
Âhnlich wie die vorstehenden Metallverbindungen haben wir Me- 
talle und gewisse vermutlich sich bildende Metallverbindungen nach 
der Anordnung der Figur 1 untersucht und zwar sowohl mit sehr 
raschen wie mit langsamen Wasserstoff-Kanalstrahlen, indes wie 
vorweg und für alle bemerkt sei, ohne positiven Erfolg. 

Blei wurde von den auftreffenden Kanalstrahlen lediglich zer- 
stäubt ohne Bildung einer farbigen Oberflächenschicht. Das gleiche 
war bei Wismut und Silber der Fall; diese Metalle zerstäubten 
unter den auftreffenden Kanalstrahlen so auBerordentlich stark, 
daB die Rôhrenwand bereits nach etwa 15 Minuten Bestrahlung 
mit einer undurchsichtigen Zerstäubungsschicht sich bedeckte, und 
zwar zerstäubte Wismut noch etwas stärker als Silber. 

Zink färbte sich an der Auftreffstelle der Kanalstrahlen bräun- 
lich, ebenso Aluminium, und Kupfer nahm eine gelbliche Farbe an. 
Daf diese Färbung von sich absetzender Kohle herrührt, môchten 
wir nicht behaupten, obzwar infolge der Gegenwart von Kohlen- 
wasserstoffen sich Kohlenstoffkanalstrahlen bilden konnten. Es 
ist indes auch môüglich, daf sich an der Auftreffstelle gefärbte 
Hydride bildeten, zumal ja Zink- und Kupferwasserstoff als che- 
mische Verbindungen nachgewiesen sind. 

Wasserfreies Kupfersulfat färbte sich in kürzester Zeit unter 
der Wirkung der H-Kanalstrahlen an der Auftreffstelle dunkelrot 
bis schwarz (Bildung von Kupfer, Kupferoxyd oder Kupfersulfid ?). 

Magnesium wurde unter Petroleum blank gedreht und darauf mit 
Benzol gereinigt. Es färbte sich an der Auftreffstelle der Kanal- 
strahlen ebenfalls braun. Wie bekannt ist, lieB sich spektralana- 
lytisch die Bildung eines Magnesiomhydrids nachweisen. 

Eine Kalium- und eine Natrium-Metallfäche, die an der Luft 
mit einer grauen matten Oxydhaut sich überzogen hatten, wurden 
unter der Wirkung auftreffender H-Kanalstrahlen ausgehend von 
der Auftreffstelle zunächst blank, dann dunkelblau und umgaben 


a  — 
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sich nach aufen hin mit Newtonschen Farbenringen. Es ist wahr- 
scheinlich, daf das Oxyd zunächst reduziert wurde, und daf sich 
dann an der Oberfläche gefärbte Hydride bildeten. Daf es ge- 
färbte Alkalihydride gibt, haben J. Elster und H. Geitel! 
überzeugend nachgewiesen. Jene farbigen Überzüge schützten die 
Oberfläche des Natrium- und Kaliumpräparates, als sie aus der 
Vakuumrôhre wieder an die Luft gebracht wurden, 15—20 Minuten 
vor der Oxydation. 

Lithiummetall, das sich an Luft mit Oxyd überzogen hatte, 
lieferte zunächst die Serienemission, nach einiger Behandlung mit 
Wasserstoffstrahlen verschwand die Emission fast vollständig, 
kehrte aber in beträchtlicher Intensität wieder, als Luft in die 
Rôühre gelassen wurde. 

Auch sei hier darauf hingewiesen, da8 nach Tabelle I das 
dunkelgraue Rubidium- und Thalliumoxyd nur eine schwache 
* Serienemission liefern. Lithiumchlorid färbte sich unter auf- 
treffenden reinen Wasserstoffkanalstrahlen allmählich dunkel (Re- 
duktion zu metallischem Lithium), in gleichem Mafe ging die 
Intensität seiner Serienemission zurück. 

Wir sahen längere Zeit die Erklärung eines Teïiles der vor- 
stehenden negativen Resultate in der Bildung eines das Metall 
schützenden nicht leuchtenden Kohleüberzuges; gegenüber der 
Häufung der negativen Resultate unter den verschiedensten Um- 
ständen halten wir indes diese Erklärung für unrichtig. 

Es ist bekannt?), daB sich im Kanalstrahlenlicht die inten- 
sivsten Serienlinien des Kathodenmetalls z. B. von Aluminium oder 
Zink spektrographisch bei genügend langer Belichtung nachweisen 
lassen; so erhielten wir mit Hilfe eines lichtstarken Spektrogra- 
phen nach einstündiger Belichtung mit Hilfe der Anordnung der 
Figur 3 intensiv das Aluminium-Duplet 1 396,2 und 3944 uu. In- 
des ist diese Serienemission erstens hinsichtlich ihrer sehr viel ge- 
ringeren Intensität, zweitens insofern von der oben beschriebenen 


Serienemission fester farbloser Metallverbindungen verschieden, als. 


sie sich nicht wie diese auf eine dünne Gasschicht unmittelbar an 
der Auftreffstelle der Kanalstrahlen beschränkt, sondern überall da 
im Kanalstrahlenraum und auch in der negativen Glimmschicht auf- 
tritt, wohin die durch Zerstäubung in den Gasraum geschafften 
Metallatome gelangen kônnen. Und sie wird offenbar dadurch 


1) J. Elster u. H. Geitel, Physik. Zeitschr. 11, 255. 1910. 
2) Vergl. J. Stark u. W. Hermann, Physik. Zeitschr. 7,92, 1906; J. 
Stark, Ann. d. Phys. 26, 823, 1908. 


ES 
nn. 


< — - = 


Æ 
Æ- 
RE 2e 


496 J. Stark und G Wendt, 


angeregt, da8 Kanalstrahlen oder Kathodenstrahlen, wenn sie auf 
diese Metallatome im Gasraum stofen, ebenso wie an Gasatomen 
durch ihren StoB die Emission von ruhenden Serienlinien veran- 
lassen. 

Beim Vergleich der Substanzen von positivem Resultat mit 
den Substanzen von negativem Resultat hinsichtlich der beschrie- 
benen Serienemission fällt auf, daB jene sichtbares Licht wenig 
oder überhaupt nicht absorbieren, während diese im sichtbaren 
Spektrum alle mehr oder weniger Licht absorbieren. Ob freilich 
dieses Verhältnis nicht bloB zufällig ist, oder ob in der Tat 
zwischen der Lichtabsorption einer von Kanalstrahlen getroffenen 
Oberfläche und der Serienemission von Seite der Metallatome, 
welche bei der Zerstäubung aus der Oberfläche austreten, ein ur- 
sächlicher Zusammenhang besteht, darüiber haben weitere Unter- 
suchungen zu entscheiden. 

$ 4 Schwellenwert der erregenden Energie. — Wie nun- 
mehr feststeht erhalten die Kanalstrahlen dadurch ihre kinetische 
Energie, daf sie den Kathodenfall ganz oder zum Teil frei durch- 
laufen. Nun zeigte sich bei unseren Beobachtungen sehr bald, 
da die beschriebene Serienemission an festen Metallverbindungen 
durch Kanalstrahlen unterhalb eines bestimmten Wertes des Ka- 


thodenfalles V (Volt), also der kinetischen Energie de einwertiger 


positiver Kanalstrablen unmerklich, dagegen bei Überschreiten 
dieses Schwellenwertes rasch mit wachsendem Kathodenfall be- 
trächtliche Intensität gewann. Zur Messung dieses Schwellenwertes 
wurde parallel zur Rôhre ein Braunsches Elektrometer bei Betrieb 
mit Gleichspannung gelegt und die Elektrodenspannung in dem 
Moment abgelesen, in welchem die charakteristische Leuchtfarbe 
oder Serienemission oder bei deren Fehlen ihre stärkste Linie im 
Spektroskop sichtbar wurde. Nun setzt sich die Elektrodenspan- 
nung !) aus dem Kathodenfall, dem Anodenfall (30—50 Volt) und der 


auf der positiven Säule liegenden Spannung zusammen; da diese in-. 


folge des kleinen Abstandes der Anode von der Kathode gering war, 
so durften wir bis auf —100 Volt Genauigkeit den Kathodenfall gleich 
der Elektrodenspannung setzen. In der nachstehenden Tabelle IT 
sind für die antersuchten Elemente die auf diese Weise erhaltenen 


Werte des Kathodenfalls [kinetische Energie 4,7.107 356) fire den 


1) Vergl. J. Stark, Die Elektrizität in Gasen, $S. 193, J. A. Barth, 
Leipzig 1902. \ 
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Eintritt der Serienemission an den von H-Kanalstrahlen getroffenen 
Metallverbindungen zusammengestellt. Abgesehen von der eben 
gekennzeichneten Ungenauigkeit in der Bestimmung des Kathoden- 
falls ist dieser offenbar bei der spektroskopischen Beobachtung 
infolge der Unempfindlichkeit der Methode durchweg zu hoch ge- 
funden. Gleichwohl ist die Tatsache als durchaus sichergestellt 


Tabelle II. 


Schwellen- | Stromstärke 
Beob. Farbe wert Volt | Milliampère 


Element Verbindung 


Lithium Chlorid Rote Leuchtfarbe : 600 8,6 
Oxyd à 600 
és 4 610 < 800 
Natrium Chlorid Gelbe Leuchtfarbe 7650 4—15 
Kalium. Chlorid u. Oxyd |1 580 < 2400 2,5 
. Rubidium  |Suboxyd 1 572 < 3500 1,7 
Cäsium Chlorid 1 566 > 4500 
Magnesium |Chlorid 1 518 < 1200 3,6 
Calcium Fluorid (FluBspat) |Rotviolette Leuchtf. 1500 1—8 
Carbonat (Kalkspat) À 1500 
Sulfat (Marienglas) : 1500 
Oxyd L 1400 
Strontium |Chlorid 4 496 < 2500 8 
Barium Chlorid 1 554—493 < 2500 8 
Thallium Sulfat ? À 535 > 4500 
Aluminium [Oxyd A 396 > 4500 
Zink Oxyd 1 478 -> 4500 


zu erachten, daf die Serienemission an festen Metall- 
verbindungen infolge des Stofes auftreffender Ka- 
nalstrahlen nur oberhalbeines bestimmten Schwellen- 
wertes der kinetischen Energie der Kanalstrahlen 
môglich ist. 

Durch das vorstehende Resultat dürfte die Differenz unserer und 
Carlheim-Gyllenskôlds Resultate für Rb, Cs, Ca, Sr, Ba, Al, 
Zn sich erklären. Da dieser Forscher wohl die Li-, Na- und K!)- 
Emission beobachtete und die Mg-Linie 4 5176 nur in sehr geringer 
Intensität sah, so vermuten wir, da er mit einem Kathodenfall 
arbeitete, welcher 1200 Volt nar wenig überstieg; die Serien- 
emission der übrigen Elemente, welche einen Schwellenwert grôBer 
als 1200 Volt besitzt, konnte sich darum bei seinen Beobachtungen 
nicht einstellen. 


1) Bei Kalium haben wir übrigens die von Carlheim-Gyllenskôld an- 
gegebenen Linien, die auch sonst nicht bekannt sind, nicht beobachten kônnen. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys, Klasse. 1912, Heft 4. 84 
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Der Schwellenwert der erregenden Energie ist, 
wie Tabelle II zeïgt, innerhalb der Fehlergrenze unabhängig 
von der chemischen Verbindung des emittierenden 
Metalls, er ist auch im Bereich 1—10.10* Amp. un- 
abhängig von der Stärke des Glimmstromes, welcher 
die Kanalstrahlen erzeugt. So wurde bei CaF2 derselbe 
Schwellenwert (1500 Volt) für 1, 2 und 8 Milliampère, bei Na CI 
(Steinsalzplatte) der Wert 750 Volt für 4 und 15 Milliampère ge- 
funden. 

Ein Vergleich der Schwellenwerte verschiedener Elemente 
unter dem Gesichtspunkt ihrer Stellung im periodischen System 
kann deswegen nicht mit quantitativer Sicherheit durchgeführt 
werden, weil die Schwellenwerte nicht an homologen Serienlinien 
gleicher Wellenlänge bestimmt werden kônnen. Immerhin macht 
die Tabelle folgende Sätze wahrscheinlich. Die Gruppe der 
Alkalien besitzt kleinere Schwellenwerte der 
Energie für die Serienemission als die Gruppe der al- 
kalischen Erden, diese wieder kleinere Schwellen- 
werte als die übrigen Metalle von kleinem Atom- 
gewicht. Innerhalb derselben Gruppe scheint der 
Schwellenwert für die kleinen Atomgewichte 
kleiner als für die groBen Atomgewichte zu sein. 

Bemerkung bei der Korrektur. Es ist uns unterdef 
gelungen, zwischen den drei denkbaren Môglichkeiten zur Er- 
klärang der beobachteten Serienemission und ihres Fehlens bei ab- 
sorbierenden Kôrpern experimentell zu entscheiden. An anderer 
Stelle werden wir unsere Beobachtungen ausführlich mitteilen, hier 
beschränken wir uns darauf, kurz diejenige Erklärung anzugeben, 
welche durch sie am wahrscheinlichsten geworden ist. 

Die auf Metallatome an einer festen Oberfläche stofenden Ka- 
nalstrablen werfen diese losgetrennt von ihren Valenzelektronen 
als langsame Atomjonstrahlen in den angrenzenden Gasraum. 
Durch den Stof nehmen diese Atomjonen in Serienfrequenzen 
Lichtenergie auf, tragen diese aus der festen nicht absorbierenden 
Oberfläche in den angrenzenden Gasraum hinüber und strahlen sie 
hier auf einem Wege von jener aus, der um so kürzer ist, je kleiner 
die Geschwindigkeit der Atomjonstrahlen ist. Absorbiert die feste 
Oberfläche Licht in den Serienfrequenzen, so entzieht sie den 
Atomjonen ihre Lichtenergie bei ihrem Austritt in den Gasraum, 
so daB sie in diesen lichtlos einlaufen. 


Aachen, Physik. Institut d. Techn. Hochschule, Februar 1912. 


Bandenemission fester Metallverbindungen durch 
Kanalstrahlen. 


Von 
J. Stark und G. Wendt. 


Vorgelegt von Herrn E. Riecke am 2. März 1912. 


Durch mehrere Forscher ist festgestellt worden, daB feste 
Metallverbindungen, Salze und Oxyde, infolge des Stofes auf- 
treffender Kanalstrahlen Licht emittieren, welches zerlegt mehr 
oder minder grofe Bezirke des Spektrums kontinuierlich ausfüllt. 
Nach den Festsetzungen ‘) des einen von uns sind derartige Spektra 
zur Gruppe der Bandenspektra zu rechnen. 

Über diesen Fall von Bandenemission haben vor allem fol- 
gende Forscher Material beigebracht: W. Arnold®), W. Wien) 
G. C. Schmidt‘), J. Tafel*); besonders ausgedehnte spektral- 
analytische Messungen hat V. Carlheim-Gyllenskôld®) ange- 
stellt. Wir setzten uns nicht zur Aufgabe, weitere derartige Fälle 
von Bandenemission aufzusuchen und zu beschreiben, vielmehr legten 
wir uns die Frage nach dem Ort dieser Bandenemission und nach 
ihrem Zusammenhang mit dem Stof der Kanalstrahlen vor. 

Ohne weiteres ist von vorneherein die Môglichkeit zuzulassen, . 
daf die unmittelbar von den auftreffenden Kanalstrahlen gestofenen 
Atome des festen Küôrpers in Bandenfrequenzen zu Lichtemission 


1) J. Stark, Die elementare Strahlung, S. 80, S. Hirzel, Leipzig 1911. 

2) W. Arnold, Wied. Ann. 61, 326, 1897. 

3) W. Wien, Phys. Zeitschr. 3, 440, 1901. 

4) G. C. Schmidt, Ann. d. Phys. 9,703, 1902; 18, 622, 1904. 

5) J. Tafel, Ann. d. Phys. 11, 618, 1908; 14, 206, 1904. 

6) V. Carlheim-Gyllenskô1d, Ark. f. Mat, Astr. och. Fys. 4, Nr. 33. 
1908, 
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angeregt werden, daB also der Ort einer Bandenemission die Ge- 
samtheit der Auftreffstellen von Kanalstrahlenteilchen ist. Freilich 
ist für diesen Fall von Bandenemission fester Kôrper durch Kanal- 
strahlen bis jetzt noch kein reines Beïispiel aufgefunden worden. 
Dagegen konnten wir die Verwirklichung folgender Môglichkeit in 
mehreren Fällen nachweisen. 

Es kann nämlich das Licht, das infolge von StoB, sei es an 
dem stofenden Kanalstrablenteilchen, sei es an dem gestofenen 
Atom der festen Oberfläche, in einer Serien- oder Bandenfrequenz 
zur Emission kommt, bei seiner Ausbreitung in den festen Kôürper 
(Metallverbindung) hinein in Bandenfrequenzen der Atome des 
Kôrpers absorbiert und dann in diesen Banden oder in gekoppelten 
Banden wieder als Fluoreszenzlicht!) im engeren Sinne des Wortes 
ausgestrahlt werden. In diesem Fall von Bandenemission fester 
Kôrper durch Kanalstrahlen schaltet sich also zwischen die be- 
obachtete Emission und den StoB der Kanalstrahlen an ibrer 
Auftreffstelle eine Lichtemission als unmittelbare Wirkung der 
Kanalstrahlen und eine Absorption dieses emittierten Lichtes ein. 

Es liegt auf der Hand, daf der Ort dieser Bandenfluoreszenz 
ein grôBeres Volumen des von Kanalstrahlen getroffenen Kôrpers 
einnimmt als die Auftreffstelle der Kanalstrahlen. Umgekehrt läft 
sich aus der lokalen Ausdehnung der Bandenemission durch Kanal- 
strahlen auf ihren Fluoreszenzcharakter zurückschliefen. Wir teilen 
hierzu folgende Beobachtungen mit. 

Wie bereits Carlheim-Gyllenskôld beobachtete, zeigt 
Chlornatrium unter auftreffenden Kanalstrahlen eine schwache weif- 
blaue Bandenemission. Wir fanden diese Bandenemission an Stein- 
salzplatten wieder. Wurde nämlich eine Steinsalzplatte, so wie es 
Fig. 2 der vorausgehenden Abhandlung zeigt, auf der Rückseite 
der Kathode befestigt und trafen dann‘scharf im Querschnitt des 
2mm weiten Kathodenkanals Kanalstrahlen auf die Platte auf, 
so zeigte sich oberhalb eines gewissen Schwellenwertes des Ka- 
thodenfalls im ganzen Volumen der Platte blaues Fluoreszenzlicht. 
Dieses konnte offenbar nur aus der Absorption von Licht ent- 
stehen, das an der Auftreffstelle der Kanalstrahlen zur Emission 
gebracht war). 

Bei mebreren Metallverbindungen niastilén wir folgende Be- 
obachtung. Die Salze wurden in der Art der Anordnung der Fig. 


1) Vergl. J. Stark, Die elementare Strahlung, S. 213. 
2) An anderer Stelle werden wir weitere Beobachtumgen über die Emission 
ultravioletten Lichtes an der Auftrefistelle von Kanalstrabhlen mitteilen. 
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1 der vorausgehenden Abhandlung den Kanalstrahlen ausgesetzt. 
Wenn dann bei niedrigem Druck das Kanalstrahlenbündel in scharf 
zylindrischer Begrenzung auf die feste Fläche auffiel, so leuchtete 
in mehreren Fällen die kleine kreisfôrmige Auftreffstelle in der 
Farbe der Serienemission, dagegen die ganze übrige nicht von 
Kanalstrahlen getroffene Fläche im Licht der Bandenemission. So 
lieferte Cäsiumchlorid an der Auftreffstelle schneller Kanalstrahlen 
violettes Serienleuchten, rund herum schôünes weifiblaues Banden- 
leuchten, Strontiumchlorid hier blaues Banden-, dort weifblaues 
Serienleuchten, Zinkoxyd gelbgrünes Banden- um violettes Serien- 
leuchten. Auch in diesen Fällen kann die Bandenemission nur eine 
indirekte Wirkung der Kanalstrahlen gewesen sein, nämlich eine 
Fluoreszenz infolge der Absorption von Licht, das an der Auf- 
treffstelle emittiert wurde. 

Es liegt auf der Hand, daf die beschriebene Bandenfluoreszenz 
nicht blof in grôBerem Abstand von der Auftreffstelle der Kanal- 
strahlen, sondern auch in der unmittelbar an die Auftreffstelle 
grenzenden Kôrperschicht sich ausbilden muf und hier sogar in 
_grôerer Intensität als dort, da hier die Intensität des primären 
die Fluoreszenz erregenden Lichtes grôfer ist. Es ist nun offenbar 
der Fall môglich, daB unterhalb des Schwellenwertes der Energie 
für die Serienemission infolge des Stofes der Kanalstrahlen bereits 
Fluoreszenzemission an der Auftreffstelle sich einstellt, ohne eine 
gleichzeitige Serienemission. 

Für diesen Fall haben wir eine ganze Reihe von Beispielen 
aufgefunden. Und zwar scheint die beschriebene Fluores- 
zenzbandenemission ebenso wie die Serienemission 
erst oberhalb eines bestimmten Schwellenwertes der 
kinetischen Energie der H-Kanalstrahlen sich einzu- 
stellen. Die nachstehende Tabelle gibt derartige Schwellenwerte 
für verschiedene Metallverbindungen; sie sind aus dem in der vor- 
ausgehenden Abhandlung angegebenen Grund wahrscheinlich alle 
um b0—100 Volt zu hoch. 


Schwellen- 


Substanz Leuchtfarbe wert (Volt) 


Na CI weiBblau 1100 
K CI 6 600 
Cs CI blau 500 
Mg CL blauweis 750 
Sr Cl blau 500 
Ba CL blau 500 


Zn O gelb, grüngelb 700 
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Die Redewendung Schwellenwert der kinetischen Energie für 
Bandenfluoreszenz darf nicht mifverstanden werden; der Schwel- 
lenwert ist offenbar nicht etwas charakteristisches 
für die Emission der sichtbaren Fluoreszenzbanden, 


sondern ist denjenigen Frequenzen zuzuordnen, die 


unmittelbar durch den Stof der Kanalstrahlen an der 
Auftreffstelle mit Lichtenergie gefüllt werden und 
deren ausgestrahlte Energie dann infolge der Ab- 
sorption bei der Ausbreitung die Fluoreszenz anregt. 

Da die meisten Metallverbindnngen, welche die beschriebene 
Bandenfluoreszenz zeigen, mit Licht oberhalb 4 300 uw nicht zu 
dieser Fluoreszenz angeregt werden kônnen, so ist zu folgern, daf 
das direkt von den Kanalstrahlen an ïihrer Auftreffstelle zur 
Emission gebrachte Licht, welches die Fluoreszenz erregt, eine 
Wellenlänge kleiner als 300 uu hat. Und hieraus ergibt sich dann 
sofort die weitere Folgerung, daB die untersuchten Metallver- 
bindungen im Ultraviolett Absorptions- und somit auch Fluores- 
zenzbanden besitzen, mit denen die sichtbaren Banden als lang- 
wellige Banden gekoppelt!) sind. 

Nachdem im Vorstehenden der Nachweïis einer Bandenfluores- 
zenz infolge der Absorption ultravioletten von Kanalstrahlen direkt 
erregten Lichtes geführt ist, erheben sich folgende weitere Fragen 
und Aufgaben. 

Es ist einmal der spektrale Charakter und der Träger des 
Lichtes zu ermitteln, welches unmittelbar von den Kanalstrahlen 
an ibrer Auftreffstelle zur Emission gebracht wird. Es ist müg- 
lich, daf die Wellenlängen dieses Lichtes im Schumannschen Gebiet 
oder unterhalb 4 100 uw liegen. Darnach sind die Schwellenwerte 
der kinetischen Kanalstrahlenenergie für Emission dieser Fre- 
quenzen genauer zu bestimmen. 

Weiter bietet die Emission dieses Lichtes die Môglichkeit in 
einen festen Kürper ultraviolettes Licht in grofer Intensität zu 
senden und dadurch seine weit im Ultraviolett liegenden kurz- 


welligen Banden zur Fluoreszenz anzuregen. Die spektrographische. 


Aufsuchung ultravioletter Fluoreszenzbanden fester Metallverbin- 
dungen auf dem hier angegebenen Wege mu eine der nächsten 
Aufgaben sein. 

Hieran schlieft sich von selbst die Frage nach dem Träger 
der Bandenfluoreszenz und den Bedingungen, unter denen sie in 
grüBter Intensität bevbachtet werden kônnen. Es ist môüglich, daB 


1) Vergl. J. Stark, Dic elementare Strahlung, S. 223. 
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der Träger der Banden das Molekül der gewählten Metallver- 
bindung selber ist; dann allerdings müfte die Absorption in diesen 
Banden sehr klein sein, um zu erklären, da das erregende Licht 
sowohl wie das Fluoreszenzlicht so groBe Strecken in der Ver- 
bindung zurücklegen kann. In vielen Fällen dürften die absor- 
bierenden und fluoreszierenden Moleküle fremde Moleküle sein, 
welche das erregende Licht stark absorbieren, aber in so sebr 
feiner Verteilung (fester Lüsung) vorhanden sind, da8 das erre- 
gende Licht und das Fluoreszenzlicht grofie Strecken in der festen 
Substanz durchlaufen kônnen; ähnlich erreicht ja auch bei den or- 
ganischen fluoreszierenden Substanzen (Benzolderivate) die Fluores- 
zenz erst bei sehr grofer Verdünnung in einem nicht absorbierenden 
Lôsungsmittel eine groBe Intensität in tieferen Substanzschichten. 
In der Tat hat G. C. Schmidt zeigen kônnen, da die gelbgrüne 
Fluoreszenz des Zinkoxyds unter der Wirkung der Kanalstrahlen 
* nicht dem Zinkoxydmolekül selbst, sondern einer in sebr zrofier 
Verdünnung vorhandenen Beimischung eigentümlich ist. Die hier 
gegebene Analyse der Bandenemission durch Kanalstrahler als 
einer Fluoreszenz infolge der Absorption sich ausbreitenden ultra- 
violetten Lichtes erklärt zwanglos, wie eine in sehr grofiur Ver- 
dünnung einem festen Kürper beigemischte Substanz intensiv 
leuchten kann, obwohl nur verschwindend wenige ihrer Moleküle 
an der Auftreftstelle der Kanalstrahlen direkt von diesen 2nge- 
stoBen werden. 

Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daf sicl: die hier 
gegebene Analyse der Bandenemission durch Kanalstrahler auf 
viele Fälle der Bandenemission fester Kôrper durch Kathoden- 
strahlen übertragen läBt. 


Aachen, Physik. Institut d. Techn. Hochschule, Februar 1912. 


Einige Beobachtungen über die Absorption des Lichtes 
im Andalusit. 


Von 


M. Lewitskaja. 
Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 2. März 12. 


Die Absorption des Lichtes im Andalusit ist bis jetzt nicht 
ausfübrlich untersucht worden, obwohl sie wegen des groBen Pleo- 
chroismus dieses Kristalles besonderes Interesse besitzt. Schon 
die bekannte Erscheinung der farbigen Büscheln im Andalusit weist 
ja auf die grofe Absorption einiger Lichtschwingungen in diesem 
Kristall hin. Die Untersuchung bietet aber eine besondere Schwie- 
rigkeit weil die Absorption des Andalusits anscheinend auf einem 
Bestandteil beruht, der in sehr wechselnder Menge auftritt, so da 
verschiedene Kristalle und selbst Teile desselben Kristalles sich 
sehr verschieden verhalten. 

Nach dem Vorschlage des Herrn Prof. W. Voigt habe ich die 
vollständigen Absorptionskurven des Andalusits im sichtbarem 
Spektrum an einem einzigen Präparat, das in seinem Besitz ist, 
untersucht. Dieses Präparat stellt ein Parallelepipedon dar, mit 
den Kanten, welche folgende Richtungen und Dimensionen haben: 
Die längste Kante a, parallel der 2t* Mittellinie; 

Länge d, — 3,602 mm. 
Die mittlere Kante b, senkrecht zur Ebene der optischen Achsen: 
Länge d, — 2,801 mm. 

Die kurze Kante c, parallel der 1* Mittellinie; 
Länge d, = 2,322 mm. 
Bei senkrechter Inzidenz des Lichtes auf die Seitenflächen dieses 
Parallelepipedons handelt es sich nur um drei Schwingungsrich- 
tungen des Lichtes im Kristall, nämlich um die Schwingungen, die 
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parallel den Symmetrieaxen a, b, c des Kristalls erfolgen. Wir 
wollen die Intensitäten der entsprechenden durchgegangenen Wellen 
durch J,, J,,J, bezeichnen. 

Ich untersuchte zuerst die relative Absorption dieser drei 
Wellen, indem ich die Lichtstrahlen senkrecht zur einen der Flächen 
durch das Andalusitparallelepipedons gehen lief. Dabei bestimmte 
sich je eines der Verhältnisse: LR ds 

Zu den Absorptionsmessungen diente das Künigsche Spektro- 
photometer. Der Kristall stand auf einem kleinen Tischchen, das 
vor der Eintrittsôffnung der Beleuchtungsvorrichtung des Photo- 
meters befestigt wurde und sich um die horizontale Achse drehen 
lief. Die Dimensionen der OÜffnung betrugen 2 > 2 mm°, was sich 
für die Beleuchtung des Feldes genügend erwies. Als Lichtquelle 
diente eine Nernstlampe mit horizontalem Faden, deren Licht’auf 
die Offnung des Apparates konzentriert wurde. 

Die richtige Einstellung des Kristalls, bei der seine Polari- 
sationsrichtungen denen des Photometers parallel waren, erzielte 
ich mit Hilfe eines auf das Photometer justierten Nicols, den ich 
vor den Kristall stellte und nach der Einstellung fortnahm. Jede 
Messung wurde bei zwei Einstellungen des Kristalls ausgeführt, 
zwischen denen derselbe 90° um den durchgehenden Strahl als um 
die Axe gedreht wurde; die endlichen Werte stellen das arithme- 
tische. Mittel der beiden Messungen dar. 

Die Messungen des ersten der genannten Verhältnisse (J,/J') 
zeigten, daf die Lichtschwingungen, parallel der längsten und 
kürzesten Kante des Parallelepipedons ziemlich schwach und bei 
den grôBeren Wellenlängen fast gleich absorbiert sind. Fig. 1 zeigt 
den Gang ihrer relativen Absorption mit den wachsenden Wellen- 
längen. 

Was die zwei anderen Verhältnisse (J,{J, und J'[J,) betrifft, 
so ergab sich, daf dieselben im Violett und Blau ungemein grof 
sind; die eine Hälfte des Gesichtsfeldes im Photometer war ganz 
dunkel und die Ausgleichung des Feldes erreichte man nur bei 
voller Dunkelheit. Die Messungen schienen hier nach der direkten 
Methode ganz unmôglich zu sein. Darum habe ich nach dem Vor- 
schlage des Herrn Prof. W. Voigt eine andere indirekte Methode 
angewandt, deren Gedanke war, bei schiefer Inzidenz des Lichtes 
eine solche Stellung des Kristalls zu finden, bei welcher die Ab- 
sorption der beiden Wellen den Messungen zugänglich wäre. Die 
Formeln der Kristalloptik gestatten dann zu der Absorption der 
Hauptschwingungen überzugehen. 
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SE 


Figur 1. 


Vorversuche zeigten, da man eine solche Stellung erreichen 
konnte bei dem Einfallen des Lichtes auf die Seite ac des Anda- 
lusitparallelepipedons; bei dem Einfallen des Lichts auf die Flächen 
ab und be war die Absorption immer zu grof. 

Um eine wohl bestimmte schiefe Inzidenz zu bekommen, wurde 
der Kristall zwischen zwei gleichen Glasprismen eingekittet, so 
daB die Lichtstrahlen beim Durchgange des ganzen Systems nur 
eine parallele Verschiebung erlitten. Der Brechungswinkel der 
benutzten kleinen Prismen betrug 29° 52’ (die vorhergehende Rech- 
nung hatte überzeugt, daf diese Grüfe schon genügend war), der 
Brechungsindex des Glases war für verschiedene Wellenlängen 
ausgemessen. 

Die ganze Versuchsanordnung zeigt Fig. 2. Das Licht von 
der Quelle Q (Nernstlampe) wurde zunächst auf die kleine Ô#- 
nung o in einem schwarzen Schirm konzentriert, sodann auf die 


Figur 2. 


kleine Fläche des Kristalls 4, der zwischen zwei Glasprismen G 
eingekittet ist, und schlieBlich auf den Spalt des Photometers. 
Jedes fremde Licht wurde mit einem schwarzen Papierschirm sorg- 
fältig beseitigt. 

Das benutzte Lichtbündel war so schmal, da seine Konvergenz 
innerhalb des Kristalles ignoriert werden konnte. 

Um den Kristall richtig zum Photometer zu orientieren, wurde 
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hinter die Offnung o ein Kalkspathrhomboeder P gebracht, welches 
um den Strahl als Axe drehbar war; gegenüber dem zuvor be- 
nutzten Nicol hat dasselbe den Vorteil, das durchgehende Strahlen- 
bündel nicht parällel zu verschieben. 

Die Glasprismen G wurden auf einem drehbaren Tischchen 
befestigt. Die vordere Fläche G stand immer senkrecht zu dem 
einfallenden Lichtbündel. Man konnte das ganze System G um 
90° um die Axe des einfallenden Bündels drehen und so die 
Messungen, wie früher, bei zwei Lagen des Kristalls ausführen. 

In dem auf Fig. 2 gezeichnetem Falle liegt der mittlere Strahl 
des einfallenden schmalen Bündels in dem Schnitte ab des Kristalls. 
Wir haben hier demgemäf eine Lichtschwingung parallel der c-Axe, 
die andere in der ab-Ebene, senkrecht zu der Richtung des Strahles, 
die man nach den Formeln der Brechung findet. Drehen wir den 
Kristall zwischen den Prismen um 90° so, daB das Licht wieder 
durch dieselbe Fläche in den Kristall eintritt, dann haben wir den 
Durchschnitt cb, eine Schwingung parallel der u-Axe, die andere 
in der cb-Ebene. Wir bekommen so zwei verschiedene Fälle, wobei 
das Licht durch die Seite ac in den Kristall eintritt und die eine 
Absorption nicht zu gro, aber doch viel grôBer als bei dem senk- 
rechten Inzidenz sich ergibt. 

Bei der ersten der genannten Lagen des Kristalls haben wir 
für die Absorptionskoeffizienten der beiden Wellen: 


NL 2, NisinY+aNicos p _ kx,+kx s) 
POS N EE CNT ap SANS cos 1 0 PER 0 
WO %1%3) %, die drei Hauptabsorptionskoeffizienten, N,, N,, N. ent- 
sprechende Brechungsindizes der Wellennormale bedeuten; # ist 
der Brechungswinkel der zweiten Welle im Kristall, welchen man 
nach den allgemeinen Formeln berechnet. 

Im zweiten Falle haben wir: 


OR 9 er %, N5 sin” #'+x, N° cos y’ Lat+ls. 
Er ee ete - N?sin'#"+ N°cos' y Fr 1, +1, 


4 = % 


Nun gibt uns die photometrische Messung le, bezw. BP, 


dy ———, da das Licht die Dicke 


d. h. (x —x,) es und (%, —%) —— LEE 


s Ÿ 
im Kristall durchsetzt. Man darf dabei die sehr geringe 


d, 
cos Ÿ 


1) P. Drude, -Lehrbuch d. Optik, 2. Aufl., S. 352, Formel (41); hier ist 
a" = Qua? = ny NV? U. 8. w. 
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Figur 8. 


Doppelbrechung, die eïigentlich y für beide Wellen verschieden 
macht, vernacblässigen. Wir gewinnen also zwei Gleichungen: 


Em (E +), = (tient, 2 L 4, 
dy J, 
! 
mt (+l)e, = tot Je Z 
dy J; 
Die früher ausgeführten Beobachtungen geben uns auferdem 
1 JT 


Diese drei Gleichungen liefern: 


STI RD Re C: 
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d.h. die natürlichen Logarithmen (durch die Dicke dividiert) der 
gesuchten Verhältnisse. 

Die Brechungsindizes N,, N,, N. des Andalusits waren mit 
Hilfe des FueBschen Totalrefraktometers für verschiedene Wellen- 


längen gemessen; es ergab sich: 


Tabelle I. 
6 nr 
667,5 1,6429 1,6375 1,632 
567,6 1,6435 1,6376 1,6325 
530 1,6469 1,6414 1,6354 
506 1,6504 1,6457 1,6397 
487 1,6514 1,646 1,6398 
471 1,6509 1,6431 1,6393 
455,5 1,649 1,6438 1,6365 
444 | 1,6487 | 1,6436 1,634 


Die entsprechenden Dispersionskurven sind auf Fig. 4 (4, B, C) 
gegeben. Es ergibt sich, daB alle drei Wellen merkliche anomale 
Dispersion im Violett besitzen; dies beruht wahrscheinlich auf 


Figur 4. 
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breiten Absorptionsstreifen für alle drei Wellen im nächsten ultra- 
violetten Teile des Spektrums. 

Die Richtigkeit der in oben gezeigter Weise aus den Beob- 
achtungen gewonnenen Resultate läft sich dadurch verifizieren, 
daf gelten mu: 


BLLC 42 m0 


b k, 

Die entsprechenden Zahlen gibt Tabelle II. Die beschriebene 
Methode wurde nur im Gebiete starker Absorption angewandt, für 
gelbe und rote Strahlen gab die direkte Messung schon eine ge- 
nügende Übereinstimmung. Für die ersten vier Wellenlängen sind 
(x, —*,) und (%,—%x,) aus den letzten Formeln $. 5 berechnet, für 
die längeren Wellenlängen sind sie nach den Logarithmen der 


direkt gemessenen Verhältnisse gefunden. 


—C= 4 = 0. 


Tabelle II. 

luu | A | B C | #p— Ka 2) KE —%e À) | A 
466 | 2,311 | 2,998 | 0,14 8,44 | 3,29 0,010 
486 | 2,654 | 3,148 | 0,103 | 3,53 3,43 — 0,003 
509 | 2,697 | 3,028 | 0,072 | 3,53 3,447 0,011 
539 | 1,609 | 1,995 | 0,06 | 2,38 2,31 0,010 
579 | 0,032 | 1,26 | 1,22 | 0,008 
625 0,01 0,91 0,903 0,003 
685 | 0,004 | 0,774 | 0,770 | 0 


Die nach. der erklärten Methode erhaltenen Grüfen von ce 
, b 


und + (den Dicken 4, und d, entsprechend) sind durch Tabelle III 


b 


und Fig. 3 gegeben. Man sieht, daB die Absorption der einen 
Welle bei dem Durchgange des Lichtes in der Richtung a des 
Parallelepipedons praktisch vollständig war. 

Um die absolute Absorption der drei Wellen a, b, c zu be- 
stimmen, wurden die Messungen nach der allgemein gebräuchlichen 
Methode durchgeführt. Ich stellte den Kristall vor der einen und 
dann (um 90° gedreht) vor der anderen Spalte des Photometers 
auf; der Kristall befand sich in einem kleinen Metallringe einge- 
fat, welchen man um seine Axe drehen konnte; dadurch konnte 


1) Für 1 mm Länge. 
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Tabelle III. 


luu 


Jeld; | CAE 


466 141 500 3640 
486 235 300 3904 
509 235 300 3290 
539 5324 221,4 
579 156 28,5 
625 28 11 
685 16,4 6,1 


man jedesmal die Axen des Kristalls parallel den beiden Polari- 
sationsebenen im Photometer einstellen. Auf diese Weise lieB sich 
die absolute Absorption der Wellen a und c bei dem Durchgange 
durch die Dicken d, und d, entsprechend messen. Die Resultate 
gaben eine genügende Übereinstimmung mit der Kurve Fig. 1 (nach 


ee 7 © J, 
A rl ere 
der Relation FAR AC NES Ar = Ô = (). 


In der Tabelle IV sind unter 1, 2, 3 die Logarithmen der 
Zahlen der drei ersten Kolumnen (durch die entsprechenden Dicken 
dividiert) gegeben, d ist die oben genannte Differenz. 


Tabelle IV. 


Aug | JIT, | J|Ta JalT, | 1 | 2 | 3 | Ô 


466 | 4,003 | 1,765 | 1,504 | 0,105 | 0,167 | 0,063 | 0,001 
486 | 3,28 1,75 1,337 | 0,103 | 0,143 | 0,045 | 0,005 
509 | 2,954 | 1,746 | 1,223 | 0,102 | 0,130 | 0,031 | 0,003 
539 | 2,653 | 1,73 1,133 | 0,101 | 0,119 | 0,019 | 0,001 
579 | 2,427 | 1,68 1,098 | 0,096 | 0,108 | 0,014 | 0,002 
625 | 2,163 | 1,61 1,046 | 0,088 | 0,093 | 0,006 | 0,001 
685 | 2,161 | 1,60 1,014 | 0,087 | 0,091 | 0,002 | 0,002 


Fig. 5 zeigt die gefundene absolute Absorption der Wellen & 
und c. Die entsprechende Kurve für die Welle b muf ähnlich der 
Je 
J, 

Die Messungen der absoluten Absorption gaben die Môglich- 
keit die logarithmischen Dekremente x für alle drei Wellen zu 


Kurve (Fig. 3) aussehen. 
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bestimmen. Für die Wellen a, c berechnet man dieselbe aus den 


J J 
lg, ler 
letzten Kurven (Fig. 4) als x, — e) _ und x, = — 3 <_, Die 


früher gefundenen Differenzen geben dann den Wert x; 
Die Werte von x,, x, x, (für 1 cm Länge) sind in Tabelle V 
und auferdem durch die Kurven a, b, c in Fig. 4 gegeben. 


Tabelle V. 


Figur 5. 


Man sieht, daf für die Welle à die relative Lage der Maxima 
der Absorption und der Brechung der gewôhnlichen Theorie nicht 
ganz entspricht; vielleicht liegt die Ursache in der grofen Breite 
des entsprechenden Absorptionsgebietes und, in der Einwirkung 
ultravioletter Absorptionen. 


Gôttingen, im Februar 1912. 


math.-phys. KI. 1912. Heft 4 (Voigt und Collet). 


Nachrichten von der K. G. d. W. zu Gôttingen, 


Fig. 5. 


Materialien für eine wissenschaftliche 
Biographie von Gauf. 


Gesammelt von F. Klein und M. Brendel. 


II. C. F. GAUSS: Fragmente zur Theorie des arithme- 


trisch-geometrischen Mittels aus den Jahren 
1797—1799. 


Herausgegeben und erläutert von 
L. Schlesinger in GieBen. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Oktober 1911 durch Herrn F. Klein. 


Die weiter unten (erster Abschnitt) abgedruckten Aufzeichnungen 
von Gauf sind zum grôfiten Teile noch nicht verôffentlicht. 
Sie stammen aus den DurchschuBblättern des ,Leiste“ und aus 
der Scheda Ac (begonnen Nov. 1799)!), also aus der frühesten Periode 
von Gau$’ Schaffen und erscheinen gerade dadurch besonders 
wertvoll, daf sie Einblick gewähren in die Entwicklung von Gau$” 
Gedankengang. Ich gebe diese Fragmente in der Reïhenfolge 
der Blätter, auf denen sie sich aufgezeichnet finden ?), ganz getreu 


1) Gau$ hatte sich (vgl. Klein, Festschrift zur Feier des 150 jährigen Be- 
stehens der Kôniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen, Beiträge 
zur Gelehrtengeschichte Gôttingens, Berlin 1901, S. 1—44, GauB? wissenschaftliches 
Tagebuch 1796—1818, wieder abgedruckt Mathem. Annalen, Bd. 57, S. 1—26) 
ein Exemplar von Leiste: Die Arithmetik und Algebra (Wolfenbüttel 1790) mit 
Schreibpapier durchschiefen lassen und auf die DurchschuBblätter Notizen wissen- 
schaftlichen Inhalts gemacht. Die Scheda Ac ist ein Oktavheftchen, aus dem schon 
in Bd. III der Gauf’schen Werke zahlreiche Auszüge abgedruckt worden sind. 

2) Diese Reihenfolge stimmt, wie wir gleich vorweg bemerken wollen, bei den 
in Leiste enthaltenen Aufzeichnungen nicht mit der chronologischen Folge der 
Eintragung überein. Dies geht einmal aus dem Inhalt der Notizen, das anderemal 
daraus hervor, daB diese Notizen zum Teil zwischen Aufzeichnungen anderen In- 
halts mit ersichtlich späterer Schrift und Tinte eingeschrieben sind. 

Kgl, Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1912. Hoft 6. 30 
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nach den Originalen wieder. Meine ÆErläuterungen bestehen zu- 
nächst (zweiter Abschnitt) in der Verifikation und Erklärung der 
GaufS’schen Aufzeichnungen. Es folgt (dritter Abschnitt) eine Er- 
ürterung über ihre mutma$liche Entstehungszeit, dagegen bleibt 
ibre historisch-biographische Verwertung einer anderen Publikation 
vorbehalten. Im ersten Abschnitt bezeichnen die Angaben links 
oben die Seiten der Originalhandschrift, die in eckigen Klammern 
befindlichen Zahlen dienen zu Verweisen in den Erläuterungen. 

Der Kôniglichen Gesellschaft der Wissenschaften und dem Di- 
rektor der Sternwarte Herrn J. Hartmann zu Gôttingen spreche 
ich meinen Dank dafür aus, daB sie mir die in Rede stehenden und 
noch einige andere Handschriften des GauBarchivs zur Benutzung 
auf der bhiesigen Universitätsbibliothek zur Verfügung gestellt 
haben; nicht minder gilt mein Dank den Herren Brendel, Klein, 
Krazer und Stäckel, deren eingehende Kritik mir namentlich 
für den dritten Abschnitt von gro$fem Nutzen war. 


Erster Abschnitt. Liste von Gau$’ Aufzeichnungen. 


(Leiste, S. 25): 
ra ils 


[1] 1-53 BB-55 33 P'—ete. 
[2] B+T BH = 4548 
[3] B = 42-16: —-3762 

[4] Periph. — 1 — 42° + 20z* + 8002° 


(Leiste, S. 26): 
Peripheria Ellipseos 
14 11:48 


(5] = 1-5 BB 33 L etc. 
Lex 19: ps ht, 9? : 
[6] B+-7B Di ie = (22 +22 +.) = vrr 


(Leiste, S. 37): 


[7] Vu) 


4 
| 
{ 
Lg 
Î 
k 
| 
| 


Re 
… soie Æ 


75 


a M A GR he 


à 
l 
fe 
! 
\ 


ÉTETS 
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L'HLT 1=V(— a) 1 VA) 


8 Mr = = +— 

El Me NAT AN Ha tte Uleon 
D il Mt 
BUS. 101 

[10] 1+z =5 +5 %Mx 


Peripheria Ellipsis cuius axes a, b est 


aa — bb aa— mé aa — bb 
CRE TETE 
5 LA ei 
[12] nt 
: Med. inter 1 et De 
[13] Nv = vrMy — caen, ni= VE) VO —»») 
2 1+V(1—v) 


(Leiste, S. 48): 


a 1.1 / aa — bb 1.1.1.3 / aa — bb \° 
Ï [14] CAGE +ali- 2,2 ( aa )- STE a aa je) 
| 1 


aa L aa — bb 1.1.3.3 / aa — bb \’ 

[16] Ma, b) (1+ 2 aa )+ 2.2.4.4 ( aa ja) 

(Leiste, S. 49): 

[16] K FE es 

1—x 

[17] KV x) = DE = y 
a. L L 
\ 1—-x 2x 24 2. L 
A Se ni Ce NT 
L $ 
@ 2x 1+x Fr Mr 2x 
CROP ee dre LS ae caro 
2x F 
| [20] EN 2 Tv 
35 * 
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1+VA—22) 


[22] hp d'+ aa +ete = Mz 


[21] 


(Leiste, S. b4): 
Bestimmung der zwei ersten Coefficienten des Ausdrucks 


2 — a+bcos2p—ccos4p—dcos6p --.. 


FL. ane): 


(Leiste, S. 83): 


+ 
2v Lepoti » v+l K» 


By 1 


[30] M = ++ 


TE Re (EU D le Erevl 
1+ 1£v 5) “ii d È 
(Verif.) 


2y” 
l1+ 


[32] 2) Æ = (+) Æv 
(Leiste, S. 88): 


[8] 145. 


Se ar 
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1 1 
[35] RY EE ee ie 4 
MV(i— vr) Li - wl-” 
Pro 
oK  dL vôvkX ôvL 
[86] dt dt Où, Ps ” 
[37] K'=L',vK+uwvK' = L+L 
[38] E+(s-<)# =21 
2Vr 
[39] (1+») Kv = KT, 
7 cafe , 2Vv 1—" 


(Leiïste, Rückseite des Titelblatts) : 


x \ 2 11:52 3\ 1 b\ 1 
a) = +) .5+(5) ++ s) 
[und darunter als Ergebnis einer langen Zahlenrechnung] 
0,834626841674030 


(Scheda Ac, S. 9): 
1 
ET 


du uldiu DS Doi 
PAF za tree (RASED 


44 
ET D ET SL SAT 0 La 7 OURLE 
7 Me 22(5 +758 2+128.8.12" 448.8.12.12.16 


= A+ 4'c+ 4"c2 + A"c3 + etc. 


£ etc. 


£ ete.) 


d'a reg rose tete) 
Bo ar 2e + TERRE A LBBRIE 20" %) 
etc. À' Hs 2 
Red hr A = OT A e aride 
82 A'—84"+56z: 4" = 0 N- PER 2028 
bz4"—12 4"—72 AN —0 492z 


etc. à 16 — etc. 
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Terminus constans duarum expressiorum 
(4+ 42 + 2° cos p°) L 
[44] (4 + (82 + 4 22) cos w') ? 


1 


On Dr GRR Em 8 0 Ce a 


(Scheda Ac, S. 10): 


Medium arithmetico-geometricum inter 1et x per huius 
modi formulam exhiberi potest, apprime utilem quoties x est 
[45] {numerus satis magnus 


__C(c— ax pa yx"— etc) 


a ” log(4z— ax” "—bx "0x — etc.) 
Hic factor constans C = à = 1,57079632 
1 5 11 469 1379 
[46] 4 « =D gi 7 = gi À = sus = 56 
Sp: RE 
of Phinet:: eus cs ET T 


4 Er 18... D 40 M0 
[47] Denominator = log 4x — x — 05 "38% — 25% 


[48] Obs. Numerator, omisso factore C', prox= 2 fit— M3 à 1,863617 


[49] Posito denominatore = log z erit 


1 1 1 FR —7 —9 1 —11 —13 
z mir ad Bus À — 2% 1° — 32 — 5? +6z tit 
1 


+. 19 50 10 


50 
[ ] = 3716 99,17 84 27 4 Gaz — 


Posito numeratore = Cy erit 
[61] 1'2TALGRT 23 
BYE TN TEEN 67 16884 


Denominator fit pro x = 1+1t 


" 
AR AE B PEL LES 
lg tt + gt — 056" + 1636! 


0 


nd nc PE 


—., 


k 
} 
j 
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A proxime — 4,9348 — 


(Scheda Ac, S. 11): 


[62] Posito numeratore — 5 
erit 


[53]  ©Q = ++) cs +(e e+(ie) + ete. 


ÿL 4 


[b4] Q = Pars ipsius (xx — cos p°) * quae a y est libera 


= _- X valor integralis 
D 14 
[b5] fV 1—7rr CE ns à dr 
Ep V(—rr) (xx —rr) 


ab r — 0 usque ad 7 = 1 


spectando æ tamquam constans 


erit numerator — 
— À: log(g+2q°+169g° + 150gq'° 
= —À: log (a) 


Coefficientes seriei deducuntur ex aequatione 
D'UN 
(o Vrirs) AP 


k Numerator pro 


[56]. M\V(1—-4:) — a demonstr. GALEN 
M sin 76° 3 
[57] Observ. Msn is = V3 
1—-4+32—176 
[b8] —12+192 1—422+202—642°... — Periph. Ellips. 


— 80 
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Posito termino constante expressionis (1+u cos g) Ÿ = À 


b9 î 
DRE Per VA +H) = | 
1\? 
Terminus constans expressionis (wi — 2 cos p + 5) 
[60] 1 
est — RE LÀ rene Pro EAN PEN 
Terminus medius inter RSS eth+ 
Si Ê 
[61] (uu — cos og) in seriem A+2B cos 29 + etc. evolvi + 
concipitur atque ponitur À = Fu, B = Gu erit À 
Flu+—) — 2u Fuu 
u 
de, 1 1 1] G 1 
Hero br | 
9 (u+ À 2 UE à . uu ! 
Ponendo | 
Gax ‘ 0 7 À 
[63] pe Hz erit æ, x’, à” etc. 
Sid pl 1 ralest bob 413 08 | 
AT He = rt rer Fogate ge tige tou te 


£ 1 
Haxx — 222 Ho (a+ >=)-1 


(Scheda Ac, S. 13): 


Le | 

a = (c+V(ax—1)) | 
p M sin y Î 
0 0 | 
5 0,4099431 


[es folgt eine Tabelle von 5 zu 5 Grad auf 7 und mehr Dezimal- 
stellen, bis] 


90 1,0000000 


PRES 
ee me 
FE rep 


[68] 


[66] 


[67] 


[68] 
[69] 
[70] 


[71] 


[72] 


[78] 


[74] 
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PRE AUTRE Hi; 


1 tué 7 8 
L+1622+ 3070 % + 757080 


= m (+ e#) 


Si statuitur Msing — À — « cos 2 — B cos 4p — etc. 


pro p = erit À — y cos 2 — 6 cos 4p 
0° 0,6212056 
15° 0,7566142 

[Es folgen die Werte von 15 zu 15 Grad bis] 
90° | 0,8189303 


ARCS RP LE a 
AI OR AT 


1) Ps — 1+42:+42 x +42° 
— (22+29e4+9,64..P+f1+2e+22%+..f 
2) sPs — 2(22+2# +...) x (1+22 422% +...) 


#1 1 1:24, 4 
Pr — l+gat+ rt + etc. 


1 
PP 
a 
M =  ————— û—— Î°Û%s" 
Bale, Pos pis à) 
Le 2 1 1 8 
= log(rs+ ie + ete.) 


gt of EE OT MAS 


(Scheda Ac, S. 14, 15): 


(75 


Ponendo Pcosg = N+a cos 2 p + b cos 4 + etc. 


[Es folgt das, was Werke Bd. III, S. 428, Zeile 7 v.u. beginnend 


mit ,erit“, bis SchluB der S. 425 abgedruckt ist]. 
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Zweiter Abschnitt. 


Erläuterungen zu den vorstehenden Fragmenten. 


1 


Formeln aus der Theorie des arithmetisch-geometri- 
schen Mittels. 


Zur Bequemlichkeit für den Leser stelle ich hier vorab die 
wichtigsten Formeln aus der Theorie des arithmetisch-geometrischen 
Mittels (agM.) zusammen. Für die Beweise verweise ich auf die 
von Schering herausgebenen Teile des Gaufschen Nachlasses 
(Werke III, S.361—404, 446—460), ferner auf die GauBsche Ab- 
handlung ,Determinatio attractionis etc.“ (Werke III, S. 352—360) 
und auf zwei neuere Darstellungen der gedachten Theorie). 

Es seien a, b zwei beliebige Zahlen, a + 0, b + O0, a° + b°. 

Wir bilden 


a+b — 
DRE 2 ? Va, 
1 .+b 
@) BA “ 2 Hd Va, b,, 


dann existiert lim d, = lim b, — M(a,b) = M(a,,b,) und wird 
das agM. te a und b genannt. Es ist für ein beliebiges @ 
(2) M (ça, ob) — eM(a,b) 


und 


21 due 
@) CD) + J rer) par. 


Setzt man 
@)  c= Va—6", co, = Va," —b", c, = Va, —b},.... 
so ist 
(6) M(a,c) = 2M{(a,,c,) = 2 M(a,,c) = +: - = 2" M(a,,c,) 


1) L. Schlesinger, Sitzungsberichte der Kôniglich PreuB. Akademie der 
Wissenschaften, 1898, S. 346ff., Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, Bd. II, 2 (Leipzig 1898) S. 3—31, — L. v. Dévid, Mathem. und 
naturw. Berichte aus Ungarn, XXV (1907) S. 153—171. 
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und dus = ; 
Eire A i 


a È A En dE 
@) M(a, ©). # enrers a+ rs hr ES 
| 0 ar. dd Là : = 2 a — 7 - == 


Bildet man mit 


@. HE 10b atomod nn hon à | 
die Reiïhen , hi à 
; 92\ (82 
(8) PQ) = 1-#2y +127) | og Alpine, 
(9) q(y) = 1—9y+2y es pe 
KE SU 25 | 
(OT Er) 9 +097 LOy VE 
so ist NT HBO à 


A1) a = M(ab)p(y), b = M(a,b) qu), c — M(a,b)r(y}, 


(2) d,= M5) }, b, = M(a,b) 90 je. M (ab y. 


9! 
Die Leisteaufzeichnüngen zur Theorie des agM. 


Die Formeln [1], [5], [14] geben die bekannte!) Reïhenent- 
wicklung des Ellipsenquadranten g mit den Halbachsen a, & (a > b) 
nach Potenzen der GrüBe 1} : | RER 


[ } à 
F VS 


2 = Vert | 


RELIAOES 


es ist 


AA EL An LI 


1) Man vergl. Euler; Animadversiones. in Rerctificationem, Elipsis, Opus- 
cula varii argumenti II (1750) [Enestr. 154], wo S. 128 die Reihenentwicklung 
für den Ellipsenquadranten genau in der von GäuB benutiten Form gegeben wird. 
Die Übereinstimmung auch iniden Bezeicinungén läBt veérmuten, da8 GauB jene 
Abhandlung Eulers gekannt hat; Euler sowohl wie GauB haben q, statt des 
Eulersehen:n'hat GauB:in [1];: (27, :(8];:15];-(6]<B; rin'späteren-Kôrmelh! [13], 
(29]-- [40] aber y; denBuchstaben » dürfte. GauB ‘darum.vermieden: haben, weil. 
er mit. eine, ganze Zahl zu bezcichnen, pfegte.. Auf den ersten DurchschuB- 
blättern des Leisté hat sich GauB (wie es Scheint nach der Fufschen Liste) ein 
Vérzeichnis der Wérke Eu lers angelegt:! ekhät sich also”échon sëhr früh lebhaft 
für Euler interessiert. TOY Qu 


ta 
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1— B°x)dx 
1]' ie : f » (Pa )dgr 
ék 1 ]VT-no-F 


= sel se B'f1,8:0\ Bt: 
Eu 2.2 1 FD 5 Ge) Re 


In den Formeln {1}, [5] ist der Faktor LU unterdrückt. Die 


Gleichung [15] stellt, wenn man beiderseits den Faktor a wegläft, 


die Entwicklung von PTCU) nach Potenzen von B dar. Gauf 


dürfte diese Entwicklung in derselben Weïise gefunden haben, wie 
er sie Werke III, S. 867, art. 7 herleitet. Es ist nämlich 
ini gurimont nalaunertimetéen Hbmaeseter eee À 
Mat)  M(a+c,a-co) M(+B,1-B) m(i,Vi-B)' 
setzt man nun 


2t 


MR ET 


so wird 


M(1+B,1-B) = M(1,VI— BF) — (1 1) 


? 1 LÉ 
ss 1 2 2 
TL? M(1+6, 1-6). 
Setzt man ferner in der Funktionalgleichung 
2t 2t 1 F s 
U(i+ 1-5) = 5x HA+P, 1—F) 
die Entwicklung 
L = 1+aB+BB*+7yB°+:: 


M(i+B,1-B) 

mit unbestimmten Koeffizienten ein, so findet man 
Cdyflsemgé Au 0 Der sh ai Fos 25 

Et EP AG EG 86 ve 


Den Zusammenhang zwischen agM. und dem vollständigen ellip- 
tischen Integral erster Gattung hat Gauf zu der Zeit, wo er jene 
Formeln in Leiste einschrieb, jedenfalls noch nicht gekannt (s. u.). 

Die linken Seiten der Formeln [2], [6] geben also die Entwick- 
lung von 
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Ba Va c 
M(a,b) Mao)  M(a,b)' 


Die Gleichung [6] entspricht somit der dritten unserer Formeln 
(11), wenn man daselbst y = z° setzt. Sie enthält also den 
Zusammenhang zwischen dem agM. und den Reihen, 
deren Exponenten eine arithmetische Progression 
zweiter Ordnung bilden, bezw. die Quadratzahlen 
sind ?). 

Die Gleichung [2] enthält auf der rechten Seite nur die zwei 
ersten Glieder der Reihe r°, die Gleichung [3] entsteht aus [2] 
bezw. [6], indem man B ausrechnet; in solchen Operationen mit 
Reiïhen, deren Inversion etc. war GauB schon in sehr früher Zeit 
wobhlgeübt ?). 

Übrigens ist der Koeffizient von z° in [3] unrichtig, die Reïbe 
lautet (vergl. Formel [50]) ? 


[3]' B = 4:—162— 562 — 160: —... 


Gleichung [4] ergibt sich, indem man [3] in [1] einsetzt; dem- 
gemäB ist auch in [4] der Koeffizient von + unrichtig; die rich- 
tige Reihe steht Formel [58], die kleine Zahlentabelle daselbst 
zeigt, daB Gau$ tatsächlich, als er in der Scheda Ac jene Formel 
aus Leiste nachrechnete, in [1] die berichtigte Entwicklung [3] ein- 
gesetzt hat. 

Wenn wir die Bedeutung der Formeln [3], [4] in moderner 
Ausdrucksweise hervorheben wollen, so werden wir sagen: diese 
Formeln stellen die Uniformisierung des vollstän- 
digen elliptischen Integrals zweiter Gattung als 
Funktion des Moduls B, mit Hilfe der Modulfunk- 
tion dar. 


1) Solche Reihen betrachtet GauB auch in der Tagebuchnotiz 58) vom 
16. Febr. 1797 (Festschrift S. 20, Mathem. Ann. 57, $. 18); vergl. auch die Bc- 
merkung Scherings, Gau$B?” Werke II, $S. 498, Zeile 4—6, wonach GauB den 
Zusammenhang zwischen agM. und den Reïhen, dereu Exponenten die Quadrat- 
zablen sind, 1794 gekannt haben soll. Mit dem agM. hat sich GauB, wie er 
April 1816 an Schumacher schreibt (Briefw. G.-Schum. I, S. 125), seit 1791 
beschäftigt. Die Jahreszahl 1791 ist durch Kollation mit der Originalhandschrift 
- des betreffenden Briefes authentiziert. Wie Gau$ in der Anzcige seiner Abhandl. 
»Determinatio attractionis etc.“ (Werke III, $S. 360) angibt, hat er die Unter- 
suchungen über das agM. unabhängig von den ähnlichen Untersuchungen von 
Lagrange und Legendre angestellt; vergl. Lagrange ,Sur une nouvelle 
Méthode de calcul intégral“, Mémoires de l’Acad. de Turin, t. IN. 1784—85 — 
Oeuvres II, $S. 251—312, besonders S. 272ff., 304f. 

2) Man vergl. etwa GauB Tagebuch 49 (Festschrift, S. 18, Mathem. Ann, 
57, S. 12) vom 27. Dez. 1796. 
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-8:n\ 
(SH Fortsetzung. 
‘Die Bédeütung ‘der in den Formeln [8]—{13], [22], [29], [30] 
auftretenden GrôBe M ergibt ‘sich am einfachsten wie folgt: | 
Ti [35] bedeutet M das agM,, und zwar ist 


MNT — = M(, V1—")2), 
es ist also 
| je 

MU, (VE RES 

Damit stimmt die Reihenentwicklung qe (vérgl. [2] und [6/), 
ferner die Funktionalgleichung [16], die in [32] und [39] wiederholt 
ist: Die Gleichung [38], worin Æ'' die Derivierte von X nach » 
bedeutet, kann zur Definition der GrôBe L dienen. Aus der für 
K' geltenden Funktionalgleichung [40] folgt dann in Verbindung 
mit,[16] die in [29] angegebene Funktionalgleichang für, L; unter 
derselben Nummer findet man die Definition von M als Quotienten 
von L und..X, Es ist also 


y don xp LS, 


59°! ob 12 A Æ(») 
Lips MG) =1+(-.) Be 
Mit der durch [38] definierten Grôfe L steht die durch die 
Reïhenentwicklung [34] erklärte Grôfe L in naher Beziehung °). 
Für L zeigt zunächst die Vergleichung von [34] mit der Reïhen- 
entwicklung [1]" für den à AaTU9)at à q, daf 


' ïf s dq 
(34 LSar © 


1) Die Unterschéidung zwischen den Buchstaben M und M und ebenso (siehe 
weiter unten) die “re pr L ne 4 ist in der GauBschen Handschrift nicht ge- 


macht. 
2) É (») Vu de also von dem J acobischen 


K ne 
4e fe Zoo) (nr a) | 


nur durch den Faktor ds 


3) Die Unterscheidung zwischen PT RctabeR Lund L ist von.mir inter: 
poliert (vergl. oben)..Wahrscheinlich hat Gau$, die Bezeichnung. gegen eine. ;Ur- 
aufzeichnung“ geändert. So hat z. B: die Gleichung.[38]: ursprünglich pr 
vK + (#=1)K = L jund ist dann durch Korrekturen, in die oben pre 
gebene Form gebracht worden. | 


EE 


PR nt sl 
mon héraue 


ne er à 
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ist (in [1]' ist B — v zu nehmen)'). Ferner führt die Vergleichung 
der Reïhenentwicklungen [33], [34] und ihrer Derivierten nach 
zu den Differentialrelationen [36] oder [37] Die Vergleichung der 
aus [37] folgenden Gleichung 


[38] L' = vK+(v-1)K". 
mit [38] gibt die Beziehung zwischen L und L, 


s M snee A Men ME eur us EE Red 
Bale corbestes Pig Para reg biais 
soda also (vergl. [34]') 

[222 F4 EE dq 


ist — Für das durch [29] definierte M verifiziert man sofort die 
Funktionalgleichung [30] oder [10] ([8] ist einfach die Umkehrung 
von [10]); aus dieser läft sich die Entwicklung [22] unmittelbar 
herleiten. Die Potenzreihenentwicklung [9]?) ergibt sich entweder 
direkt durch Anwendung der Funktionalgleichung [10] oder durch 
Division von [34] mit [33]. Diese doppelte Herleitung von [9] 
bildet eine erwünschte Verifikation unserer Deutung der Gau$- 
schen Formeln. | 

Wir bemerken noch, daB sich aus den Differentialrelationen 
[37] sofort die homogenen linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung herleiten lieBen, denen X und L als Funktionen von » 
genügen. Diese Differentialgleichungen gehôren (nach [38]') zu der- 
selben Klasse (im Sinne von Riemann); Æ und L sind in der 
Terminologie von GauB (Disquisitiones circa seriem etc.) func- 
tiones contiguae. 


Nun kann die Darstellung [11] bezw. [12] des Ellipsenumfangs 
durch Vergleichung mit den Reiïhenentwicklungen [5] oder [14] veri- 
fiziert werden. Wir setzen eine Verifikation durch Integralformeln 
hierher. 


Es ist 


1) Dieselbe Entwicklung für e findet sich auf Seite 129 der oben er- 


wähnten Eulerschen Abhandlung. Euler hat a — 1. Die Bedeutung der Be- 
ziehung [34] wird weiter unten (Art. 5) hervortreten. 
2) In [9] ist, wahrscheinlich infolge eines Schreibfehlers, der Koeffizient 


41 
6 1 TE 
von x° unrichtig; er lautet 16048 (vergl. [64]). 
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(adm 
J VA-) Ava) 
und (vergl. (8), S. 10 und 


(13) = 


(14) Le «| RL Paie haute As 

z y VA-x)( vx) 
Daraus folgen in bekannter Weise!) die zuerst von Legendre 
(Exercices de calcul intégral I, S. 61 u. ff.) aufgestellten Relationen 
(die sogen. Klassenbeziehungen) zwischen den vollständigen 
Integralen erster und zweiter Gattung : 


x dK _ gq 1 LOUE ‘4 
Ge) 7 à eo 0-7) 3 5! 
(16) Het. EL. htatrémes EX 


Aus (15) ergibt sich 
= av(1—) a FO PPS —— ok; 
und mit Rücksicht auf die Definition von M in [29/': 


q = _. aK(1—vM). 
Diese Formel stimmt mit der von GauB aufgezeichneten Formel 
[11] überein. Wir haben sie noch einmal verifiziert, weïl sich in 
den GauBschen Formeln [11] und [12] eine Anzahl von Schreiïb- 
fehlern befindet, die offenbar daher rühren, daf GauB in einer 
»Uraufzeichnung“ a mit b vertauscht hatte (vergl. [7]) Die rich- 
tigen Gleichungen lauten für den Quadranten: 


men (VE) fit ( ED) 


ae gra Ne, 
Med. inter 1 et rs 


wo N durch die Gleichung [13] definiert wird ?). 


1) Vergl. z. B. Durège, Theorie der elliptischen Funktionen (Leipzig 
1878) S. 290. 
2) Während uns heute die Beziehung des agM. zum vollständigen Integral 


De = pi — 7H SD PTT PRE 
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Setzt man in [11] für M seinen Wert M — = oder, mit 
Rücksicht auf [34]/, 


dauphin A ta VC 
M NE 20 0 verllou Lai 
ein, so erhält man für q den Ausdruck 
; _ dq 
[11] q = 5 GK(v)+v-, 


was mit der zweiten der Legendreschen Gleichungen (16) über- 
einstimmt. 


: 
Die auf die lemniskatische Periode bezüglichen 
Leisteaufzeichnungen. 


Die bei $S. 54 des Leiïste befindliche Aufzeichnung [28]—{[28] 
ist darum besonders bemerkenswert, weil sich aus ihr ein Zu- 
sammenhang herstellen läft, zwischen den im Vorhergehenden 
besprochenen Untersuchungen von GauB über das agM. und 
denen über die lemniskatischen Funktionen, welch’ 
letzteren zahlreiche und wichtige Aufzeichnungen im Leiste ge- 
widmet sind (vergl. die von Herrn Klein in den Anmer- 
kungen zum Tagebuch abgedruckten Auszüge, Festschrift, S. 11fF, 
Mathem. Ann. 57, S. 1#). Die Reïihe [24] erhält Gauf$ 


offenbar, indem er (1+ sin) * nach Potenzen von sin° ent- 
wickelt, dann die Potenzen von sin’ durch die Kosinus der Viel- 
fachen von y darstellt und die von g unabhängigen Glieder bei- 
behält. Die aus [24] durch einfache Reduktion der Glieder ent- 
stehende Reïhe [25] erinnert sofort an die Reiïhe [15] oder [33] für 


erster Gattung als die am nächsten liegende erscheint, tritt bei den älteren Ana- 
lysten immer die Beziehung zu dem vollständigen Integral II. Gattung zuerst her- 
vor (Landen, Lagrange). Auch Schumacher hat, als er sich gelegentlich 
(Briefwechsel GauB-Schumacher, Bd. I, Altona 1860, Brief vom 65. April 
1816, S. 124) mit dem agM. beschäftigt hatte, als erstes Ergebnis die Formel [12/ 
gefunden. Den Zusammenhang des agM. mit dem Ellipsenquadranten hat GauB 
in der ,Determinatio attractionis“ (1818) (Werke III, S. 354 oben) und in der 
Anzeige dieser Abhandlung (ebenda, S. 360) nach andern Methoden abgeleitet. 
Vergl. auch die aus 1800 stammende nachgelassene Abhandlung über das agM. 
(Werke III, S. 261, besonders S. 373 die Formel für dM(x, y)). 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasse. 1912. Heft 5. 36 
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K:— PRE SR à indem sie für v — V—1 aus der letzteren 


HG, Vi) 
hervorgeht. Daf Gauf diesen Zusammenhang nicht aufzeichnet, 
läft sich vielleicht daraus erklären, da er die Schwierigkeit ge- 
fühlt haben mag, die beim Einsetzen des auf dem Konvergenzkreise 
gelegenen Wertes »' — —1 in die Reïhe [33] auftritt'). Die 
Identität der Reïhenentwicklung [26] für a mit der lemniskatischen 
Periode [26] hat Gauf$ jedenfalls aus den Inst. cale. integralis von 
Euler gekannt (siehe diese I $ 336). 

Die Aufzeichnung [41] gibt eine Darstellung der lemniska- 
tischen Periode durch den Wert der Reihe [33] für »' — a bei 
dem also die oben erwähnte Schwierigkeit nicht vorhanden ist ?). 
Diese Aufzeichnung rührt jedenfalls aus der Zeit vor 1798 her, 
da Gauf$ sich zur Bezeichnung der lemniskatischen Periode noch 
des Zeichens II bedient, während er vom Juli 1798 an (in 


der Scheda Aa) konsequent diese Grôfe durch Lo bezeichnet. 


Die Vergleichung von [41] mit [33] ergibt ohne weiteres die 
Gleichung : 


* Gr À V1) = “5 
«) = VEu(., VS) = 1480 
Nun besagt die Tagebuchnotiz 98) vom 30. Mai 1799: ,Ter- 


. i $ ; à : x 
minum medium arithmetico-geometricum inter 1 et V2 esse — Fe 


1) Die Reïhe [33] stimmt mit F(« B, y, «) für « — f — _ y=l,æ=" 


überein. Da y—æ«—f — 0 > —1 ist, so konvergiert sie für dd von 1 verschie- 
dene +, das auf dem Einheitskreise gelegen ist, und divergiert für æ = 1. Wir 
bemerken also hier die ersten Spuren, die zu den Untersuchungen über die Kon- 
vergenz von Fe, B, y, «) für |x| — 1 hinleiten. Die gedachte Schwierigkeit wird 
durch den sogen. A belschen Sätz (Oeuvres I, S. 223) gelôst. 

2) Bei einer erneuten Durchsicht des Leiste hat Herr Brendel bemerkt, 
daB die Zahlenrechnung, die zu dem in [41] wiedergegebenen Näherungswert von 


2IL führt (in [26] steht dieser Wert auf fünf Dezimalstellen) mit Hilfe der Reihe 


21I 1 re Ab: 10163. 87 
e = (2 [1 FN 44 DÉLAI De: 
ausgeführt worden ist. Die AE dieser Reihe aus einer Integraldarstellung 
der lemniskatischen Periode ist auf demselben Blatte des Leiste angedeutet. Die 
Reihe selbst findet sich in der Tagebuchnotiz 91a) (Festschrift, S. 28, Math. 
Annalen, 57, 8. 20) und (vergl. Art. 5, 8. 19) auf 8. 7 der Scheda Ac (Werke III, 
8. 423, art. [15]). 


à 
: 
| 
j 
| 
{ 


pe En 
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usque ad figuram undecimam comprobavimus; qua re demonstrata 
prorsus novus campus in analysi certo aperietur.“ 

Daraus geht hervor, daf Gau$B entweder die Gleichung (* 
zur Zeit, als er die Aufzeichnung [41] in Leiste eintrug, nicht abge- 
leitet, oder daB er sich ihrer und überhaupt der Reihe [33] am 
80. Mai 1799 nicht erinnert hat. Ich bin geneigt, das letztere 
anzunehmen; die Gründe für diese Auffassung sollen im III. Ab- 
schnitt im Zusammenhang mit der Frage nach der Entstehungs- 
zeit der Leistenotizen [1]—{[41] dargelegt werden. Wir wenden uns 
nun zur Erläuterung der Aufzeichnungen, aus der Scheda Ac, 
die eine neue Epoche in der Entwicklung der funktionentheore- 
tischen Arbeiten von GauB inaugurieren. 


b. 
Die Aufzeichnungen in der Scheda Ac. 


Die ersten 8 Seiten der Scheda Ac (begonnen November 1799) 
enthalten Aufzeichnungen über die analytische Geometrie des 
Raumes und sphärische Trigonometrie. Nur auf S. 7 finden sich 
zwischen diesen geometrischen Notizen, aber in sorgfältiger Schrift 
und von Linien eingerahmt, drei Zeïlen, mit Reihenentwickelungen 


für ©, von denen die erste und dritte Werke III, $. 423, art. [1b] 
abgedruckt sind. Die erste Entwicklung: 


(0) 191 LIBRES 1 69". D 1 1 
(4) etes 


stimmt mit der in der Aufzeichnung [41] angegebenen Reïhe über- 
ein. Mit der S. 8 schlieBen die geometrischen Betrachtungen ab 


und es folgen auf $S. 9 zunächst zwei Reihen für = + von 


denen die zweite Werke III, S. 423, art. [15] abgedruckt ist. Dann 
folgt die Aufzeichnung [42], [43], [44]; zu diesen Entwicklungen : 
dürfte Ga ufB durch Untersuchungen, die der theoretischen Astronomie 
angehôren, veranlaft wordensein. In [42] bedeutet c den Kosinus eines 
Winkels, c2, c3, .. die Kosinus seiner Vielfachen. Bemerkenswert ist 
die elegante Kettenbruchentwicklung für den Quotienten der beiden 
ersten Koeffizienten . Dieser Quotient, der auch in der Auf- 
zeichnung [61|—[64] betrachtet wird, steht wie z. B. die Entwick- 
lungen [64] zeigen, in engem Zusammenhang mit der in Leiste vor- 
3 36 * 


d32 L. Schlesinger, 


kommenden Funktion M (vergl. insbesondere [22] und [9])'. Der 
Zusammenhang dieser Entwicklungskoeffizienten mit dem agM. wird 
in wenig abweïchender Form [59], [60] hervorgehoben. Die Un- 
sicherheit im Operieren mit dem imaginären Argument scheint 
Gau B damals noch nicht ganz überwunden zu haben. 

Während die bisher betrachteten Notizen über das agM. vor- 
wiegend formaler Natur waren, führen die Notizen [45]—{[56] in 
die Tiefen dieser Theorie ein*). Auf den Weg, der GauB zu der 
wichtigen Quotientendarstellung [45], [46] geführt haben mag, wirft 
die Gleichung [50] ein helles Licht, wenn man sie mit den Leiste- 
formeln [1]-—[6] vergleicht. Wir rekonstruieren diesen Weg wie 
folgt: GauB sucht (vergl. [45]) das Verhalten der Fuanktion 
M(1,x), die er mit Mx bezeichnet, für ins Unendliche wachsendes x 
zu erforschen. Dieses Verhalten wird in erster Annäherung durch 
die Gleichung 


(++) Hu Me) Ex A 
z = œ@ x 2 


gegeben. Diese Gleichung kommt zwar in den hier zu besprechenden 
Aufzeichnungen nicht explizite vor, sie liegt aber, wie wir sehen 
werden, der Quotientendarstellung [45] zugrunde und spielt auch 
in späteren Entwicklungen von GauB zum agM.*) eine wichtige 
Rolle. Über die Art, wie Gauf sie abgeleitet hat, gibt auch jene 
spätere Entwicklung keinen AufschluB, vermutlich hat ihm aber 
dabei die mehrfach erwähnte Eulersche Abhandlung ,Animad- 
versiones etc.“ als Wegweiser gedient. In dieser Abhandlung 
untersucht nämlich Euler das Verhalten des Ellipsenquadranten g, 
wenn die groBe Achse den konstanten Wert 1 behält und die 
kleine Achse p sich der Null annähert. Zunächst ergibt sich das 
auch geometrisch evidente Resultat, daf 


lim g = 1 
2=0 
sein muB; aber der Ansatz 
= 1+4,p+4,p° +... 


fübrt auf unendlich grofe Werte der Koeffizienten À,, 4,,: + . . 


1) Man vergl. auch GauB Werke II, $S. 371, und GauB-Schumacher 
Briefwechsel, I, S. 125; ferner die allgemeinen Formeln, Werke III, S. 128, 129, 
(disqu. circa seriem etc. 1812). 

2) HerrKleïin hat die Notizen [45], [46], [52]—(55], [59] in einer Anmer- 
kung zu den Tagebuchaufzeichnungen 100)—102) verôffentlicht. 

3) Werke, Bd. III, S. 377; 381—382. 


eh mr a 
+ TK SRE 
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Die Betrachtung der linearen Diferentialgleichung zweiter Ordnung, 
der g als Funktion von p genügt (a. a. O. S. 147): 

na. ” 4q 

p(L—p°) dp* GErPYE 


leitet Euler zu dem Ansatz (a. a. O. S. 155) 


+pq = 


1 
g = 1+4p° + Bp°+ (5e + Bp+-..) log p, 


für den sich durch Einsetzen in die Diferentialgleichung die 
Koeffizienten bestimmen lassen, ‘bis auf 4, das unbestimmt bleibt, 
wie es nach der Theorie der linearen Differentialgleichungen bei 
diesem Ansatz sein muf. Für dieses À findet Euler zunächst 
durch numerische Rechnung induktiv den Wert 


A = log VERS 


den er dann durch Vergleichung des KEllipsenbogens mit einem 
Parabelbogen verifiziert. In der von Borchardt ausgearbeiteten 
und im Bd. 1 der Werke Jacobis auszugsweise abgedruckten 
Vorlesung von Jacobi, wird’) die Eulersche Methode auf das 
Integral erster Gattung angewandt. In einer jetzt in meinem 
Besitz befindlichen Abschrift jener Borchardtschen Ausarbei- 
tung, die von dem abgedruckten Texte nicht unbeträchtlich ab- 
weicht, lautet die betreffende Stelle (mit unwesentlicher Abände- 
rung in den Bezeichnungen der Formel) wie folgt: 
-Man erhält als Endwert für x — 0 


x 
Ë 1 2 d 
15 x =0 ne 7 Vi-(i-x)sinp ) 
x 


Dieses Resultat hat zuerst Euler gefunden und verôffentlicht in 
dem Werke Opuscula varii argumenti, welches man häufig auf 
Auktionen bekommt; es findet sich auch im Legendre [Exercices 
de calcul intégral I, 1811, $ 72#]. Die Schwierigkeit seiner Her- 
leitung bestand nicht in der Form des Resultats, da man schon 
lange wufte, daB man bei solchen Entwicklungen, welche Potenzen 
enthalten, auch einen logarithmischen Term beifügen muf; ja man 


1) Jacobi, Werke I (1880), S. 522—525. 
2) Bei Jacobi lautet diese Gleichung: Æ’ — log - 
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konnte in unserem Falle sogar leicht finden, daf der Endwert 
= log _ war, aber der numerische Wert von #7 war sehr schwer 


zu ermitteln, was man bei Legendre nachsehen kann, der 
zwar den Wert n — 4 findet, aber keinen stringenten Beweis 
dafür gibt.“ 

Wie man sofort erkennt, ist die Gleichung |5} der oben an- 
gegebenen Gleichung (**) äquivalent. GauB kann nun zur Her- 
leitung der letzteren Gleichung verschiedene Wege eingeschlagen 
haben. Da er die Beziehung zwischen dem agM. und dem Ellipsen- 
quadranten gekannt hat (siehe [111, [12}), so kann er erstens die 
Gleichung (*) bezw. die Gleichung 


4 T 
*kkk 1 mt — 
es) np. p) log real 


in folgender Weise direkt aus dem Eulerschen Resultat abge- 
leitet haben. Nehmen wir a — 1, so folgt aus den Formeln [11] 
und [35], wenn man »* — 1—° setzt, die Gleichung 
1 2 {1—»" dq 
A Er + 
M(1, ») DE 
Nan ist nach Euler (a. a. O. S. 155) 


1 2 1 4 
q = 1 + [log 2 +) r DRE A de log p+p*[...], 


also 
dq (] 
3 = Cloe?-1)p-plogp+rl.] 
und 
1— 7° dq 
———  — — 2log2—]1 ue, 
not g2—logp+p°[..], 


woraus die Gleichung (***) ohne weiteres hervorgeht. Daf Gauñ 
diese Herleitung angewandt hat, ist darum sebr wahrscheinlich, 
weil sie sich an die in Leiste aufgezeichneten Formeln so zu sagen 
urmittelbar anknüpfen läft. 

_ Ein zweiter Weg wäre der, das Gauf das von Euler für 
den Ellipsenquadranten vorgezeichneten Verfahren auf das agM. 
bezw. auf die Funktion K(») übertragen hätte; auch dafür 
standen ihm alle erforderlichen Mittel zur Verfügung, indem er 
aus den Differentialrelationen [37] nur die lineare Differential- 
gleichung zweïiter Ordnung für X(») herzuleiten brauchte, um 
Schritt für Schritt dem Vorgange Eulers folgen zu kônnen. 
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Man kônnte drittens annéhmen, da Gau8 (vergl. die oben-wieder: 
gegebene Bemerkung Jacobis) nach der Poe des Euler schen 
Resultats erraten hat, das, 


Tim (1, p)log — 
ip Te Ja 1 ?) 08. p 


für einen gewissen Wért von # einem endlichen Grenzwert Ü zu- 
strebt, und daB er dann durch numerische Induktion die Werte 
von # und C gefanden hat. Diese Auffassung würde durch die 
Formel [46] gestützt werden, die « ‘einen  Näherungswert für C ent- 
hälé. —° 

Jedenfalls .künnen. wir, sagen,:.daf alle JIndizien : dafür 
sprechen, da$ Gau$ das Verhalten von M(1,x) für groBe 
Werte von x auf einem Wege erforscht hat, der ihm 
durch die Eulersche Abhandlung »Animadversiones 
. ete.“ vorgezeichnet war. 


6. 
Fortsetzung. 
Der weitere Lu von G: auf? Vera liegt jetzt 


klar zu Tage: 
Es ist nach der Rorribl [8}:in à Ladishé 


[3] BE, miplern so fil vas 


) 
setzt man hierin 

ed ner 

Æ 
so kommt die Formel 
b 

CRE CHER RE UT 
pub @ oghis (go 
zum Nue die mit [50] übereinstimmt; wir haben nur der 
Déutlichkeït wegen 3 an Stelle des von Gaus benutzten z,ge- 
schrieben, weil später in [58] und von [67]. an. £, in derselben Be- 


deutung wie in Leiste benutzt wird, 
Ans un ergibt sich (vergl: [49)) 


sa g 5 ji van de 25 
" log ôùTe - dog, (ar T ME hs po fr Jeu Te su | À 
so. daf die. Gleichung C*) auch in der Form pat dodisÉnti 


lim + M(1, 2) log 3 = C 


æ = © 


EUR D 
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geschrieben werden kann. Dies veranlaft nun zu setzen 
Car pr...) 

log 3 : 
die Koeffizienten «, B, ... lassen sich numerisch bestimmen, was GauB 
mit seiner in solchen Dingen bewährten Meisterschaft ausgeführt 
haben wird. Die Werte stehen in [46]. Nun macht Gauf$die ,Obser- 
vatio“ [48|. Diese leitet ihn zu der Vermutung, daf der Zähler 
»omisso factore C“ auch allgemein ein agM. sein kônnte, und da 
der reziproke Wert des agM. leichter traktierbar ist (vergl. die 
Entwicklung [33], ferner [44]) als das agM. selbst, so setzt er [b2] 


den Zähler — q und findet für Q die Entwicklung [53|, aus der 


er [54] erschlieft. Nun macht er ähnlich wie in Leiste [26] den 
Übergang zur Integraldarstellung, schreibt aber zunächst, wohl 
infolge eines Rechenfehlers, vielleicht auch durch die Voreinge- 
nommenheit für das elliptische Integral zweiter Gattung verführt :) 


das unrichtige 
1 ed 
1—7r 
1 rss id 
0 


das er erst später (mit ersichtlich anderen Schriftzügen und anderer 
Tinte) berichtigend durch das Integral erster Gattung ersetzt. 
Die Reïhenentwicklung [53] verglichen mit [33], oder auch [54] in 
Verbindung mit [44], lassen ihn jetzt Q als agM. erkennen, was in 


M(1, x) = 


[56] ausgesprochen ist. ,Numerator pro — bedeutet dort soviel, 


wie der Zähler des Ausdrucks in [45] für æ — Es Das ,demonstr.“ 


deutet darauf hin, daf es sich um den Beweis einer Vermutung 
handelte (vergl. oben), die unerklärliche Buchstabenverbindung 
(verschnôrkelte Majuskeln) erinnert an das ,vicimus GE GA N“ 


1) Für Gauf$ hatte das Integral erster Gattung nur im lemniskatischen Fall, 
wo ihm eine geometrische Bedeutung zukommt, eine a priori feststehendé Wich- 
tigkeit. Im allgemeinen Falle trat es gegenüber dem den Éllipsenbogen dar- 
stellenden Integrale II. Gattung ganz zurück. Eigentlich kannte Gau B es nur von 
dem Additionstheorem Eulers her. Dieses Theorem für das allgemeine ellip- 
tische Integral I. Gattung hat G a u 8 an mehreren Stellen des handschriftlichen Nach- 
lasses aufgezcichnet, z. B. bei S.48 des Leiste, dann Scheda Ac. $. 30 (mit Zitat: 
Lagrange, Theorie des fonctions, p. 82) und S.33. Die Angabe P.Günthers, 
Gôttinger Nachrichten 1894, S. 100, dies sei nicht der Fall, die auf der alleinigen 
Kenntnis der von Schering herausgegebenen Teile des Nachlasses beruhte, be- 
darf hiernach einer Berichtigung. 


RDS ER 


“= ES 


Dh 
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der Tagebuchnotiz 43) vom 21. Oktober 1796. . Die jetzt gewonnene 
Einsicht, daS der reziproke Wert des agM. das vollständige Inte- 
gral erster Gattung ist, nicht nur im lemniskatischen, sondern auch 
im allgemeïnen Falle, muB als ausschlaggebend dafür angesehen 
werden, daf GauB seine Aufmerksamkeit von nun ab dem allge- 
meinen elliptischen Integral I. Gattung als der genuinen Verall- 
gemeinerung des lemniskatischen Integrals zuwendet.. Die alte 
Vorliebe für die ,Peripheria Ellipseos“ tritt aber in [58] noch ein- 
mal hervor, wo er (vergl. oben) die Formel [4] aus Leiste nach- 
rechnet und berichtigt. Auch an späteren Stellen der Scheda Ac, 
inmitten der allgemeinen Theorie der elliptischen Funktionen findet 
sich noch ôfter die ,Peripheria Ellipseos“ (vergl.. auch die Tage- 
buchnotiz 111) vom 10. Juni 1800). 

Mit der Formel [58] ändert sich die Bedeutung des Buch- 
staben z; von nun ab ist z der reziproke Wert der in [49] mit 


‘demselben Buchstaben bezeichneten GrôBe (unseres 3), hat also 


dieselbe Bedeutung wie in den Formeln des Leiste. Nach einigen 
Zwischenrechnungen, die zeigen, da Gau$ noch immer mit dem 
Imaginären kämpft'), drückt Gauf$ in [67] die GrôBe z durch 


ss _ aus; dabei hat s dieselbe Bedeutung wie das B in der 


Leiïsteformel [3], so daB also [67] durch Inversion der berich- 
tigten Reïhe [3] bezw. der in [50] auftretenden Reiïhe, für 


"= ct = =: hervorgeht. Nun bildet er die Funktion P(s), 


die nach der Reïhenentwicklung [71] (vergl. [33] in Leiste) und 
nach [72] (vergl. [35] in Leiste) durch die Gleichung 


' 4 — 1 

72 Lost ee » 

[72] M(1,VI=s) = FO 

definiert werden kann. Der in [72] benutzte Buchstabe c hat 
nämlich die Bedeutung \1—s*, wobei man etwa an cosinus oder 
an die GauB geläufige Bezeichnung c — Va'—* für a = 1, 
b — s zu denken hat. Setzt man in die Reihe [71] für s 
seinen Ausdruck aus [3] bezw. [50] 

[b0]" $s = 42 — 16:°— 562 — 1602: — .... 

ein, so ergibt sich für P(s) die Darstellung [68], deren Umformung 


1) So betrachtet er [65] neben M(sin ) auch 


rt 42 
1° 1 
M (5e EL }: 
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in. die, Summe von: zwei: Quadraten, [69] ,sehr .nahe. liegt.” Die 
Gleichung [70]: dürfte. Gaus. dann mit, Hilfe der... ihm. perse ien 
Formel cod, [6]).: Foi 

pod rade us cale - 
fs] 20 = ea + QUE = el +284. Pa 


sbbe1éifét. haben. * Die Fovel (73) sa die ihr haie 79 
(in der letzteren hat c wieder die Bedeutung V1 —s — s°) sind, nun 
nichts anderes als die Quotientendarstellang aus (45] in den neuen 
Bezeichnungen; wir kônnen sie in der Form 
— 20 axé M1, Vi—s) 

Ke RES — Soir 

schreiben, und wollen nun noch die Verifikation der Gleichangen 
[69], [70], [73] mn den Gesetzen des agM. hierhersetzen. ) 


Wir nehmen roT o 
ja Pe0n] À yAD QF-Aogias. aff ne 
dann ae die Leisteformel [6] 


: € 
(67 Ma; b) b): 


Nun ist (vergl. (12) 


= (24 +2 Pig Ÿ = EG, 


Ch Ca (293 | 0-2) CSS LA (2) 
Ge Med (Mir (M ambotvemde 226 ban D, 


ferner (vergl. (5)) 

(18) 2" M (am) = M(& 6). 
NRC ER man die letztere Gleithaag , 

(19) saisoo ns swisl0g 4€ rites = 2" 108 Cr 

s0 es man = saundoisso@ osû 

ji log 4 ue sd Les M 


oder 


CO) log M MC, s: “un og 2 HGÈ 


os M Ca, Dh CA 


Gui 


Läft man in dieser Gleichang. den Index n ins Unendliche 
wachsen und beachtet, daf 
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lim e, = 0, lim #27 = 0, lima, = M(a, b), 
Ù 4 a 
Jen M(1, p) log LP MENT? 


ist, so folgt mit Rücksicht auf (17) 


x M(a, b) 
2 Mac)’ 


was mit [73]! übereinstimmt. Die Gleichungen [69], [70] ergeben 
sich jetzt direkt aus den Formeln (12) für n — 2, wenn man be- 
rücksichtigt, daB die durch die Gleichung (7) definierte GrôBe y 
gleich 2° ist. Wir bemerken, da wir bei dieser Verifikation nur 
solche Hilfsmittel benutzt haben, über die Gau$B zu der Zeit, wo 
er die in Rede stehenden Aufzeichnungen schrieb, sicher ver- 
fügt hat. 


Wir sehen, daf sich Gau$ durch diese Untersuchungen in den 
vollen Besitz der Theorie des agM. gesetzt hat. Während er 
im Leiste nur die Beziehung des agM. zu der Reihe 


2 + 28 + …. 
gekannt hat, tritt jetzt noch die Beziehung zu der Reihe 
1+922*+ 221 +... 


hinzu; ferner findet er an Stelle der im Leiste nur in formaler Weise 
(durch Reiïhenentwicklung) gegebenen Definition von + jetzt die 
genuine Darstellung [73]! dieser Grôfe durch das agM., endlich 
erüffnet ihm der Zusammenhang zwischen agM. und dem vollstän- 
digen elliptischen Integral erster Gattung den Zugang zu der all- 
gemeinen Theorie der elliptischen Funktionen, indem die Formel 


[73] die Grüke mé log + direkt durch den Periodenquotienten 
darstellt !). 


Die auf diese Theorie bezüglichen Aufzeichnungen der Scheda 


Ac liegen nicht mehr im Rahmen dieses Aufsatzes; dagegen 
môge noch mit wenigen Worten auf die Bedeutung der mit der 
Formel [75] beginnenden Aufzeichnung hingewiesen werden, die, 
wie bereits bemerkt, in Band III der Werke $S. 423-425 abge- 
druckt ist?) 


1) Das Gau B’sche z ist nichts anderes als das Jacobische Va. 
2) Der Abdruck ist im ganzen dem Original entsprechend, obgleich nicht 
philologisch genau. In der ersten Formel findet sich jedoch ein sinnstérendes 


TT 
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In [66] setzt G a u B für H(1, sin y) eine trigonometrische Reïhe 
an. Er scheint sich aber überzeugt zu haben, daB es zweck- 
mäfiger sei, den reziproken Wert zu entwickeln, und findet, daf 
die Koeffizienten dieser Entwicklung in einfacher Weise von der 
lemniskatischen Periode abhängen. Insbesondere erweist sich das 


absolute Glied N gleich 2 —. ein Resultat, das mit dem 


Werke III, S. 441, art. [5] ausgesprochenen Theorem (das Gau$ 
daselbst als ,zu den Hauptsätzen dieser Theorie“ gehôrig bezeich- 
net) im Zusammenhang steht. In der Formel für den Maximal- 
wert der dort betrachteten Funktion «x bedeutet nämlich © die 
lemniskatische Periode. 


Dritter Abschnitt. 
Über die Entstehungszeit der Fragmente. 


Auf den DurchschuBblättern des Leiste sind erstens in fort- 
laufender Reïhenfolge eingetragen ,reguläre“ Aufzeichnungen, die 
sich auf verschiedene Gegenstände der Analysis und Zahlentheorie 
beziehen und im Ganzen mit den aus den Jahren 1796 bis 1797 
herrührenden Tagebuchnotizen correspondieren. Dazu kommen 
zweitens ,irreguläre“ Eintragungen, deren Abfassungszeit einer 
besonderen Untersuchung bedarf. Da die Tagebuchnotizen der 
späteren Jahre (es kommen hier nur die aus den Jahren 1798 bis 
1799 in Betracht) mit den ,regulären“ Leiïsteaufzeichnungen in 
keinem Zusammenhang stehen, ist der Ausspruch von Herrn 
Klein: ,Die Aufzeichnungen in Leiste gehen im Allgemeinen 
nicht über das Jahr 1797 hinaus“ (Anmerkung zur Tagebuch- 
notiz 91a), Festschrift S. 28) durchaus gerechtfertigt. 

Die oben abgedruckten Leisteaufzeichnungen beginnen bei 
Seite 25. Da die den Tagebuchnotizen von 1796 entsprechenden 
Leistenotizen nur etwa bis zu der Seite 16 reichen, s0 ergibt sich also 
als untere Zeitgrenze für alle Aufzeichnungen [1]—[41] das Jahr 
1797. Die auf die lemniskatische Periode bezüglichen Aufzeich- 
nungen [23]—/[28] stehen auf einer besonderen Seite und schliefen 
sich auch in Ansehung der Schrift den in fortlaufender Reiïhen- 


Versehen, indem Schering statt des auf der rechten Seite von [75] stehenden 


Ausdrucks P cos y, gesetzt hat » während es nach [72] heifen 


1 
M(1, cos y) 


n. ll 
mübte MG, sin g) . 
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folge eingetragenen ,regulären“ Aufzeichnungen an; sie sind also mit 
Sicherheit auf das Jabr 1797 anzusetzen. DaB die Aufzeich- 
nung [41] vor Juli 1798 gemacht ist, wurde schon oben (S. 18) 
bemerkt. 

Weitaus schwieriger liegt die Zeitbestimmung für die Notizen 
[1]-—[22] und [29]—[40], die zu den ,irregulären“ Eintragungen 
gehôren. Diese sind mit ersichtlich späterer Schrift und Tinte 
auf zerstreuten Stellen, die bei den regulären Aufzeichnungen un- 
beschrieben geblieben waren, eingetragen und man ist für die Be- 
stimmung ihrer Entstehungszeit teils auf ihren Inhalt und ibre 
Form, teils auf ihren Zusammenhang mit anderen, sicher zu datie- 
renden Aufzeichnungen angewiesen. 

Zunächst ist ihre Form durchaus fragmentarisch, sie zeigen 
zahlreiche Schreib- und Rechenfehler (vergleiche z. B. [9], [11], [3], 
[4)) und Inconsequenz in der angewandten Bezeichnung (M, L in 
verschiedenen Bedeutungen, vergl. oben S. 14).  Wahrscheinlich 
haben wir in diesen Notizen nicht erste Aufzeichnungen vor uns, 
sondern, wenigstens zum Teil, Auszüge aus älteren für uns wohl 
verlorenen Notizen. Da solche ältere, aus der Zeit vor 1797 
stammenden Notizen existiert baben, ist unzweifelhaft, da ja 
(vergl. oben) Gau$ sich seit 1791 mit dem agM. beschäftigt hat; 
auch bat die Angabe, daB er 1794 den Zusammenhang des agM. 
mit den Reiben, deren Exponenten die Quadratzahlen sind, gekannt 
habe, sehr grofe innere Wahrscheinlichkeit. 

In Bezug auf den Inbalt der in Rede stehenden Leisteauf- 
zeichnungen gibt das Tagebuch von 1797 nur den einen Anbhalts- 
punkt, da8 Gau$ sich um den 16. Februar 1797 mit den Reiïhen, 
deren Exponenten eine arithmetische Reïhe zweiter Ordnung bilden, 
beschäftigt hat. Die Frage, ob die rätselhaften Tagebuchnotizen 
42), 43) vom Oktober 1796 etwa mit der Theorie des agM. zu- 
sammenhängen kônnten, kommt für die Datierung unserer Frag- 
mente unmittelbar nicht in Betracht, da diese frühestens 1797 
eingetragen sein kônnen. Übrigens ist es nicht unmôglich, daf 
zwischen dem GEGAN der Tagebuchnotiz 43) und dem GALEN 
der Scheda Ac-Aufzeichnung [b6] eine Beziehung besteht (vergl. 
oben S. 24), daB also die Tagebuchnotizen 42), 43) tatsächlich auf 
eine Entdeckung über das agM. zu deuten sind. Ausdrücklich wird 
das agM. im Tagebuch zuerst in der oben wiedergegebenen Notiz 
98) vom 30. Mai 1799 erwähnt; hiermit steht wohl die Tatsache 
im Zusammenhange, daB sich auf einer der letzten Seiten der 
Scheda Aa (die Gau$ im Juli 1798 begonnen hat und bis zu An- 
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fang des Jahres 1799 benutzt zu haben scheint) in tändelnder 
Schrift die Worte ,Medium Arith. G.“ finden. 

Ob GauB sich im Sommer 1799 mit dem am 30. Mai 1799 
aufgeworfenen Problem weiter beschäftigt hat, wissen wir nicht; 
jedenfalls berichtet das Tagebuch nichts darüber und die einzige 
Notiz 99) vom September 1799 bezieht sich auf ,bedeutende Fort- 
schritte in den Prinzipien der Geometrie“. Erst im November 
1799 heïBt es (Notiz 100): Circa terminos medios arithmetico-geo- 
metricos multa nova deteximus.“ Im November hat GauB auch 
die Scheda Ac begonnen, und in der Tat stimmen die Tagebuch- 
aufzeichnungen 100)-—102) vollständig mit den Aufzeichnungen 
[42]—156] der Scheda überein und zwar: 

100) und der erste Satz von 101) , Medium arithmetico-geome- 
tricum tamquam quotientem duarum functionum transcendentium 
repraesentabile esse iam pridem inveneramus“ mit [43]—[51]; diese 
Notizen sind also im November in Braunschweig geschrieben; 

der zweite Satz von 101) ,nunc alteram harum functionum 
ad quantitates integrales reducibilem esse deteximus“ mit [b2]—[55]; 
diese Notizen sind also schon im Dezember in Helmstedt geschrieben; 
bei [52] beginnt ersichtlich andere Tinte; 

endlich 102) ,Medium arithmetico-geometricum ipsum est quan- 
titas integralis“ mit [56]. 

Die Entstehungszeit der folgenden Aufzeichnungen [57]ff. ist 
auf die Zeit vor dem 1. Mai 1800 zu setzen, denn die vom 1. Mai 
1800 an gemachten Tagebuchnotizen 106)ff. stehen wieder mit den 
späteren Notizen der Scheda Ac in Übereinstimmung. 

Nachdem so die Abfassungszeit der Notizen [23]—[28], [41], 
[42]. festgestellt ist, kehren wir zur Beantwortung der Frage zu- 
rück, wann die irregulären Leisteaufzeichnungen [1]—{[22], [29] 
—[40] entstanden sind. 

Diese Notizen, für die vorher als untere Zeitgrenze 1797 fest- 
gestellt wurde, müssen Gauf vorgelegen haben, als er die Notizen 
[58]—{74] der Scheda Ac verfaft hat. Denn die Formel [58] knüpft 
unmittelbar an die Leisteformeln [1]—[6] an, und sowohl{58] als auch 
[67]—[70] enthalten die Grôfe z in derselben Bedeutung wie jene 
Leisteformeln. Wir erhalten somit als obere Zeitgrenze für die 
Eintragung der Leisteformeln [1]—[22] und [29]—{[40], die eng zu 
einander gehôren, den Anfang des Jahres 1800. — Diese Leiste- 
formeln enthalten nun wesentlich drei Elemente : 

1) Die Beziehung des agM. zum Ellipsenquadranten, 

2) die Beziehung des agM. zu den Reïhen, deren Exponenten 
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die Quadratzahlen sind und die dadurch bedingte Einführung der 
GrôüBe 2, 

8) die Reïhenentwicklung von ÆX nach positiven, ganzen Po- 
tenzen von v (siehe [2], [6], [15], [33]), die den ganzen Notizen gleich- 
sam als Unterbau zu Grunde liegt. 

Die beiden ersten Elemente muB Gau$ gekannt haben, als er 
die Aufzeichnung [45]--[51] machte; denn er kann die Formel [45] 
nicht hergeleitet haben, ohne einen Zusammenhang zwischen dem 
agM. und einem vollständigen elliptischen Integral zu kennen. Da 
er aber den Zusammenhang mit dem Integral erster Gattung da- 
mals sicher nicht gekannt hat, so muB er den Zusammenhang 
mit dem Integral zweiter Gattung gehabt haben; die GrôBe z 
bezw. ihr reziproker Wert kommen in den Aufzeichnungen [49], 
[50] direkt vor. 

Dagegen kann GaufB das Element 3) weder am 30. Mai noch 


‘am 14. Dezember 1799 gegenwärtig gehabt haben, denn sonst müfte 


er auf Grund der Reïhenentwicklung für X am 30. Mai, wie oben 


(S. 18) gezeigt wurde, die Identität von 2(V2,1) mit + direkt 


ersehen und am 14. Dezember aus der Entwicklung [53] für Q 


ebenso direkt die Identität [56] gefolgert haben, die er doch erst 
neun Tage später als neue Entdeckung im Tagebuch notiert. 

Da das Element 3) sich durch die ganzen Leistenotizen 
[1]—[22] und [29]--[40] hindurchzieht, kann also GauB diese No- 
tizen keinesfalls im Jahre 1799 bis zum 14. Dezember oder kurz 
vor 1799 geschrieben haben, da er sich ihrer sonst am 80. Mai 
bezw. am 14. Dezember erinnert haben müfte; es kann sich also 
auch die Tagebuchaufzeichnung 100) nicht auf diese Leistenotizen 
mitbeziehen. Andererseits kônnen die Notizen auch nicht nach 
dem 23. Dezember 1799 geschrieben sein, denn sonst müften sie 
eine Spur der in der Tagebuchnotiz 102) bezeichneten, von Gau$ 
so hoch geschätzten Entdeckung zeigen. Da GauB nun die in 


den Leistenotizen enthaltenen Elemente 1), 2) im November 1799, . 


als er die Notizen [45]—[51] machte, notwendig gegenwärtig ge- 
habt haben mu, so muB er diese Elemente aus anderen Aufzeich- 
nungen geschôpft haben, die nichts anderes sein künnen, als die 
schon erwähnten, für uns verlorenen Uraufzeichnungen. Diese uns 
unbekannten Uraufzeichnungen, deren Spuren wir in den Leiste- 
notizen vor uns haben, müssen also die Elemente 1), 2), nicht aber 
das Element 3) enthalten haben, so daB dieses letztere Element 
das in den Leistenotizen enthaltene wesentlich neue darstellen 
würde. Dies ist sachlich sehr wohl müglich; wir müssen uns nur 
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vorstellen, daf Gau$ in den Uraufzeichnungen die Beziehung [11] 
zwischen dem agM. und dem Ellipsenquadranten nicht mit Hülfe 
der Entwicklung [15], sondern etwa in ähnlicher Weise hergeleitet 
hat wie in der Anzeïige zur ,Determinatio attractionis“ (Werke III 
S. 360) oder wie Schumacher in seinen Briefen vom 6. April 
und 8. Juli 1816 (Briefwechsel GauB-SchumacherlI, S. 123, 126). 

Wir haben demnach in Bezug auf die Entstehungszeit der 
Leiïstenotizen [1]—[22] und [29[—[40] die folgende Alternative: 
Entweder hat sie GauB zwischen dem 14. und 23. Dezember 1799 
eingetragen, also zu dieser Zeit die Entwicklung [33] für X ge- 
fanden und mit Hülfe von dieser die Identität [56] abgeleitet, oder 
die Leïstenotizen stammen aus dem Jahre 1797 oder dem Anfang 
des Jahres 1798 und GauB hat sich ihrer im Jahre 1799 micht er- 
innert. Er würde dann die Identität [66] aus den Gleichungen 
[64], [44] gewonren haben (vergl. oben S. 24). 

Mir erscheint die erstere Annahme schon darum unwahrschein- 
lich, weil die in den Leistenotizen angewandten Methoden sich ganz 
dem wissenschaftlichen Niveau anpassen, auf dem sich GauB im 
Jahre 1797 befand, wo er noch zumeist mit Potenzreihenentwicke- 
lungen operiert und — wie der Leiïste zeigt — sich noch in der 
Auswertung elementarer Integrale geübt hat; ich bin vielmehr ge- 
neigt, den folgenden Tatbestand anzunehmen. 

GauB hat die Leiïstenotizen [1]—[22], [29]—/[40] im Jabre 
1797, spätestens Anfang 1798 eingetragen, er hat dabei aus älteren 
Aufzeichnungen die Elemente 1), 2) entnommen und diesen als 
wesentlich neues das Element 3), d. h. die Reïhenentwicklung [2], 
[6], [15], [33] hinzugefügt. Er hat aber damals dieser Entwicklung 
so geringe Wichtigkeit beigelegt, daB er sie weder ins Tagebuch 
eingetragen, noch sie sehr fest im Gedächtnis behalten hat. Im 
Mai 1799 dürfte er die aus der Scheda Aa (1798) stammende Formel 
(abgedruckt Werke III, S. 418, art. [8], Zeile 6 v. u.) 

ee 7% 9x _ 25% 


(21) P = 4(e né GE e #4 +..ÿ, 


wo & die lemniskatische Periode bedeutet, mit der ihm aus jenen 
älteren Aufzeichnungen bekannten Formel (vergl. Leiste [6]) 


(22) = 4(27 + Hs DT +...) 


M(1, Vi—vw) 


É14 
verglichen haben. Die rechten Seiten stimmen für z — e? 


F] 
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überem. Für diese Grôfe hat Gau$ in der Scheda Aa (abge- 
É1 
druckt Werke III, S.431 ,Ecce iam computum pro e ? “) den Wert 
4,810484 berechnet. Er mag dann durch eine numerische Rech- 
4 
nung für einen dem z — e° entsprechenden Wert gefunden 


haben, den er als angenähert gleich VE agnoszierte, und da für 


= VZ 
VETTEUS 


v 1 1 
MOVIES) — TE vtt M(V21) 
v 2 


ist, so sah er sich veranlaft,. 3/(\/2,1) mit _ numerisch zu ver- 


 risch zu vergleichen'). Das Resultat dieser Vergleichung wäre 


die Tagebuchnotiz 98) vom 30. Mai. Im November, Dezember 1799 
hat er dann mit Benutzung jener älteren Aufzeichnungen weiter 
gearbeitet;: in diesen mag, wie wir auch in der Formel (22) ange- 
nommen baben,-das z in der Bedeutung vorgekommen sein, wie es 
in den Formieln [49], [50] erscheint. Nach dem 28. Dezember, 
ist ihm dann der Leiste in die Hände gekommen. Er hat jetzt in 
[68] die Leisteformel [4] berichtigt und von da ab in [67]—[70] 
das z in der Bedeutung von Leiste benutzt. Diese Annahme wird 
nicht nur durch die Formel [58], sondern u. A. auch dadurch ge- 
stützt, daf die Formeln [61]—/[64], wie bereits oben erwähnt, zu 
dem M der Leisteformeln in Beziehung stehen, und daB Gau$ in 
der 1800 begonnenen Abhandlung über das agM. (Werke III, S. 361) 
direkt mit der anfänglich unterschätzten, aber im Dezember 1799 
in ihrer wahren Bedeutung erkannten Entwicklung [33] operiert. 


1) In der Scheda Aa (siehe Werke III, S. 413) berechnet GauB den Wert 
Dee 
von . auf 11 Dezimalstellen ,utentibus formula arcsin lemn. Le +- arcsin lemn +, 


und (siehe Werke II, S. 418) den Wert von Ve auf 26 Dezimalstellen mit 


Hilfe der Formel (21). Das Beispiel A(V2, 1) ist in der 1800 .begonnenen Ab- 
handlung über das agM. (siehe Werke III, S. 364) auf 19 Dezimalstellen berechnet. 
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Dritter Abschnitt. Über die Fotetahunent der Fragasbie prete be As 


Über den Mechanismus des Widerstandes, 
den ein bewegter Kôrper in einer Flüssigkeit erfährt. 
Von 


Th. v. Kärmän in Gôttingen. 
Vorgelegt von Herrn Runge am 23. Dezember 1911. 


In einer unlängst in diesen Nachrichten verôffentlichten Note !) 
habe ich versucht, den Mechanismus des Widerstandes, den ein mit 
gleichfôrmiger Geschwindigkeit bewegter Kôrper in einer unbe- 
grenzten Flüssigkeit erfährt, der theoretischen Einsicht dadurch 
näher zu bringen, daB ich — zunächst für den Fall des ebenen 
Problems — die Strômungsvorgänge auf eine stabile Konfi- 
guration isolierter Wirbelfäden zurückzuführen suchte. 
In den folgenden Zeïlen sollen jene Ausführungen nach zwei Rich- 
tungen hin ergänzt werden. ŒÆEinerseits môchte ich jene verein- 
fachte Stabilitätsuntersuchung, bei der ich mir sämtliche Wirbel- 
fäden bis auf ein Paar festgehalten dachte und das freie Wirbel- 
paar im Geschwindigkeitsfelde der übrigen schwingen lieB, durch 
eine exaktere Rechnung ersetzen, wobei die unendlich vielen Frei- 
heitsgrade des Systems Berücksichtigung finden, — andererseits 
soll der Widerstand statt der in jener Note enthaltenen Abschätzung 
der Impulsmenge — die nicht dèn vollständigen Ausdruck dafür 
liefert — durch eine einwandfreie Anwendung des Impulssatzes 
berechnet werden. 


$ 1. Die Stabilitätsuntersuchung. 
Wir wollen wieder zwei Reihen von unendlich vielen gerad- 
linigen Wirbelfäden von gleicher Stärke und entgegengesetztem 
Rotationssinn betrachten und eine Konfiguration suchen, die unver- 


1) Gôttinger Nachrichten, math.-phys. KI. 1911, p. 509; vgl. auch Phys. Z. 
13. (1912) S. 49, wobei die Ergebnisse dieser zweiten Note bereits berücksichtigt 
wurden. 
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ändert mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitet und dabei stabil 
ist. Wie ich bereits in meiner ersten Note bemerkte, findet man 
zwei Anordnungsweisen, die der ersten Bedingung genïügen, je 
nachdem man die Wirbelfäden der beiden Reïhen einander gegen- 
überstellt, oder aber die eine Reiïhe mit der halben Teilung gegen 
die andere versetzt. Es fragt sich nun, kônnen diese Anordnungen 
stabil sein ? 

Um die Methode der Stabilitätsantersuchung klar darzustellen, 
betrachten wir zunächst das einfachere Beispiel einer einzigen 
Wirbelreihe. 

Bezeichnen wir die Koordinaten des p-ten Wirbelfadens mit 
zh Yy Îie gemeinsame Wirbelstärke mit 6, so sind die Geschwin- 
digkeitskomponenten des »-ten Wirbelfadens: 


AR, nrmnp 8 LE OL, Au LR 
dt 2x g=— (a, =2) +, y) 
PRO LOT PE Mie EM à ET VU 
dt 2x g=—@ Ga) + (y —Y) 


wobei bei der Summation qg = p ausgeschlossen werden soll. Denken 
wir uns nun die einzelnen Wirbelfäden mit den kleinen Beträgen 
E, 09 Ey % aus ibren Gleichgewichtslagen verschoben und entwickeln 
die obigen Ausdrücke nach den £ und #, s0 erhalten wir offenbar 
ein System von unendlich vielen Differentialgleichungen für die 
kleinen Stôrungen des Systems. Setzen wir im vorliegenden Falle 


2, = pl+E, 

7 M? 
wobei Z die Teilung bezeichnet und die æ-Axe durch die Gleich- 
gewichtslagen der Wirbelfäden gelegt wird, so erhalten wir 
Gleichungen von der Form 

Bo LE & _% 

UE 2x 320 (DE 
dns dre. [s a op T 


dt 2n 30 (PDP 


Die so gewonnenen unendlich viel Differentialgleichungen werden 
durch den Ansatz 
[+ ei E,e PP 
| M = Me? 
auf zwei zurückgeführt. 


x 
i 
l 
rl 
} 
s| 
si 
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Der physikalische Sinn des Ansatzes ist einleuchtend: wir 
untersuchen ôrtlich periodische Stôrungen, wobei jeder — an und 
für sich gleichberechtigter — Wirbelfaden dieselbe Bewegung aus- 
fübrt, nur in , Phase“ verschoben. Die ,Phasenverschiebung“ zwischen 
zwei benachbarten Wirbelfäden wird durch den Wert y gegeben und 
wir werden das System stabil nennen, falls bei keinem 
Werte von y, d.h. bei keiner Wellenlänge der Stôrung, 
eine Bewegung mit zeitlich zunehmender Amplitude 
môglich ist. Da eine beliebige Stôrung sich stets aus ôrtlich 
periodischen zusammensetzen läBt, so ist eine Anordnung die gegen 
periodische Stôrungen stabil ist, gegen beliebige Stürungen stabil !). 

In dem eben betrachteten Falle reduzieren sich die Differential- 
gleichungen offenbar auf 


dé, : 6 &, 1—cos(qy) 
& Dr 2 dt 
dm _ y E L 1—0cos(gy) 
& br 2 ge 


oder aber falls wir die Funktion 


æ 1—c 
K (p) = » se Ge) 
= q 
einführen, 


E F __ (Æ()'E. 


Eine einzige Wirbelreihe ist also stets und zwar gegen beliebige 
Stôrungen labil. 

Wenden wir dieselbe Methode zunächst auf die symmetri- 
sche Anordnung zwei Wirbelreihen an und bezeichnen 
die Stôrungen bei den Wirbelfäden der einen Reiïhe mit £,, bei 
der anderen Reïhe mit Ë,7, so gelangen wir durch den analogen 
Ansatz 


3 es 4 A £e ER 
Na = We : M — Me 


1) Dies ist identisch mit der Behauptung, daB das System der unendlich 
vielen Differentialgleichungen auBer der durch unsern Ansatz gelieferten keine 
weiteren Lôsungen besitzt. Nun kann die hier gegebene Lôsung der Differential- 
gleichungen als Anwendung jener Sätze angesehen werden, die Herr O. Toeplitz 
über die von ihm als L-Formen bezeichneten quadratischen Formen mit unendlich 
vielen Variabeln gefunden und teilweise in zwei Arbeiten (diese Nachrichten 1907, 
S. 110, Math. Annalen 1911, S. 351) verôffentlicht, teilweise in freundlicher Weise 
mir persônlich mitgeteilt hat. Eine Erweiterung seiner Betrachtungen dürfte auch 
den exakten Beweis der obigen Behauptung liefern. 
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zu folgendem System von Differentialgleichungen 


TR = A(g)n — iB(p) E + C(p)n 


| 
| 
I 


E dt A(p)£ + C(p)E+iB(p) 
x? dt D, iB(œ) A FE (y) Mo — A() M 


re = — Op) + iB(p}n — A(p)Es; 
wobei die Funktionen À, B, C folgendermañen bestimmt sind 
1— cos (ap) @ Qr—h 
- 344100 (9), L_o 
A(y) ë, ge + h 2 Q (GE +RY PF +R) 
__ dorée 24 | 
B(g) = 2 2Gr +R) sin (qq) 


si g’ ®—h 
Clg) = sx 2 Zvreh cos (gœ) 
und » den Abstand der beiden Wirbelreihen bezeichnet. 


É 
es 1 ET | î 
Setzen wir nun Ë,, % Éo % Proportional c2x À so wird À offen- 
bar gegeben durch die Gleichung 
— À A —iB C 


A —} Cut R 
% 


—iB —C —1 —A 

—C <+iB-—-A —1 
d.hb. durch die Wurzeln einer viergliedrigen Determinante, deren 
Elemente selbst Funktionen eines Parameters @ sind. Damit das 
System stabil sei, darf 2 bei keinem Werte von y reellen positiven 
Teil haben. 

Die Wurzeln der soeben angeschriebenen Gleichung lauten 
1i=+i|Bt+\VC-4} 
d. h. zur Stabilität ist es notwendig, daf für beliebige Werte von y 
[CIZ 14] 


sei, da sonst wegen des doppelten Vorzeichens stets eine Lüsung 
mit wachsender Amplitude vorhanden ist. 


; 
k 
\ 
À 
4 
| 
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Nun ist aber für og = 


C(x) = 


1 Cogh b! e. _Tgt u 
A(r) = | 


Cogh b° i= + Tg b° 7 
sodaf stets |C(x)} <|A(x)] gilt. 


Diesymmetrische Anordnungzweier Wirbelreihen 
ist also ebenfalls stets labil. 


Für die unsymmetrische Anordnung läft sich 1 durch 
dieselbe Formel 


—=+i{B+VC- 4} 


ausdrücken, nur haben wir zu setzen 


_ 9 & 1—cos (gi) SL (Q+pP-r. 
A(g) 2 2 ne — 2 2 o[a+4) PER TT 
Bo) = 2 op sie + Do 


Do à Pa+i)-# 
C(g) = 2 2 a+ D'TE MT 8 @a+4#) 


In diesem Falle ist ebenfalls 9 — x der kritische Punkt, da für 


diesen Wert C(y) verschwindet; es muf also A(x) ebenfalls ver- 
schwinden. Dies führt zu der Bedingung 


e G+WT-# eg 2 


120 [Q+D'E+MT  1%0 Ba+1)r 


oder aber 
T° pv 
Fe A 
2Gmp a 
Cos ee = (2 


Bei sämtlichen anderen Werten des Verhältnisses List somit 


das Gebilde labil, da wir stets Stôrungen finden kônnen, die zu 
Schwingungen mit wachsender Amplitude führen. Ist die soeben 
abgeleitete Gleichung dagegen erfüllt, so kann man unschwer 
zeigen, daf für beliebige Werte von g + x, [C|=]|4| gilt, so daf 
die Stôrung bei beliebiger Wellenlänge sich mit konstanter Am- 
plitude fortpflanzt. 
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Die in meiner ersten Note mitgeteilte Rechnung lieferte für 
die stabile Anordnung den Wert 


2. = À %r Gos 5 VE = 0.359 
gegen 

h 1 F5 

" = — dr Cos 5 V2 = 0,283... 


der jetzigen exakten Untersucnang. Wie — allerdings provisorischen 
— Versuche und Beobachtungen, die.ich gemeinsam mit Herrn 
cand. math. HRubach über die Strômung von Wasser um eine 
schmale Platte und um einen Kreiszylinder in letzter Zeit ausführte, 
liefern das Ergebnis, daB sobald man über die ersten zwei bis drei 


Wirbelpaare hinter dem Kôrper hinausgeht, die Werte £ ziemlich 
gut mit dem letzteren exakten Werte übereinstimmen (s0 erhielten 
wir für die Platte Ÿ — 0.305; für den Zylinder % — 0.28), das 


man dagegen in der Nähe des Kôrpers grôBere Werte vont. 


findet. Ich glaube daraus schlieBen zu dürfen, daB in der Nähe des 
Kôrpers die Wirbelfäden mehr in ihrer Bewegungsfreiheit gehindert 
werden und die Verhältnisse näher zu der Annahme stehen, die 
ich meiner ersten Untersuchung zu Grunde legte. 


8 2 Anwendung des Impulssatzes. 


Halten wir an der Annahme fest, daf hinter dem Kôrper, den 
wir mit einer Geschwindigkeit U durch die Flissigkeit fortschrei- 
tend denken, in einer Entfernung, die grof ist gegen die Ab- 
messungen des Kôrpers selbst, die Strômung mit guter Annäherung 
durch die soeben berechnete stabile Wirbelkonfiguration bestimmt 
wird, in hinreichender Entfernung vor dem Kôrper jedoch die 
Flüssigkeit sich annähernd in Ruhe befindet — so gelangen wir 
zu einem ganz bestimmten Ausdrucke für den Widerstand, der 
nur Parameter enthält, die der Beobachtung leicht zugänglich sind. 

Zu diesem Zwecke bedienen wir uns eines Koordinatensystems, 
in welchem die Wirbelbewegung stationär ist, d.h. wir lassen das 
EE ges mit der Gnoiriuiehoi des Wirbel- 


nu u = £ ti * Nr) in demselben Sinne fortschreiten. Als- 


dann dürfen. wir den red in genügender Entfernung 
von dem Kôrper als stationär betrachten. Vor dem Kôrper herrscht 
eine Parallelstrôomung von der Geschwindigkeit — relativ zu 
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diesem Koordinatensystem; während in genügender Entfernung 
hinter dem Kôrper die Geschwindigkeitskomponenten durch — +3 de 


und = gegeben werden, wobei # den imaginären Teil des es 


plexen A 


bedentet und L'ACE fe gesetzt wurde. Die z-Axe wurde dabei 


in der Mittellinie der beiden Wirbelreihen gewählt und die y- 
Axe halbiert den Abstand zweier benachbarten Wirbelfäden mit 
entgegengesetztem Rotationssinn. Der Kôrper selbst eilt relativ 
-zu diesem bewegten Koordinatensystem mit der Geschwindigkeit 

U—u vor, falls U seine absolute Geschwindigkeit bezeichnet. 

Um den Widerstand zu erhalten, wollen wir die Impulsmenge !) 
berechnen, die in der Zeit T — fai 
wird, .d.h. während eines Zeitraumes, in dem der Kôrper relativ 
zu ‘unserem Koordinatensystem mit der Strecke ! weitergeschoben 
wird; in dieser Zeit entstehen zwei neue Wirbelfäden, sonst er- 
scheint aber der Strômungszustand genau reproduziert. 

Zu diesem Zwecke grenzen wir einen festen Teil der Ebene 
seitlich durch zwei geraden Linien y = Ey, vor und hinter dem 
Kôrper durch je eine Gerade æ — konst. ab, so aber, daf die 

hintere Begrenzungslinie nicht gerade durch einen _Wirbelfaden 
_gehen soll. Die in Betracht kommende Impulsmenge wird dann 
gegeben durch den Mehrbetrag an Impuls in dem abgegrenztem 
Raume abzüglich der: durch die Grenzen hineingeführten Impuls- 
menge und des Zeitintegrals der Oberflächendrücke an der Be- 
grenzung. Für einen symmetrischen Kôrper, auf den wir uns be- 
schränken wollen, kommen nur nach der +-Axe gerichteten Impuls- 
mengen in Betracht. 

. Der Mehrbetrag an Impulsmenge, der nach der Zeit 
T vorhanden ist, wird mit Rücksicht darauf, daB die Strômung 
sich nach der Zeit T gerade genau reproduziert, durch die Diffe- 
renz der Doppelintegrale Î [fu (x, y) dx dy über zwei — auf die x-Axe 
senkrechten — Streifen von der Breite ! (beide in hinreichender 


auf den Kôrper übertragen 


DD Impulsmengen und der Widerstand beziehen sich auf die Länveneinheit 


in senkrechter Richtung zur Stromungsebene. 
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Entfernung von dem Kôrper) gegeben. Gehen wir mit den Grenzen 
zu m = © über, so reduziert sich die Differenz der beiden Doppel- 


integrale auf 
Lies Éi Î SE dy dx 
—co 0 


wobei y die oben angegebene Stromfunktion bedeutet. Die Inte- 
gration liefert 
J, = çpféh 


wie es übrigens durch Anwendung allgemeiïner Sätze über Wirbel- 
bewegungen sich unmittelbar ergiebt. 

Die Summe der in der Zeiteinheit hereintranspor- 
tierten Impulsmenge und der Resultierenden der 
Druckkräfte wird bei einer beliebigen stationären ebenen Po- 
tentialbewegung allgemein durch das geschlossene Integral :(f)w° dz 
gegeben, wo # —= ñ—iv gesetzt ist und 4, » die Geschwindigkeits- 
komponenten an der Begrenzungslinie bezeichnen. Für die nach 
der x-Axe gerichteten Komponente haben wir den imaginären Teil 
des Integrals (f)w°dz zu nehmen. Berücksichtigt man, daf das 
geschlossene Integral (fr dz wegen der Kontinuität verschwinden 
muB, so ist leicht nachzuweïsen, daB das ganze Integral sich auf 


L oO 4 (400) 
f w'de = [l w dy 
— 100 4(— 100) 


reduzieren läft, genommen längs jener Begrenzungslinie, die durch 
das Wirbelsystem hindurchgeht. Durch Integration erhalten wir 
für die entsprechende Impulsmenge für den Zeitraum T 


Les ere s | 


EDP SET 
Setzen wir für den zeitlichen Mittelwert der Widerstandskraft 
Wii J, 1 ne 
so erhalten wir — mit 7  — HS — die Formel 


h 2 
W = 67 (U— 20) + D 


Wir spezialisieren nun diese allgemeine Foïmel, indem wir 
auf Grund der Stabilitätsbedingung die Beziehung 
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IS AÆ 2 LÉ 
ue ?aÿ PAP 


einführen und erhalten 


= au? LEA -25)+ (5) 
W = QUE (1 2 + 


wobei noch È = . Ur Co8 b V2 gesetzt werden muf. Führen wir 
noch in üblicher Weise durch die Formel 
W = #,obU° 


eine Widerstandsziffer y, ein, wobei b eine geeignet gewählte 
Abmessung des Kürpers bezeichnet, auf die wir den Widerstand 
beziehen wollen, so wird 


l = u\h 4 { u \? 
Ve = MT(-25)r+2(7)) 


2 
ares . 10.709 # _ 0.323 (5) | 


oder 


U U 
Die Widerstandsziffer erscheint somit zurückgeführt auf zwei 


Verhältniszahlen & und 7: auf das Verhältnis der Teilung der 


Wirbelreïhen zu der gewählten Abmessung des Kôrpers und 
das Verhältnis der Geschwindigkeit des Wirbelsystems zur Ge- 
schwindigkeit des Kürpers') Beide sind nach der Abhnlichkeits- 
regel innerhalb des Gültigkeitsbereiches des quadratischen Wider- 
standsgesetzes unabhängig von der Geschwindigkeit und den Ab- 
messungen und hängen nur von der Gestalt des Kürpers ab. 
Diese beiden Parameter sind nun der Beobachtung leicht zu- 


gänglich. Die Verhältniszahl : kann aus photographischen Auf- 
nabmen unmittelbar entnommen werden, während © mit der »Pe- 
riode“ T in einfacher Weise zusammenhängt. Wir kônnen zunächst . 
die anschauliche Grôfie /, — UT einführen, d.h. den Weg, den 


1) In meiïner ersten Note benutzte ich die Hilfsannahme, da die Wirbel- 
stârke £ — UT gesetzt werden kann; mit dieser Hilfsannahme reduziert sich die 
Anzahl der Parameter auf die einzige Verhältniszahl - Es zeigt sich indessen, 
daB £ im Allgemeinen kleiner ist, so daB durch die Wirbeln weniger Flüssigkeit 
gefordert wird, als wenn die Flüssigkeitsmasse zwischen den beiden Reïihen als 
ntotes Wasser“ mitgeschleppt würde. Dies steht im Einklang damit, daB infolge 
der hinter dem Kürper entstehenden ,Saugwirkung“ Flüssigkeit seitlich dem Wirbel- 
raum zustrümen mul. 
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der Kôrper in der Zeit 7 zurücklegt. Alsdann ist . ps Le 
eine GrôBe, die nur von der Gestalt abhängt und sie ‘liefert T 
durch die Formel 


Bei den erwähnten provisorischen Versuchen haben wir die 
Periode T für zwei schmale Platten von verschiedener Breite und 
für einen Kreïszylinder bestimmt und zwar bei verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten. Die Âhnlichkeïitsregel fanden wir — wie zu er- 
warten ist — sehr gut bestätigt. Aber auch für die aus den 


Werten 5 und + ermittelten Widerstandsziffern zeigen eine recht. 


gute Übereinstimmung. Wir erhielten für die senkrechte Platte 
den Wert y, — 0.80 und für den Zylinder 0.46, während die zu- 
verlässigsten Luftwiderstandsmessungen durch unmittelbare Kraft- 
messung die Werte y, — 0.78 bezw. 0.45 liefern. 


Über die Abhängigkeit der Krystallform von der 
Tamneratur und die Rekrystallisation in Konglo- 
meraten. 


Von 
G. Tammann. 


Mit 2 Figuren im Text. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 2. März 1912. 


1. Gegen die Annahme der Existenz einer Oberflächenspannung 
in den Begrenzungsebenen eines Krystalls ist vom Standpunkt der 
Atomistik nichts einzuwenden, nur ist zu beachten, daf die Ober- 
flächenspannung auch in einer natürlichen Krystallebene mit der 
Richtung sich ändern wird, daf also die Oberflächenspannung eines 
Krystalls ein Vektor sein wird. 

Während bei einer Flüssigkeit die Oberflächenspannung in 
den Capillaritätserscheinungen sich geltend macht, kann sich die- 
selbe an den Krystallen nicht äufern, solange die Oberflächen- 
kräfte, «, die Festigkeitskräfte, f, nicht überwinden kônnen. 

Es braucht aber die Beziehung f = « nicht für alle Stoffe bis 
zu ïihrem Schmelzpunkt zu bestehen. Wenn für eine bestimmte 
Richtung bei einer gewissen Temperatur die Beziehung f, > «, in 
die umgekehrte übergeht, so sind in allen der betreffenden Rich- 
tung gleichwertigen Richtungen von selbst verlaufende Defor- 
mationen des Krystalls, die zur Bildung einer kontinuirlich ge- 
krümmten Oberflächenzone führen, zu erwarten. Bei weiterer 
Temperatursteigerung treten dann in anderen Richtungsverbänden 
Deformationen auf, bis schlieflich für alle Richtungsverbände die 
Beziehungen f, < «,,f,<u,,...,f,<a, gelten. Bei der letzten 
Temperatur würde die Oberfläche des Krystalls ihren polyedri- 
schen Charakter gänzlich verloren haben und sich in eine stetig 
gekrümmte Fläche, im einfachsten Fall in ein Rotationsellipsoid, 
verwandelt haben. Man steht hier vor einem der Bestimmung 


558 G. Tammann, 


der Oberflächen von Flüssigkeitsmassen, auf welche äuBeren Kräfte 
nicht wirken, analogen aber komplizierterem Problem, bei dessen 
Lôsung der vektorielle Charakter von « und #, der Laplaceschen : 
Konstante zu berücksichtigen ist. Das Gleichgewicht für eine 
Raumkurve auf der Oberfläche des Krystalls wäre durch die Be- 
dingung 

LR PTS | 

b+a(o-+ +) = const. 

Qi Ou Os 
bestimmt, wo die drei o-Werte die Radien der drei Krümmungs- 
kreise bezeichnen. 

So lange aber die Festigkeit die Oberflächenspannung über- 
trifft, kann die Oberflächenspannung die Gestalt polyedrischer 
Krystalle nicht beeinflussen. Dann wird bei der Bildung eines 
Krystalls der Vektor der linearen Krystallisationsgeschwindigkeit 
seine Begrenzung bestimmen. 

Wenn es Stoffe gibt, bei denen f—4« bei einer Temperatur 
unterhalb ihres Schmelzpunktes durch den Nullwert geht, so dürfen 
diese Stoffe bei Temperaturen, für die f—« negative Werte hat, 
nicht in Krystallpolyedern sondern in abgerundeten Krystalliten, 
deren Oberflächen kontinuierlich gekrümmt sind, krystallisieren, 
während dieselben Stoffe in Polyederform zur Ausscheidung ge- 
langen müften, wenn ihre Ausscheidung bei einer Temperatur 
stattfindet, für die f—a positive Werte hat. Auch Übergänge 
von der Polyederform in die Form mit kontinuierlich gekrümmter 
Oberfläche sind wie erwäbnt môglich. Man hätte hierbei an die 
eigentümliche Form mancher Diamantkrystalle mit gekrümmten 
Flächen, die sich in räumlichen Kurven schneiden, zu denken. In 
diesen Kurven ändert sich die Krümmung der Fläche noch dis- 
kontinuierlich, es entspricht daher die Begrenzung dieser Kry- 
stalle nicht dem Gleichgewichtszustande der an ihr wirkenden 
Kräfte. Solche Begrenzungen werden sich bilden kônnen, wenn 
man den Krystall aus dem Temperaturgebiet, f = «, in das hôüher 
liegende Temperaturgebiet oder umgekehrt bringt, und ihn dann, 
bevor sich das Gleichgewicht an seiner Oberfläche hergestellt hat, 
schnell abkühlt. Daf die Temperatur die Art der Krystall- 
begrenzung: durch Ebenen oder durch eine Fläche, bestimmt, 
künnte an einer Krystallart direkt nachgewiesen werden, wenn 
die Schmelzkurve der betreffenden Krystallart in einem Zweistoff- 
system durch die Temperatur geht, bei der f—2« — 0 wird. Bei 
Temperaturen die hüher als diese Temperatur liegen, hätte man 
die Bildung abgerundeter Krystalle (Krystalliten), bei tieferen 
Temperaturen die polyedrischen Krystalle zu erwarten. Nach 
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schneller Abkühlung des Gemenges von Schmelze und Krystallen, 
für das sich das Gleichgewicht auch bezüglich der Form hergestellt 
hat, würde man durch eine mikroskopische Untersuchung die be- 
treffende Frage leicht entscheiden kônnen. 

DaB für eine groBe Reihe von Stoffen die Temperatur, bei der 
f = « ist, noch unterhalb ihres Schmelzpunktes liegt, wird durch 
die Erfahrung, daf sich in metallischen Konglomeraten häufig 
Krystallithe finden, bei denen die Schnittlinien einer Ebene durch 
ihre Begrenzungsfläche in sich geschlossene Kurven sind, bestätigt. 
Die Krystalle mit sphärischen und ellipsoidalen Begrenzungs- 
flächen sind aller Wabrstheinlichkeit nach nicht als Sphärolithe 
anzusprechen, die aus von einem Punkte ausstrahlenden Krystall- 
nadeln bestehen, denn es ist bisher noch nie gelungen in einem 
metallischen Konglomerat einen Sphärolithen nachzuweisen, obwobl, 
wenn solche vorliegen würden, sie jedenfalls zum Teil an ihrer 
radialfaserigen Struktur erkannt worden wären. Betreffs der Me- 
talle und Metallverbindungen darf man wohl behaupten, da8 ibre 
Ausscheidung aus binären Schmelzen mindestens ebenso häufig in 
sphäroidaler Form als in polyedrischer Form erfolgt, offenbar ist 
für diese Stoffe die Bedingung f—« — O schon bei Temperaturen 
unterhalb der des Beginns ihrer Krystallisation erfüllt, während bei 
vielen Silikaten und den meisten organischen Stoffen das nicht der 
Fall ist, da sie in den polyedrischen Formen krystallisieren. Um 
dem Leser die Môglichkeit zu geben, die sphäroidalen Formen, die 
sich aus metallischen Schmelzen so häufig bilden, näher kennen zu 
lernen, sei auf einige Photogramme der Struktur von Legierungen 
hingewiesen, in denen sich besonders deutlich entwickelte Kry- 
stallite mit sphäroidaler Oberfläche finden. Die Temperaturen der 
Krystallbildung und ihre thermische Entstehungsgeschichte sind im 
Text jener Arbeiten, auf deren Tafeln im folgenden hingewiesen 
wird, enthalten. 


Z.f.anorg. Chem. Taf. Fig 
Mg in Pb-Mg-Legierungen 44 1 2 
Mg u. Als Mg: in Al-Mg-Legierungen 45 4 4u.6 
Al u. Al-Ag-Mischkryst. mit 5 °/ Al 46 RD Ce 
FeSi in abgerundeten u. eckigen Kryst. 47 2 83,4u.b 
Verschiedene Mischkryst. von Au u. Zn 48 1 1,3u.4 
NiSb 49 2 3 
Cu in Cu-Cd-Legierungen 49 7 1 
Si in Mn-Si- ; 50 Excrd:in. cd 
PdPb:, Pde Pb u. PdPb 52 9 4u.6 


Ags Sn 53 24 4 1E 
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Z.f.anorg. Chem. Taf. Fig. 


Pt-Cu; Pt-Ag u. Pt-Au-Mischkryst. 54 3 1,3,4u.6 
Gesättigter Mischkryst. mit 33° 
Mn u. 67 °/o Sb 5b 1 3 
CoAl 57 4 4,5 u. 6 
Nis Sno 57 4 4,5u.6 
Mischkryst. von Co-Cu mit 10°/o Cu b7 1 2 
g Fe-Cu ,  3°/o Cu 57 1 4 
Co: Sn 59 2 4 
CoSb 59 3 4 
© CoSi 59 6 8 


2. Um zu einer Bestimmung der Oberflächenspannung in einem 
isotropen, festen Stoff zu gelangen, gehen wir von einer Lamelle, 
z. B. einer Glaslamelle aus. Die absolute Festigkeit der Lamelle 
von der Dicke, d, pro 1cm Breite sei f in gr, diese Festigkeit 
wird der Dicke der Lamelle proportional sein. Erwärmt man die 
Lamelle, so wird eine Kontraktion derselben infolge der Ober- 
flächenspannung eïintreten und zwar bei der Temperatur, bei der 
f — 2a wird. 

Man kann nun zeigen, da, gleichgültig ob f mit der Tempe- 
ratur zu- oder abnimmt, die Temperatur der Kontraktion mit 
wachsender Lamellendicke zunehmen wird. , 

In Fig. 1 und 2 stellen die beiden einander parallel ver- 
laufenden Linien f, und f, die Abhängigkeit der absoluten La- 
mellenfestigkeit von der Temperatur dar, und zwar wächst mit 
wachsendem Index die Lamellendicke, d. Wenn f mit der Tem- 
peratur wächst, Fig. 1, so mu 2« schneller als f wachsen, denn 
sonst würde 2« bei tieferen Temperaturen grôBer als f und bei 
hôheren kleiner als f sein, die Lamelle würde also bei tiefen 
Temperaturen beweglich und bei hôheren starr sein. Da 2« mit 
der Temperatur schneller als f wächst, so muB für die dickere 
Lamelle die Gleichung f — 2« bei hôherer Temperatur befriedigt 
sein als für die dünnere Lamelle. 
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Wenn aber f mit steigender Temperatur abnimmt, Fig. 2, so 
kann 2a mit steigender Temperatur wachsen oder abnehmen, darf 
aber nicht schneller als f abnehmen, denn würde 2« schneller 
als f mit wachsender Temperatur abnehmen, so würde die La- 
melle wieder bei hôheren Temperaturen starr sein müssen. In den 
beiden môglichen Fällen der Temperaturänderung von 2« bei 
negativem Temperaturkoeffizienten von f muB aber wiederum der 
Schnittpunkt der 2a-Linie mit der f,-Linie der dickeren Lamelle 
bei hôherer Temperatur als der Schnittpunkt der 2«-Linie mit der 
f,-Linie der dünneren Lamelle liegen. 

Bestimmt man für Lamellen aus amorphen Stoffen die Tem- 
peraturen ihrer Schrumpfung und die Temperaturabhängigkeit 
ihrer Elastizitätsgrenze, so kann man für Lamellen verschiedener 
Dicke die Kurven f,, f, etc. zeichnen und in den Temperatur- 
punkten des Beginns ihrer Schrumpfung Senkrechte errichten, die 


-Schnittpunkte dieser mit den zugehôrigen f-Linien, geben Punkte 


der 2x-Linie an. 

Man erfährt also in dieser Weise nicht nur einen Wert von 
a sondern auch die Temperaturänderung von w«. 

8. Bei Anwendung dieser Methode zur Bestimmung der Ober- 
flächenspannung von anisotropen Lamellen hat man zu beachten, 
daf die Zahl der freien Oberflächen in anisotropen Lamellen nicht 
so sicher bestimmt ist wie in einer isotropen Lamelle. Zur Her- 
stellung anisotroper Lamellen hat man zwei Wege, man kann 
durch Spaltung eine Lamelle, wie z. B. aus Glimmer, und dann 
aus ductilen Krystallen von Au, Ag und Cu oder ihren Konglo- 
meraten durch Walzen und Hämmern Lamellen von sehr geringer 
Dicke herstellen. Der erste Weg der Darstellung einer Lamelle 
kann leicht zur Überanstrengung der darzustellenden Lamelle 
selbst, und dadurch zur Bildung von Gleitflächen, welche die La- 
melle in eine unbekannte Anzahl dünnerer Lamellen zerteilen, 
führen. Der zweite Weg führt über die Verteilung des Konglo- 
merates durch Bildung von Gleitflächen und Nebeneinanderordnung 
der entstandenen Lamellen zu einem dünnen Blatt, welches aus 
sich teilweise überdeckenden Lamellen besteht. Wenn auch die 
Oberflächenkräfte, welche in einer Gleitfläche wirken, wahrschein- 
lich nicht ganz den Betrag der in zwei freien Oberflächen wir- 
kenden Kräfte erreichen mügen, so ist doch die Existenz einer 
Gleitfläche in ihrer kontrahierenden Wirkung sicher nicht zu ver- 
nachlässigen, da auf der Gleitfläche bestimmt eine Lockerung des 
Molekularzusammenhanges im Raumgitter stattgefunden hat. Daf 
diese Lockerung immer bis zum Betrage der Lockerung an zwei 

Kgl, Ges, d. Wiss, Nachrichlen, Math nhvs. Klasse. 1912. Heft 5. 38 
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freien Oberflächen vorgeschritten ist, mag in der Regel nicht ganz 
zutreffen. Man wird aber wohl einen geringeren Fehler machen, 
wenn man jede Gleitfläche in ihrer Wirkung als zwei freie Ober- 
flächen zählt, als wenn man ihre Wirkung vernachlässigt. 

Man ersieht nun, daB für eine anisotrope Lamelle in der Regel 


frs 


nicht die Gleichung: « = D: WO fr, die absolute Festigkeit der 
Lamelle bei der Schrumpfungstemperatur 7, bedeutet, gelten wird, 
sondern die Gleichung « — 5 , wo x die Anzahl der Oberflächen 


bezeichnet. Da n gleich ist der doppelten Anzahl von Gleitflächen 
plus 2, so ist « nicht sicher zu ermitteln; immerhin aber hat der 
Wert von fr, für eine bestimmte Dicke der Lamelle, deren Vor- 
geschichte bekannt ist, ein Interesse. 

Durch Ânderung der Anzahl von Gleitflächen pro Dicken- 
eimheit einer Metallamelle kann nicht nur der absolute Wert von 
æ sondern auch das Vorzeichen seines Temperaturkoeffizienten 
stark beeinfluft werden. Nimmt in der Lamelle mit steigender 
Dicke die Zahl der Gleitflächen pro Dickeneinheit ab, so wird 
dadurch die Kraft, welche die Schrumpfung bewirkt, mit wach- 
sender Lamellendicke abnehmen und die absolute Festigkeit der 
Lamelle erst bei hôheren Temperaturen überwunden werden, als 
wenn die Zabl der Gleitflächen pro Dickeneinheit von der Dicke 
der Lamelle unabhängig wäre. Dadurch würden die beobachteten 
Werte des Temperaturkoeffizienten von « kleiner ausfallen als die 
wahren und ein wabrer positiver Temperaturkoeffizient künnte 
sogar in einen scheinbar negativen verwandelt werden. 

Die Ansicht, daB eine in der Lamelle vorhandene Gleitfläche 
in ibhrer Wirkung sich der von zwei freien Oberflächen nähert, 
wurde dadurch begründet, daf auf einer Gleitfläche der Zusammen- 
hang des Raumgitters stark gelockert ist, wenn auch vielleicht 
noch nicht so weit wie an zwei aufeinandergelegten freien Ober- 
flichen. Aber auch die Beobachtung weist darauf hin, daf die 
Gleitflächen auf die Temperatur des Beginns der Schrumpfung von 
Lamellen in Konglomeraten eine ähnliche Rolle spielen wie sie den 
freien Oberflächen zukommt. Man findet nämlich, daf die ersten 
Anzeichen der durch Schrumpfung bedingten Rekrystallisation in 
einem metallischen Konglomerat bei um so tieferen Temperaturen 
eintreten je grüber die Zahl der Gleitflächen in der Volumeneinheit 
des Konglomerates ist, es scheint also eine Gleitfläche sehr ähnlich 
einer freien Oberfläche zu wirken. Als Beispiel solcher Beob- 
achtungen sei hier nur angeführt, daf in einem Goldwürfel, in 
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dem durch Druckdeformation eine relativ geringe Anzahl von 
Gleitflächen hervorgerufen war, der durch die Gleitflächen hervor- 
gerufene Verfestigungseffekt zwischen 750 und 800° verschwand !), in 
Golddrähten, in denen durch Ziehen eine sehr viel grôfere Anzahl 
von Gleitflächen erzeugt war, konnte Herr Credner mikroskopisch 
nach Erhitzen auf nur 400° deutlich die Bildung grôBerer Kry- 
stallite aus den Lamellen-Paketen beobachten und die ersten Ânde- 
rungen im elektrischen Leitvermôgen konnten von ihm schon bei 
1002 bemerkt werden. 

4. Die Tatsache der Schrumpfung von Metalllamellen bei 
Steigerung ihrer Temperatur läft eine Deutung der besonders in 
metallischen Konglomeraten bei hôheren Temperaturen so häufig 
zu beobachtenden Erscheinungen der Rekrystallisation zu. Eine 
befriedigende Erklärung dieser Erscheinungen, die dadurch gekenn- 
zeichnet sind, daf sich bei hôheren Temperaturen noch weit unter- 
. balb des Beginns der Schmelzung aus kleineren Krystalliten grôBere 
bilden, scheint mir nicht vorzuliegen, da man mit der Annahme 
einer Erhühung des Dampfdruckes mit abnehmender Korngrüke, 
also der Auffassung der Rekrystallisation als Destillationsprozef 
kaum auskommen dürfte. 

Man beobachtet in Konglomeraten, die sich direkt aus ihren 
Schmelzen gebildet haben, da sich bei Temperaturen von etwa 
100° unterhalb ihrer vollständigen Krystallisation im Laufe einiger 
Stunden aus kleinen Krystalliten grôBere bilden; ob es sich in 
diesen Fällen um eine Wirkung der Oberflächenspannung handelt, 
ist nicht zu entscheiden, so lange nicht eine direkte Vereinigung 
kleinerer zu grôferen Krystallen beobachtet ist. Es kônnten auch 
infolge von Temperaturschwankungen die grôBeren Krystalle auf 
Kosten der kleineren wachsen, indem der Stofftransport durch 
sehr geringe Mengen von flüssigen Resten, in denen sich die Bei- 
mengungen angesammelt haben, vermittelt wird. Da aber diese 
Art der Rekrystallisation besonders in Konglomeraten mit abge- 
rundeten Krystalliten beobachtet wird, bei denen also « = f ist, 
so wird wahrscheinlich die Rekrystallisation mindestens zum Teil 
auch durch eine direkte Vereinigung kleinerer Krystallite, die 
durch den Druck der gekriümmten Oberflächen vereinigt werden, 
bedingt werden. 

Noch viel auffallender sind die Erscheinungen der Rekrystalli- 
sation in metallischen Konglomeraten, die einer mechanischen Be- 
arbeitung im kalten oder heifen Zustande unterworfen wurden. 


1) Nacbrichten der Kgl. Ges. der Wiss. zu Gôüttingen, 1911, S. 187. 
38 * 
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Bei diesen tritt die Rekrystallisation bei sehr viel tieferen Tem- 
peraturen ein als bei denen, die nicht bearbeitet wurden, und zwar 
kann gezeigt werden, daf die Temperatur des Beginns der Re- 
krystallisation um so tiefer liegt, je hôher der Grad der Ver- 
änderung der ursprünglichen Struktur durch Schmieden, Walzen 
oder Ziehen war. Der Grad der Bearbeitung, Überanstrengung 
eines metallischen Konglomerates ist proportional der Anzahl von 
Gleitflächen in der Volumeneinheit, die durch die Überanstrengung 
erzeugt werden. Da man jede Gleitfläche offenbar als zwei freie 
Oberflächen zu rechnen hat, so ist ein bearbeitetes Metall als ein 
Paket von Lamellen zu betrachten, und es leuchtet ein, daf die 
mit der Temperatur in der Regel abnehmenden Festigkeitskräfte, 
deren Summe in der Volumeneinheit als unabhängig von der Zahl 
der Gleitflächen betrachtet werden kann, bei um s0 tieferer Tem- 
peratur überwunden werden je grüBer die Zahl der Gleitflächen 
in der Volumeneinheit ist. Bei der Temperatur, bei der Z24 > Zf 
ist, wird die Kontraktion und die Vereinigung der Lamellenpakete 
zu wohl ausgebildeten Krystalliten beginnen, die sich schliefilich 
zu dicht aneinander liegenden Polyedern ausbilden. 

Man sieht also, da die Rekrystallisation bearbeiteter Metalle 
eine notwendige Folge der Bildung von Gleitflächen in ihnen ist, 
und als eine der Schrumpfung von Metalllamellen analoge Er- 
scheinung aufzufassen ist. Da die Kräfte, welche zu den Ver- 
schiebungen während der Krystallisation notwendig sind, offenbar 
hierzu hinreichen, ist durch den Nachweis, da sie die Festigkeits- 
kräfte überwinden kôünnen, sicher gestellt. 

5. Mit der Rekrystallisation in Konglomeraten ist die Er- 
scheinung, da in einer gesättigten Lüsung kleinere Krystalle zu 
einer zusammenhängenden Krystallmasse zusammenwachsen, nicht 
zu verwechseln. Man hat diese Art der Umkrystallisation darauf 
zurückzuführen gesucht, daf die Lüslichkeit kleiner Krystalle grôBer 
ist als die grôBerer Krystalle. Man hat sich aber keine Rechenschaft 
darüber gegeben, ob diese Annahme zur Erklärung der Erscheinung 
hinreicht, denn man hat weder geprüft ob das Zusammenbacken 
einzelner Krystalle unter einer gesättigten Lôsang auch bei kon- 
stanter Temperatur eintritt und in welchem Mafe, noch hat man 
sich Rechenschaft zu geben gesucht, ob der Unterschied in der 
Lôslichkeit von Krystallen verschiedener Grüfe hinreicht, um bei 
gegebenen Diffusionsverhältnissen jener Erscheinung zu genügen. 
Die Erscheinung des Zusammenbackens von feuchten Krystallmassen, 
die Temperaturschwankungen ausgesetzt sind und gesättigte Lüsung 
enthalten, kann sicher nur zu einem sehr kleinen Teil auf die Ver- 
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schiedenheit der Lôslichkeit bei verschiedener KorngrôBe zurück- 
geführt werden, denn man beobachtet, daB das Zusammenbacken 
um so schneller vor sich geht, je grôfer der absolute Temperatur- 


koeffizient der Lôslichkeït = ist, und je grôBer und zahlreicher 


die Temperaturschwankungen 4f in dem Gemenge von Krystallen 
und gesättigter Lôsung sind. Man darf die Geschwindigkeit v 
des Zusammenwachsens lockerer Krystalle in Berührung mit ihrer 
gesättigten Lôsung durch die Beziehung v — En. di ® darstel- 
len. Hier bedeutet X einen mit der Natur des Systems veränder- 
lichen Wert, und # die Zahl der Temperaturschwankungen in der 
Zeiteinheit. 

Dadurch wird zum Ausdruck gebracht, daB die Erscheinung 
ausschlieflich durch Temperaturschwankungen hervorgebracht wird. 
. Wollte man noch ein von der Lôslichkeitsdifferenz grofer und kleiner 
Krystallkôürner abhängiges Glied in seiner Wirkung auf v studieren, 
so mübte vor allem 44 zum Verschwinden gebracht werden. 


; de à 
Um den Einfluf von — auf das Zusammenbacken zu erweisen, 


dt 
wurden drei gesättigte Lüsungen mit recht verschiedenen Fe -Wer- 


ten in Berührung mit ihren Bodenkôrpern, die als lockere Pulver 
in das betreffende Lôsungsmittel geschüttet wurden, in gut ver- 
schlossenen Flaschen den Schwankungen der Zimmertemperatur, 
die in 24 Stunden 7° betrugen, ausgesetzt. Entsprechend der Reïhen- 


folge der -Werte, für Naphthalin in Alkohol 0.95, für Kalialaun 


in Wasser 0.14 und für Bleichlorid in Wasser 0.016 ergab sich, 
daf die anfänglich lockeren Naphthalinkrystalle schon nach 24 
Stunden soweit mit einander verklebt waren, daB sich die Masse 
beim Schütteln der Flasche nicht mehr in einzelne Krystalle ver- 
teilte, dasselbe trat für die Alaunkrystalle erst nach 4 >< 24 Stunden 
und bei dem Bleichlorid auch nach einem Monat nicht ein, obwohl 
sich an der Flaschenwand einige Bleichloridkrusten gebildet hatten. . 


Ueber einen Boltzmannschen 
Beweis des zweiten Hauptsatzes. 


Von 


Paul Hertz. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 18. Mai 1912. 


Eine kürzlich erschienene statistisch-mechanische Untersuchung 
des Herrn L. $S. Ornstein') gibt mir Veranlassung, einige verwandte 
Ueberlegungen zu verôffentlichen. Das Neue an dem zuerst von 
Einstein”) eingeschlagenen und von Ornstein weiter verfolgten 
Wege besteht darin ,sich frei zu machen von besonderen Voraus- 
setzungen über den Bau der Systeme, auf welche die Betrachtungen 
angewandt werden“*). Zu diesem Zwecke werden die für den 
Zustand in phänomenologischem Sinne mafigebenden Variabeln 4 
eingeführt und die Entropie eines Zustandes als Wahrscheinlichkeit 
dafür definiert, daf die 4 ihm entsprechen — abgesehen von 
einer ein für alle mal fest gewählten Schwankung. Diese Methode 
wird einen Fortschritt darstellen kôünnen, sobald es sich um die 
Berechnung der Entropie handelt; wenn aber nur nach ïhrer 
Existenz gefragt wird, d.h. nach dem Vorhandensein einer dem 
zweiten Hauptsatze genügenden Funktion, dann leisten die bis- 
herigen Ansätze vollkommen Ausreichendes. Eine der frühesten 
Ableitungen des zweiten Hauptsatzes aus statistisch-mechanischen 
Prinzipien wurde von Boltzmann gegeben‘). Da sein Beweis aber 
nicht allgemein genug ist, sondern sich, von Zwangsbedingungen 

1) L.S. Ornstein, K. Akademie v. Wetensch. te Amsterdam 24. Febr. 1912 
S. 840—853. 

2) A. Einstein, Ann. d. Phys. 33 1910. S. 1276. 


3) L. S. Ornstein 1. c. S. 840. 
4) L. Boltzmann, Werke Bd. I S. 288 ff. 
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absehend, nur auf ein System freier Punkte bezieht, so môge es 
hier unternommen werden, ihn in etwas erweiterter Form 
zu erneuern. 

Es fällt nicht schwer, generalisierte Koordinaten einzuführen; 
dabei wird es freilich nôtig, von den Gibbsschen') Begriffen der 
Konfigurationsausdehnung und Geschwindigkeitsausdehnung Ge- 
brauch zu machen. Das ist hier geschehen; aber um dem Beweis 
einen môglichst elementaren Charakter zu geben, soll eine einfache 
geometrische?) Einführung eben dieser bei Gibbs analytisch def- 
nierten GrôBen vorangehen. So wird man vielleicht finden, daf 
die ganze Darstellung, der kein neuer Gedanke zu Grunde liegt, 
eine übersichtliche Zusammenfassung des bekannten Bestandes ent- 
hält. Uebrigens wird man auf diesem Wege zu Formeln geführt, 
die mit denen des Herrn Ornstein grofe Verwandtschaft zeigen. 


$ 1. Konfigurationsausdehnung und Geschwindigkeits- 
ausdehnung. 


Wir wollen die generalisierten Koordinaten g und die Impulse 
p eines mechanischen Systemes als Punkte eines 2%-dimensionalen 
Raumes deuten. Durch Auswahl einer Menge von Bewegungs- 
phasen, d.h. von Lagen und Geschwindigkeitszuständen aus der 
Gesamtheit aller môglichen, erhält man ein Phasengebiet, und 
es läBt sich leicht zeigen, daB das darüber erstreckte Integral 


J'aa, ce dp 


stets denselben Wert besitzt, einerlei, welche besonderen Variabeln 
man als Koordinaten verwendet®). Dieser Wert kann also als 
GrôBe des Gebietes angesehen werden und heift Phasenaus- 
dehnung. 

Wenn aber aus der Gesamtheit aller Lagen eine Menge aus- 
gewählt wird, oder, wie wir sagen wollen, ein Konfigurationsgebiet 


gegeben ist, so wird dadurch zwar auch im »-dimensionalen Raum . 


der q ein Teilraum abgegrenzt; aber seine Grôfe L da, ... dy, wird 
verschiedene Werte haben je nach Wahl der q, kann also nicht 
als Ma der Konfigurationsausdehnnng gelten. 


1) J. W. Gibbs, Elementary principles in statistical mechanics. New York 
1902. Deutsch von Zermelo, Leipzig 1905. 

2) Das ist ganz im Sinne derjenigen Bestrebungen, die den Verfasser bei 
einer früheren Arbeit (Ann. d. Phys. Bd. 33 1910 S. 225) geleitet haben. 

8) J. W. Gibbs I. c. cap, 1. 
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In dieser Verlegenheït erinnern wir uns eines entsprechenden 
geometrischen Problemes. Sei ein gewühnlicher dreidimensionaler 
Raum xyz2 gegeben und darin eine unendliche Ebene. Die Punkte 
dieser Ebene werden durch 2 Koordinaten festgelegt. Grleichwohl 
kann, wenn man wechselnde Koordinatensysteme verwendet, das 
Integral fi dx dy nicht als Inhaltsmaf für Stücke dieser Ebene ge- 
braucht werden. Ein solches wird aber durch einen Ausdruck 
geliefert, der folgenden beiden Bedingungen genügt : 

1) er muf bei einem und demselben Koordinatensystem für ver- 
schiedene Ebenenstücke dem Integrale dx dy proportional sein. 


2) er mu$ für dasselbe Flächenstück bei verschiedenen Koor- 
dinatensystemen seine GrôBe beibehalten. 

Nun sind der Inhalt V — Je dx dy de eines Raumstückes und die 
Entfernung » —= \{(x,—x,) +(y,—7,) +(2,—2,) zweïer Punkte in- 
* variante GrüôfBen. Wenn also V das Volumen zwischen unserm 

Flächenstück und einem in der Entfernung » davon gelegenen 
bezeichnet, so wird der Ausdruck - 


den aufgestellten Forderungen genügen. 
Aehnlich verfahren wir in unserm Falle. Wir beschränken 

die Betrachtung zunächst auf sehr kleine Konfigurationsgebiete. 

Als Konfigurationsausdehnung bezeichnen wir einen Ausdruck, der 


1) um einen Punkt des n-dimensionalen g-Raumes herum bei 


unverändertem Variabelsystem dem Integrale [ dg, ... dq, propor- 
tional ist. 


2) bei unverändertem Lagengebiet — d.h. bei Betrachtung 
derselben Mengen von Lagen — und Uebergang zu einem neuen 
Variabelsystem denselben Wert besitzt. 

Einen solchen Ausdruck findet man, wenn man beachtet, daB 
im Phasenraume das Volumen V eines Teilraumes und die kinetische 
Energie &, einer Phase vom benutzten Variabelsysteme unabhängig 
sind. Sei jetzt eine Lagenmannigfaltigkeit gegeben, die im Raume 
der q einen sehr kleinen Raum abgrenzt, so werden dadurch im 
Phasenraume noch keine Phasen festgelegt. Wir wollen nun eine 

beliebige positive Zahl &, annehmen, und die Gesamtheit der Phasen 
betrachten, deren Lagen zur gegebenen Mannigfaltigkeit gehôrt und 
deren kinetische Energie &, < ê, ist (Fig. 1). Bezeichnet V das von 
ihnen erfüllte Volumen, und sind s und C beliebige aber ein für 
alle mal fest zu wählende Zahlen, so genügt der Ausdruck 
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(1) dK = C LA 
ë 
offenbar der zweiten gestellten Bedingung. 
Bedeutet ferner V das Volumen, das die Impulse der betrach- 
teten Phasen im n-dimensionalen Raume der p einnehmen, so ist 


== V da, “us de 


ñn 


(vel. Fig. 1, wo nu? eine Koordinate g und ein Impuls p gezeichnet | 
wurde), also ist | 


@) ARS GES AN 


ET] 
Ep 


p 2 


Fig. 1. 


Es ist somit auch die erste Forderung erfüllt, und 4X kann als 
Konfigurationsausdehnung gelten. Die Ausdehnung XÆ endlicher 
Konfigurationsgebiete kann dann wegen der ersten Bedingung 
durch Integration nach der Formel 


K = [dk 
definiert werden. 


Falls nun s so gewählt werden kann, daf . mit abnehmendem 


&, endlich bleibt, so leistet der Ausdruck 


(3) AR SE 
4 k = Clim L 
@ £p=0 Ep 


dieselben Dienste, wie (2). Nun ist 


(b) $ — _ 
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in der Tat ein solcher Wert, da V das Volumen eines quadratischen 
Raumes im p-Raume darstellt; also kann man setzen 


(6) À = 0 There 
= ET 


oder auch, da für diese Wahl des s der Quotient unabhängig von 
ë, Wird, 

(7) RENDUE 

ê,? 

C kann dabei ganz beliebig gewählt werden !). 


1) Gibbs wählt die GrüBe C so, daB man im Falle der freien Punkte für X einen 
besonders einfachen Ausdruck erhält. Die kinetische Energie eines Systemes von 


_ freien Punkten mit der Masse m beträgt 
1 
= 2 
(1) = 2?" 


Daher ist V das Volumen einer n-dimensionalen Kugel vom Radius V2me,, also 
(siehe z. B. P. H. Schoute mehrdimensionale Geometrie Bd. 11. Leipzig 1905. S. 289) 


(2) Pa 065 (m)T —— 
r(j+1) 
Setzt man also 
n 
r(E+) 
(8) y fn os 
(2x)3 
so wird in diesem Falle 
LC 
(4) k = m°. 
Diese Wahl des C kann man beibehalten, dann ist allgemein 
ñn 
+) y 
&) PR 
(2z)2 3 
Uebrigens kann X auch leicht berechnet werden: 
Sei 
(6) 26, = Dax; Pr 


die Mannigfaltigkeit der Phasen von der kinetischen Energie e,. Diese Fläche 
habe, auf Hauptaxen transformiert, die Gleichung 


(D) 26, = D B:b 
wobei 
(8) loig| = Bi B2 +. Ba 


ist. Da eine solche Transformation das Volumen nicht ändert, 80 ist V gleich 
dem Volumer, das von der durch (7) definierten Fläche umschlossen wird, also 
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Aus der Invarianz des Phasenelements 49, ... dp, folgt, daf auch 

(8) dG = g.dp, ... dp, 

von der Wahl der Koordinaten unabhängig ist, wenn | 
1 1 8% | 


(9) Leroy | 


gesetzt wird. Man bezeichnet den Ausdruck (8) als Geschwindig- 


keitsausdehnung'). Der Wert einer endlichen Geschwindigkeits- 
ausdehnung berechnet sich nach 


J'ag = Jo dp, … ap, 
Wir kônnen also hiernach das Phasendifferential, das in den In- 
tegralen vorkommt, zerlegen und 


(10) dg, ... dp, = dKdG 
setzen. 

Bezeïchnen wir mit V, die Geschwindigkeitsausdehnung aller 
Phasen von einer bestimmten Konfiguration und von kinetischen 
Energien &,< #*, so ist nach (8) und (9) 


1 & 
PV, (&*) = G .0pn 
_— n (n)? 1 
14 
" r(S + 1) VB ....pr 
d.i. nach (8) 
dis n 2 * 1 
@) V5 —® | 
4e JE 1) Vic | 
Es ist also nach Formel (5) dieser Anmerkung 
ONE 
VTox| 


oder nach (6) 


(10) 
M" 


Gibbs bezeichnet die GrôBe % mit 4; (vgl. Formel 139 und folgenden Text und 
Formel 155). 


1) Die Konfigurationsausdehnung bezieht sich auf eine Mannigfaltigkeit von 
Lagen, wobei über die Geschwindigkeiten nichbts ausgesagt wird, die Geschwindig- 
keitsausdehnung auf eine Mannigfaltigkeit von Impulsen, bei festgehaltener Kon- 
figuration. 
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Nun kônnen wir aber 
i, = # 


wählen; es wird dann 


fé, … dpa = V. 
woraus folgt 
(1) P,() = Fat. 


? 


Das Volamen aller Phasen im Phasenraum, die eine Energie 
e < &* besitzen, bezeichnet man mit V(s*). Es ist also 


(12) ? Fe) = Jak p, (#— ë)) 


Hier ist über alle Konfigurationen zu integrieren und die potentielle 
Energie als Funktion der jeweiligen Konfiguration anzusehen. 
An der oberen Grenze s, = s&* ist der Integrand V, = 0. 


$ 2. Wabhrscheïinlichkeïit der Konfiguration. 


Betrachten wir nun die Zeitgesamtheit eines Systemes, das alle 
môglichen Phasen gleicher Energie &* zyklisch durchläuft, und 
werde auf der Fläche & = &* ein kleines Stück gegeben, so wird 
die Wahrscheinlichkeit d W dafür, daB in einem bestimmten Augen- 
blicke der Phasenpunkt des Systemes sich gerade in diesem Stücke 
aufhält, durch folgende Vorschrift gefunden: Man suche die benach- 
barte Energiefläche & — &* + 0e* auf und konstruiere den zwischen 
den beiden Flächen gelegenen Zylinder, der das gegebene Stück 
zur Basis hat. Seinem Volumen ist dW proportional; es ist näm- 
lich, wenn 


(13) a: Le 
gesetzt wird 
La 1 e* + ds* : 
dote LR da, .… dp,s) 
1) Also nach Anm. 1 S. 570 Formel 3 
SES 


ie 
TE" 
(Gibbs Formel 288). 


2) Gibbs Formel 304; Ornstein I. c. S. 843 f. 
3) A. Einstein. Ann. d. Phys. 14 p. 865. 1904. P. Hertz. Ann. d. Phys. 33 
p. 239f. 1910. 3 
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oder nach (8) und (10) 
* ô * 
AM a De Rd. idee 
€ 


* 
œoÔE* J. 


Die Wahrscheinlichkeïit dafür, daB sich das System in dX aufhält, 
beträgt also 


(14) dW= dK.x 
1 e* + de* 
= ie]. g dp, ... dp,, 
das ist nach der Definition von F, 
à 6 
#\ 1 Here. ; 
0 DT ode, 


$ 3. Der Boltzmannsche Beweis des zweiten Hauptsatzes. 


Wir sind jetzt vorbereitet, den Boltzmannschen Beweis all- 
gemein darzustellen. Denken wir uns ein mechanisches System Y,, 
das nicht aus freien Punkten zu bestehen braucht und zyklisch 
alle Phasen durchlaufen môge, die mit seiner Energie verträglich 
sind. Es kônnen nun zwei Arten von Prozessen stattfinden. Erstens 
kann, ohne daB der Mechanismus sich ändert, dem Systeme Energie 
zugefübrt werden, zweitens kônnen Aenderungen des Mechanismus 
vorkommen. Eine solche Mechanismusänderung ist wiederum auf 
zwei Weisen herbeizuführen. 

Entweder wird die Kraftfunktion des Systemes © geändert, und 
das ist nur so môglich, daB gewisse Massen M, die während der 
molekularen Schwankungen nahezu ruhen, in grôferen Zeiten eine 
allmähliche Verschiebung erleiden *). Oder die Bedingungsgleichungen 
und Ungleichungen werden geändert. Doch wollen wir diese zweite 
Môglichkeit als einen Grenzfall der ersten ansehen. Dazu miüssen 
wir diejenigen Zwangsbedingungen, die einer Aenderung fähig sind, 
auffassen als hervorgerufen durch Kräfte, die äuBerst stark werden, 


1) L. Boltzmann, Werke I S. 288; Ornstein 1. c. S. 842. 

2) Damit die M in Ruhe bleiben, müssen auf sie äuBere Kräfte wirken, die 
von festen Massen M, ausgehen. Die wechselseitige potentielle Energie zwischen 
M, und M soll nicht in die potentielle Energie s, des Systemes Ÿ einbezogen 
werden. Geschähe das, so künnten wir nicht durch Arbeitsleistung die Energie 
vermehren. Wohl aber ist in &, die potentielle Energie enthalten, die aus der 
Wirkung von M auf die Teile von Ÿ stammt. 
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sobald eine jener scheinbaren Nebenbedingungen verletzt wird. Wir 
haben es dann nur mehr mit Verschiebungen der Massen M zu tun !). 

Sei jetzt die Lage einer solchen Masse M durch a charakte- 
risiert und bezeichne F die äuBere ?) auf Aenderung von a wirkende 
Kraft, so ist 

d.:08,0. 0, | 08, 

(16) Fe dt à da Ÿ a 
Es ist aber F von vornherein so gewählt, daf die Veränderung 
von a nur in kleinen periodischen Schwankungen erfolgt. Also ist 


de, 0e, 
(7 LE à Ôa O4 
oder 

use dE, 
(18) F — ste ri 


Betrachten wir nun den Uebergang zu einem neuen a. Weil 
nach unserer Annahme die Aenderung von a im Grunde keine 
Aenderung von Zwangsbedingungen vorstellt, so sind mit dem neuen 
Werte von a dieselben Lagen, wie früher, verträglich, und es kônnen 
die qg als dieselben Funktionen der cartesischen Koordinaten ge- 
wählt werden. €, wird dieselbe Funktion der g, also auch der p 
bleiben, und gleiche Lagenmannigfaltigkeiten haben dieselbe Kon- 
figurationsausdehnung. Dagegen wird &, von a abhängen und daher 
e eine Funktion von g, p, a sein. Aus diesen Betrachtungen folgt 


Ô 
(19) 9 Sr =0. 
und somit nach (17) und (18) 
de 
(20) ne D 


Bringt man nun durch eine unendlich kleine Ueberkraft einer 
Verschiebung da hervor, so geht auBen“) die potentielle Energie Fôa 


1) So wird zum Beispiel die Bedingungsungleichung, der die Moleküle eines 
abgeschlossenen Gases genügen, durch Niederdrücken eines Stempels (M) verändert. 
Falls das Sinken durch die Schwerkraft hervorgerufen wird, stellt die Erde das H, 
dar. In einem solchen Vorgange sehen wir aber keine wahre Aenderung von 
Bedingungsungleichungen, sondern nur eine Aenderung der Kraftfunktion von ÿ. 
Gleichwohl führt eine solche Auffassungsweise nicht /auf den Fall der freien 
Punkte zurück. Der Zustand der einzelnen Moleküle muB nach wie vor durch 
generalisierte Koordinaten gegeben werden, schon damit ihre Rotationen berück- 
sichtigt werden kônnen. 

2) Die also von den M, herrührt. Vergl. Anm. 2 $. 578. 

3) Vergl. J. W. Gibbs L c. GL. 104. 

4) Dem Systeme M, M,. 
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verloren; daher erfährt nach dem Energiesatz!) 5 eine 
Energiezunahme um 


de* — Fôa, 
das ist nach (20) 
de 
or RS ATRR | 
de* — Ôa she ) 
Findet zugleich eine äu$ere Wärmezufuhr 0Q statt, so ist 
de 
Ne a 
de* — 0Q + da da 
oder nach (19) 
20 Dr D - 
oder 
_(22)°) 0Q — de* — 06. 


wenn de, den Zuwachs der potentiellen Energie für identische 
Lagen bedeutet, welcher der Verschiebung der M verdankt wird. 


Hierfür kann man auch schreiben: 


(23) 0Q — de*— 0e, 
Also ist nach (15) 
1 ULA 
(24 09 = fax ge (* — de) 
wo &* —e, als Argument von V, zu denken ist, oder 
(25) Ge - [ dKOV, 


Berücksichtigt man, da identische Lagenmannigfaltigkeiten 
im varierten Systeme dieselbe Konfigurationsausdehnung haben, 
und zieht (12) hinzu, wobei man noch beachtet, da im Integrale dieser 
Gleichung V, an der oberen Grenze verschwindet, so erhält man 


(26) 5Q = 07. 


1) Die kinetische Energie von M wird nämlich unendlich klein, wenn die 
Ueberkraft unendlich klein wird. 

2) Diese Gleichung wurde schon früher von mir benutzt (Ann. d. Phys. 38. 
1910. S. 547), aber fehlerhaft begründet. À 

3) L. Boltzmann Werke I S. 304 dritte Gleichung. — Wir haben die Gleichung 
aus dem Energieprinzip abgeleitet, was immerhin einen Umvweg bedeutet. Es gibt 
auch einen direkten Weg, siehe Boltzmann Werke I S. 300—302 vor allem Gleichung 
(17). Besonders zu beachten ist der Unterschied von de, und ôë,. 
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Also ist 


7 om 


| 


und somit ist, da 2 die Eigenschaften der Temperatur besitzt !), 


In V als Entropie nachgewiesen und der zweite Hauptsatz abge- 
leitet ?). 
Hamburg, 6. Mai 1912. 


1) J. W. Gibbs Formel 394. P. Hertz I. c. $ 5. Ornstein 1. c. S. 845 Anm. 

2) Boltzmann Werke1S.304. Andere Beweise: J. W. Gibbs. c. G1.418. P. Hertz 
L c. $ 11 und 12. Ornstein I. c. S. 846 Anm. Für den hier gegebenen Beweis 
ist es garnicht wesentlich, daB dX und V, invariante GrôBen sind. Man häâtte 
auch einfach (nicht-invariante) Volumina der g- und p-Räume mit dK und F, be- 
zeichnen und doch den Beweis ebenso führen kônnen. Dann würde er sich 
schlieflich wohl kaum von dem früher von mir verôffentlichten unterscheiden. 


Ueber elektrische und magnetische Doppelbrechung. 
LÉ 


Von 


W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung am 18. Mai 1912. 


Herr Langevin hat in einer ausgezeichneten Arbeit') eine 
Theorie der elektrischen und der magnetischen Doppelbrechung 
aufgestellt, die m. E. einen grofien Fortschritt in der Aufklärung 
der bezüglichen Erscheinungen bezeichnet. Er sieht die Ursache 
derselben (wie schon vor ihm andere Forscher) in einer Orientierung 
der von Natur äolotropen und in isotropen Kôrpern ursprünglich 
unregelmäBig gerichteten Moleküle durch das elektrische oder 
magnetische Feld, der die Wärmebewegung entgegenwirkt, gelangt 
aber von dieser Auffassung aus zum ersten Male zu Formeln, 
welche durch eine Reïhe von Erfahrungstatsachen bestätigt werden. 

Wenn ich meinesteils ursprünglich die Erklärung aller elek- 
trischen und magnetischen Doppelbrechung in direkter Anlehnung 
an die Theorie des Zeeman-Effektes gesncht habe?), so bin ich 
doch durch die Entwickelung der theoretischen und experimentellen 
Untersuchungen der letzten Jahre davon überzeugt worden, daf 
jener Weg nicht in allen Fällen zum Ziele führt. Daf ich ihn 
zunächst beschritten habe, ist nach den vielen Bestätigungen, 
welche die Theorie der inversen Zeeman-Effekte gefunden hatte, 
wohl begreiflich; die Vorstellangen, von denen Herr Langevin 


ausgeht, sind mir indessen wohl vertraut gewesen, und ich habe 


sie für bestimmte Zwecke ja auch selbst herangezogen. 


1) P. Langevin, Le Radium, 7, p. 249, 1910. 


2) W. Voigt, Wicd. Ann. 67, p. 345, 1899; 69, p. 297, 1899; Ann. d. Phys. 


4, p. 197, 1901. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Heft 6. 39 
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Allerdings kann ich Herrn Langevin nicht darin') bei- 
pflichten, daB nun jede Art von elektrischer und magnetischer 
Doppelbrechung durch die Orientierung der Moleküle zu erklären 
wäre, und ich meine, daf die Beobachtungen über magnetische 
Doppelbrechung im Bereiche der Zeemanschen Zerlegungen, welche 
stets aufs Genauste die Theorie der inversen Zeeman-Eftekte 
bestätigt haben, schon allein diesen Anspruch widerlegen. Ich 
brauche dazu nur auf die kürzlich von mir und Herrn Hansen‘) 
verôffentlichten Photogramme hinzuweisen, die mit der Theorie 
des Herrn Langevin ganz unvereinbar sind. 

Nicht minder widerstreben die Beobachtungen über elektrische 
und magnetische Doppelbrechung an Kristallen zum überwie- 
genden Teil der Anwendung der Langevinschen Theorie. Denn 
wenn ein Feld, das parallel einer kristallographischen Symme- 
trieaxe gerichtet ist, Doppelbrechung hervorruft oder verändert, 
so kann dabei nach Symmetrie von Drehungen der Moleküle nicht 
wohl die Rede sein. 

Eine besondere Stellung nehmen die Phänomene der elektri- 
schen Doppelbrechung in azentrischen Kristallen ein, z. B. in Quarz 
und Natriumchlorat, von denen Herr Pockels*) nachgewiesen 
hat, daB in ihnen ein rein elektrooptischer Anteil vorhanden ist. 
Die Orientierungstheorie mu in solchen Fällen Moleküle annehmen, 
die von Natur ein elektrisches Moment besitzen. Aber die Symme- 
trie der genannten elektrooptisch wirksamen Kristalle läBt Mole- 
küle mit polarem Charakter garnicht zu; die einfache Orientierungs- 
hypothese ist somit auf sie nicht anwendbar. Man müfte, um die 
Idee polarisierter Elemente zu verwerten, etwa jedes Molekül 
aus mebreren derartigen Teilen aufgebaut und diese gegeneinander 
beweglich annehmen. Aber daB dann auf die Orientierung die 
Wärmebewegung Einfluf üben kôünnte, wie die Langevinsche 
Theorie annimmt, erscheint doch schwer denkbar. 

So glaube ich, wird man eine Ergänzung der Langevin- 
schen Theorie durch Gedankengänge, ähnlich den von mir vertre- 
tenen, für nôtig halten. Zeeman-Effekt und Orientierung der Mo- 
leküle wirken m. E. neben einander; in manchen Fällen dominiert 
der eine, in manchen der andere Umstand, derart, daf seine alleinige 
Betrachtung zur Erklärung anscheinend ausreicht. Diesen Stand- 
punkt, den auch Herr Cotton einzunehmen scheint, dürfte die 


1) P. Langevin, I. c. p. 259. 
2) W. Voigt und P. Hansen, Phys. Zeitschr. 18, p. 217, 1912. 
3) Fr. Pockels, Gôtt. Abh. 39, p. 1, 1893. 
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Gesamtheit der Erfahrungen gegenwärtig an die Hand geben, und 
ihn zu bezeichnen ist der eine Zweck meiner Mitteilung. 

2) Ein zweiïtes Ziel ist eine Verallgemeinerung der Langevin- 
schen Theorie und der Hinweis auf einige Folgerungen, die sich 
aus derselben ergeben. 

Herr Langevin geht von einer Boltzmannschen Formel!) 
aus, nach der in einem Gas, dessen Moleküle unter einem Poten- 


tial stehen, die Anzahl der Moleküle vom Potential w mit e—*/T 
proportional ist, wobei r die auf das Molekül bezogene Gaskon- 
stante, T die absolute Temperatur bezeichnet. Indem er sich auf 
(einaxige) Moleküle vom Habitus eines Rotationsellipsoides be- 
schränkt, kommt er zu dem Ansatz, daB die Anzahl der Moleküle, 
deren Axe in eine Kegelôffnung do fällt, durch 


aN = Ce "Too 


gegeben ist, wobei C, sich bestimmt aus 
Ne C eee 


das Integral über die ganze Kugel genommen. 


Die Begründung, welche Herr Langevin in seinen Publika- 
tionen für die Heranziehung der Boltzmannschen Formel gibt, 
erscheint vielleicht nicht ganz befriedigend, insofern die Stelle der 
» Vorlesungen über Gastheorie“, auf die sie sich bezieht, mit dem 
hier vorliegenden Problem nicht direkt zusammenhängt. Am an- 
gegebenen Orte handelt es sich nämlich um die Begründung des 
Maxwellschen Verteilungsgesetzes der Geschwindigkeiten bei einem 
System von Molekülen, welche translatorischen Kräften unterliegen. 
Das Potential dieser Kräfte steht dann anstelle von w in dem 
obigen Ausdruck. Aber bei der Langevinschen Theorie handelt 
es sich weder um translatorische Bewegungen, noch um dergleichen 
Kräfte. Es erscheint demnach, besonders angesichts der bedeu- 


tungsvollen Resultate der Langevinschen Theorie, eine direkte 


Fundierung der Ausgangsformel erwünscht. Herr Langevin hat 
auf eine bezügliche Anfrage mir eine solche mitgeteilt, und ich bin 
ermächtigt, dieselbe im Anhang wiederzugeben. Nach derselben 
kann die Grundlage seiner Rechnung keinen andern Bedenken 
unterliegen, als er sie selbst in dieser Notiz ausspricht. 

Bei den im Folgenden zu machenden Anwendungen der Lan- 
gevinschen Hypothese will ich eine kleine Aenderung in der 


1) L. Boltzmann, Vorlesungen über Gastheorie, Leipzig 1896, p. 134. 
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Bezeichnang vornehmen. Wird in dem obigen Ansatz nach Herrn 
Langevin unter w die potentielle Energie eines Moleküls im 
Felde verstanden, so ist r nicht die bei Boltzmann unter diesem 
Symbol gefübrte Gaskonstante. Denn bei Boltzmann steht an- 
stelle von w das auf die Masseneinheit bezogene Potential. 
r bei Langevin entspricht also mr bei Boltzmann, wenn »” 
die Molekülmasse ist. Ich will, um in Uebereinstimmung mit 
Boltzmann zu bleiben, dessen Bezeichnungen ich bei den gas- 
theoretischen Entwickelungen benutze, weiterhin r durch mr er- 
setzen. 

Ich werde nunmehr zunäcbst die Lange vinschen Rechnungen 
auf (zweiaxige) Moleküle vom Habitus eines dreiaxigen Ellip- 
soides ausdehnen und dabei auch besonders die Absorptionsverhält- 
nisse erôrtern!). Reichte in dem Langevin schen Fall der Winkel 
& zwischen der Rotations- oder Hauptaxe des Moleküles und der 
Feldrichtung aus, um dessen Orientierung und somit w zu be- 
stimmen, so hat man zu demselben Zweck jetzt zwei Winkel nôtig. 
Wir legen ein X, Y,Z;-Axenkreuz in die drei Hauptaxen des Mo- 
lekïïles und bestimmen dessen Orientierung gemäf der Figur 1 


Zo 


D. 
X Yo 


ÿ Z 
Fig. 1. 
gegen das absolut feste Axenkreuz XYZ, dessen X-Axe in die 


1) Herr Pockels, dem ich einige der nachstehenden Resultate unterbreitet 
habe, hat mir mitgeteilt, daB die Erweiterung der Langevinschen Betrachtungen 
auf Moleküle von rhombischer Symmetrie auf seine Veranlassung von einem seiner 
Schüler, Herrn A. Enderle, schon im Herbst des vorigen Jahres ausgeführt worden 
ist und demnächst publiziert werden soll. (Vgl. auch Le Radium, 9, S. 148). Da 
von jenem die Rechnung anders geleitet ist und auch die Absorptionsverhältnisse 
nicht diskutiert sind, überdies mir die bezüglichen Formeln für die Vergleichung 
mit andern Entwicklungen nôtig sind, so habe ich ihre Ableitung oben kurz doch 
mitgeteilt. 
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Feldrichtung falle, durch die Winkel #,y,#; dann hängt die po- 
tentielle Energie w nur von den Winkeln # und g ab. Für die 
Anzahl der Moleküle, deren Orientierungen durch Winkelwerte 
zwischen 9 und # +49, y und ++ dy gegeben sind, liefert dann 
die Erweiterung des Langevinschen Ansatzes 


a 27 


() an = Ce "TT gin sdodp, N — C[f "TT sin sd9 dy: 
0 0 


dabei gilt für w bis auf eine additive irrelevante Konstante, wenn 
E' das wirksame elektrische (oder auch magnetische) Feld, y, p,, u, 
die Momente des Moleküles nach den Hauptaxen für das Feld 
Eins bezeichnen, 


(2) w = —+E"(u, cos "8 + w, cos ‘y sin *® + y, sin ‘y sin ‘®). 


_Mit dem von aufen ausgeübten Feld ÆE kann man das faktisch 
wirksame E" in eine angenäherte Beziehung setzen, indem man an- 
nimmt, daf die jedes Molekül umgebenden übrigen aequivalent 
seien einem Kontinuum mit einem kugelfôrmigen Hohlraum !). 

Es ist dann 
(3) E = E+%M, 
wenn M das Moment der Volumeneinheit an der Stelle des Mole- 
küles bezeichnet, und es kann in ausreichender Annäherung gesetzt 
werden 


M = ju +u,+u,)NE, 
sodaB resultiert 


(4) E' — E(1+%N (au + us + us) 


Dabeï ist £(u,+u,+u,)N = », d.h. gleich der Elektrisierungs- 


zahl oder — Brid, wobei s die Dielektrizitätskonstante bezeichnet. 


4x 
Aebnliche Beziehungen gelten, wenn ein magnetisches Feld 
betrachtet wird. Wir wollen weiterhin die Abkürzung E' beibe- 
halten und die Formeln aach in erster Linie auf die elektrische 
Doppelbrechung beziehen. 


Für die Anwendungen erweisen sich statt der Formel (1) die 
1) Manche Beobachtungen widersprechen indessen den Konsequenzen dieser 


Annahme auf optischem Gebiete. (S. dazu z. B. Fr. Pockels, Ann. d. Phys. 7, p. 766 
u. f. 1902.) 
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1/2) . 
aN = c(i- Enr ) sin ® do dy 


27 
w . 
N = off (- Tr) sin #49 dy 


ausreichend. Die letztere Formel ergibt die Bestimmung von C 
durch 


E" 
(6) N = 40 (1+ lu us + us) )- 


3) Für die Elektronenbewegungen in einem Kristall durch 
eine Lichtwelle gelten bekanntlich allgemein bei Einführung kom- 
plexer Lôsungen Gleichungen von der Form 


(7) Paul + Pis + Pisÿ = eX, … 


Dabei stellen £, 9, 3 die Komponenten der Elongationen, X’, Y’, 7 
diejenigen der elektrischen Feldstärke in der Lichtwelle dar; die 
»y sind Abkürzungen für Ausdrücke von der Form 


(8) Py = kÿ+ hu — my’, 


() 


wobei v die Frequenz gibt, # und h die Parameter der quasi- 
elastischen und der Dämpfungskräfte sind. 

Die p, sind die Komponenten eines komplexen Tensortripels 
Ps Pas Ps das aber bei rhombischer Symmetrie reelle Richtungen, 
nämlich die Hauptaxen X,, Y,, Z, des Moleküls, besitzt. Alle Elek- 
tronen mit demselben Tripel p,, p,, p, repräsentieren eine Elek- 
tronengattung; es sind im allgemeinen mehrere Gattungen 
anzunehmen. Für die verschiedenen Elektronen derselben Gattung 
sind die Hauptaxen nach der hier verfolgten Annahme ursprüng- 
lich regellos verteilt, und sie erfahren im Felde einen Orientierungs- 
antrieb. 

In den X’, }”, Z’ sind ebenso, wie oben in Æ', Anteïle, welche 
von der Einwirkung derjenigen Elektronen herrühren, die das 
einzelne betrachtete umgeben; sodaf gesetzt werden kann 
(0) Rare anne 


unter X, Ÿ, Z die direkten Feldkomponenten der Welle, unter 
M\, M}, M, die durch die Welle in der Volumeneinheit erregten 
Momente verstanden. Dabei ist 

(10) ME")... 


die Summe über alle Elektronen der Volumeneinheit erstreckt. 


| 
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Bei Gasen und Dämpfen sind die M,,... unmerklich: bei 
festen und flüssigen Kôrpern sind sie zu berücksichtigen. Handelt 
es sich um regelmäfige Kristalle oder streng isotrope Kôrper, so 
kônnen zur Erzielung einfacherer Endformeln in vielen Fällen die 
M;, M;, M, mit #,1,3 proportional gesetzt und in (7) sogleich mit 
den Gliedern links zusammengefaBt werden, wodurch sich dann 
nur die Parameter der quasielastischen Kräfte ändern. Dies ist 
vôllig einwandfrei dann môglich, wenn entweder faktisch nur 
ein Absorptionsstreifen vorhanden ist, oder die wirkliche Absorp- 
tion in Annäherung durch einen solchen ersetzt werden kann. Ich 
babe diese Darstellung der Regel nach bevorzugt. In dem vor- 
liegenden Falle, wo die Elektronen derselben Gattung verschiedene 
Elongationen erleiden, ist dies Verfahren nicht angängig, und man 
mu so verfahren, wie (nach Lorentzschem Vorbilde) Herr 
Langevin tut. 

Lôst man die Formel (7) nach #, t, 3 auf, so gewinnt man ein 
System 
(11) Li e(Qu À’ k Qu Y' + Gs4'),... 


Die 9, sind ebenso wie die p, komplexe Tensorkomponenten, die 
bei rhombischer Symmetrie reelle Richtungen haben. Ihre Konsti- 


tuenten môgen durch g,, q,, 4, bezeichnet werden. Dann gelten, 
wenn man das System der Richtungskosinus 


| % % 2 
za B, 7 
ylau B 
2| a B y 


(12) 


voraussetzt, die Formeln: 

Qu = Qui + Qi + qi 
. sie Hé OU CAES ART FREE 
( ) as —= Gas + QBals + 3V2Va 


Hierbei ist gemäf Figur 1 


d —= COS Ÿ, 
B, = cos y sin #, 
Y, = Sin sin #, 
“, — COS Ÿ sin #, 
(14) B, = — cos cos ÿ cos # — sin y sin y, 
Y, = — Sing CosŸ cos ® + cos p sin y, 
, — sin y sin #, 
B, = — cos y sin ÿ cos # + sin y cos y, 


— sin y sin Ÿ cos # — COS COS Ÿ. 
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4) Für das optische Verhalten sind die Mittelwerte der g, 
über alle Elektronen derselben Gattung mafgebend. Von diesen 
Mittelwerten sind nach Symmetrie alle auf à + j bezüglichen gleich 
Nall, die von g,, und q,, genommenen aber einander gleich. 

Die komplexen Hauptbrechungsindizes n,, n,, n, für die parallel 
ZX, Y, Z stattfindenden Schwingungen bestimmen sich durch die Be- 
ziehungen 

n—1 4x 
5) +2 D AI CUES 


wobei m eine Abkürzung ist, und die Summen über alle Elek- 
tronengattungen und alle Moleküle zu nehmen sind. 

Da n — n(1—4x) ist, unter n deu reellen Brechungsindex, 
unter x den Absorptionsindex verstanden, so ist 
ON (+x) + n° (1 — x) —2 — Ginx, 
(6) M G-#)+2 + 
sondert man auch in Ze’q, Reelles und Imaginäres, so erhält man 
zwei Formeln zur Bestimmung von # und x. Diese Beziehungen 
sind sehr kompliziert. Sie vereinfachen sich, wenn x° neben Eins 
fortbleiben kann, da dann gilt: 


nn G+2)(n— 1) — Ginte 


Z'ÿy = 1,2,8, 


(17) (n° +2) 
Zerlegt man gemäB dem Schema 
Wu = QG Qÿ 
die q in den reellen und den imaginären Teil, so wird hiernach 
5. 4 2 
(18) n'—1 __4x,,,, Gn°x 4x Zéq!! 


ES Bale Part A CC Cru à 
Für nur eine Elektronengattung liefert (13), wenn cos à = c 
gesetzt wird, unter Rücksicht auf (5) 


re 2 1 27 pr27r . 
A9) m, = T2, = À Ce 1e [l f, (M) dedpdv; 


denn da alle Winkelwerte y gleich wahrscheinlich sind, so ist die 
Anzahl der Moleküle von 4N, deren y-Wert zwischen Ÿ und # + dy 
liegt, gegeben durch dNdy/2x. 

Unter Benutzung des Wertes (6) von C erhält man hieraus 
für die auBerordentliche Welle (1) und die ordentliche (2) resp. (3) 


(20) m=m+q M, = M, = M—}0, 
wobeiï 


M + ue met “dus .) 
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4x 
(21) PRNEL SE g N(+a + 9) 


für das Medium auferhalb des Feldes gilt, und 

| ne 6 er ( Fr: Q3) (Us — Us) +( ÿ= à q)(us = bi) 

(22) 
+@ 4) (uw) 

die Wirkung des Feldes darstellt. 

q verschwindet sowohl bei dielektrischer (resp. magnetischer), 
als auch bei optischer Isotropie der Moleküle, d.h. sowohl bei 
u, = , = u,, als bei q, — q, — q, wie dies ja sein muf. Im 
Falle der Einaxigkeit der Moleküle, z. B. bei u, = u,, 9, = Qq, er- 
gibt sich: 

8x Ne°E" 
de 135 "mrT (CA 29) (ue — Us) 


bis auf die komplexe Natur in Uebereinstimmung mit dem Re- 
sultat von Herrn Langevin. 

Wären alle Moleküle einander streng parallel orientiert, s0 
würden sich die Hauptbrechungsindizes des so erhaltenen kristal- 
linischen Kôrpers bestimmen durch 


6 fais PE 

(23) m, = a Ne'g;; 
es gilt somit 

(4) im = (mm! + m! + m) 


und es lassen sich auch die in (22) auftretenden q, wenn man will 
durch diese m, ersetzen. 


Schreibt man kurz 5 _ — f, so ergibt sich 
(25) m, — 4[m; @ a f@u, + u)) LE JA 
nm, = M = 4m ( I +f(@u, RHT us)) : b 


wobei die durch Punkte angedeuteten Glieder aus den hingeschrie-. 


benen durch zyklische Vertauschung zu gewinnen sind. 

Die Erweiterung auf mehrere Elektronengattungen bietet 
keine Schwierigkeiten; es stehen dann nur die Ng, allenthalben 
unter Summenzeichen über alle diese Gattungen. 

Wegen der Kleinheit der optischen Wirkungen eines Feldes 
kann man die Formeln (20) auch schreiben 


Gn(n,—n) Gn(n, — n) 


(26) (n° +2 = 4; ER = —{$q, 
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und es folgt daraus u. a. 


(27) n,—n 


n,—n 


Ste 


eine Formel, die bis auf die komplexe Form der linken Seite mit 
einer von Herrn Langevin gegebenen übereinstimmt. 

5) Die komplexe Form aller erhaltenen Resultate rührt nach 
(16) bis (18) von der Zulassang von Absorptionen her, deren Be- 
trachtung an sich Interesse bietet, und die zugleich die Resultate 
für die durchsichtigen Gebiete eigenartig zu deuten gestatten. 
Denn die Dispersionsgesetze erscheinen nach der modernen Theorie 
als bedingt durch die Absorptionsverhältnisse. In Bezug hierauf 
mag zunächst Folgendes hervorgehoben werden. 

Wie die Formel (24) ausdrückt, daB das isotrope Mediam in 
Annäherung dieselben Absorptionsbanden zeigt, wie alle drei 
Hauptschwingungen in dem Kristall zusammen, so sagen die Formeln 
(25) aus, da durch die Feldwirkung im Wesentlichen diese Ab- 
sorptionsstreifen nur in der ordentlichen und der auferordentlichen 
Welle verschiedene relative Intensitäten erhalten. Der Gegensatz 
in den Konsequenzen der Orientierungstheorie gegen die Theorie 
des Zeeman-Effektes, der die Zerlegungen und Verschiebungen von 
Absorptionslinien ergibt, tritt hierin plastisch hervor. 

Das eïigentliche Gesetz der elektrischen Doppelbrechung ist 
durch 


(28) m,—m, = ÿq 
gegeben. Zerlegt man q nach dem Schema 
La q'—iq", 


80 liefert die angenäherte Formel (17) 


Gn (n, Ke n,) er ’ ni ñn, H9 24e: 11 
en CU (em qe) I" 
n,—", stellt dabei das Produkt B1 der Kerr-Konstante in die 
Wellenlänge dar. Die zweite Formel, in der meist wobl n; +2 
und #?+2 mit »°+2 vertauscht werden darf, spricht die Notwen- 
digkeit eines elektrischen (resp. magnetischen) Dichroismus in den 
Absorptionsgebieten aus, dergleichen die Herren Zeeman und 
Hoogenboom) bei Salmiaknebel, Herr Ma jorana”) in Eisen- 
l‘sungen gefunden haben. 

1) P. Zeeman u. C. M. Hoogeboom, Amst. Proc., 30. Dec. 1911, 
27. Jan. 1912. 

2) Qu. Majorana, Rend. Linc. (5) 11, I p. 531, 11, II p. 90, 1902; Phys. 
Zeitschr. 4, p. 145, 1902. 


(29) 
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q' nimmt in der Nähe von Absorptionsstreifen exzeptionell 
grofe Werte an; der Kerr-Effekt muf also nach der Orientierungs- 
theorie in diesen Bereichen ebenso exzeptionelle Werte annehmen, 
wie nach der Theorie des Zeeman-Effektes, und der bisher noch 
nicht gelungene Nachweiïs solcher Wirkungen gibt an sich keine | 
Entscheidung zwischen beiden Theorien. | ll 

Dagegen geben beide Theorien verschiedene Resultate bez. des | 
Verhaltens der elektrischen Doppelbrechung zu beiden Seiten eines 
Absorptionsstreifens. Hier verlangt die Orientierungstheorie ein l 
entgegengesetztes Verhalten der auf dem bez. Streifen beruhenden (fl 
Doppelbrechung, die andere ein gleiches. 11 

Dabei ist indessen vorausgesetzt, daB der bezügliche Streifen 
ein einfacher ist, nämlich nur einer Hauptschwingung des hi 
Moleküles zugehôrt. Ist er zusammengesetzt, d.h., liegen | 
einander die zwei oder die allen drei Hauptschwingungen ent- 
. sprechenden Streifen so nahe, daB sie zusammenflieBen, so kann 
auch nach der Orientierungshypothese die bez. Wirkung zu beiden 
Seiten dasselbe Vorzeichen besitzen. Es kommt dabei die Lage und 
Art der Streifen in Betracht. Leider ist es bisher nicht môglich ge- 
wesen, elektrische Doppelbrechung in der unmittelbaren Umgebung 
von Absorptionsstreifen zu beobachten. 

Für ein Spektralgebiet, in welchem das Medium merklich durch- 
sichtig ist, haben die g, die Form 


1 1 


k,— mr + D, 


= 


Bei kleiner Doppelbrechung der Moleküle kann man für ein Ge- 
biet auBerhalb aller Absorption, etwa bei ausschlieflich ultra- 
violetter Absorption für das ganze sichtbare Gebiet 


b=hk+E, HA+H+H = 0 


und » } 

L 
al DT mp 
setzen. Dann wird 

4x Ne E" 
(31) TE 135 p° mrT C Eu à F) (Bu) ++], 


und es entsteht ein Gesetz der Dispersion der Doppelbrechung, 
das mit dem des nicht erregten Kôrpers, d.h. mit 


n'—1 _ 4x Ne 
n+2 8 p 


in einem einfachen Zusammenhang steht. 
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Seine Uebereinstimmung mit der Erfahrung ist mehrfach als 
eine Stütze für die Hypothese der Molekül-Orientierung betrachtet 
worden. Indessen ist dieser SchluB doch nicht zwingend. Jede 
Feldwirkung, die quadratisch in die Grundgleichungen (7) eingeht, 
führt, wie es scheint, in angemessener Annäherung auf dasselbe 
Dispersionsgesetz, so auch bei der elektrischen Doppelbrechung 
die von mir verfolgte, während bei dem magnetischen Effekt 
die Einführung der direkten Wirkung auf die Elektronen ein in 
der Feldstärke lineäres Glied gibt und somit zu einem andern 
Dispersionsgesetz führt. In der Tat folgt aus dem von mir (Mag- 
netooptik S. 377 Formel (13)) gegebenen Gesetz für die Dispersion 
der Kerr-Konstante B unmittelbar die sogenannte Havelocksche 
Formel 

Ban 


(81) re au Var Konst., 

wenn man nur (ebenso wie I. c. S. 130 für die longitudinale mag- 

netische Doppelbrechung zur Ableitung der H. Becquerelschen 

Formel geschehen) alle die Absorptionen durch eine einzige im 

Ultravioletten ersetzt, resp. nur eine Elektronengattung annimmt. 
Aus der Formel (27) ergibt sich durch Sonderung des Reellen 

und des Imaginären 


(82) Le id Re 28 "x, —nx 
Mn nl, —Nn% 


= — 2. 


Die erste schon von Herrn Langevin gegebene Formel wird 
durch die Beobachtungen von Herrn Aeckerlein!) bestätigt, welche 
m.E. die wichtigste Stütze der Langevinschen Theorie dar- 
stellen. DaB die Bestätigung eine so vollständige ist, trotzdem 
die Beobachtungen durch die von der Theorie nicht berücksichtigte 
Elektrostriktion beeinfluft werden, dürfte mit den exzeptionell 
groBen elektrooptischen Wirkungen bei den von Herrn Aeckerlein 
untersuchten Flüssigkeiten zusammenhängen, denen vielleicht 
eine analoge exzeptionelle Elektrostriktion nicht entspricht ?). 

Die zweite Formel spricht einen Satz über elektrischen Di- 
chroismus aus, der bisher noch nicht varifiziert ist. 

Leichter als eine quantitative Prüfung würde vermutlich die 
nachstehende qualitative Folgerang zu bestätigen sein. 

Die Absorption eines elektrooptisch wirksamen Kôrpers für 
patürliches Licht vor Erregung des Feldes sei dargestellt durch 


Brie | Le MORE JT = J, ne 


1) G. Aeckerlein, Phys. Zeitschr. 7, p. 594, 1906. 
2) $. hierzu übrigens T. Pockels 1. c. 
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dann gilt für die Absorption nach Erregung des Feldes 
J, 4 JET FPE js era) 


—i 7 %—nx)l/c + prod ét" a 


oder, falls n,x,—nx — (x) gesetzt wird, 
Fa 1 der mere) 


wofür der Regel nach geschrieben werden darf 
J, = J(1+2»(x)lo). 


Diese Formel zeigt, daB nach der Orientierungshypothese ein 
absorbierender Kôrper im Felde sein Absorptionsvermôügen für 
natürliches Licht ändern muf. Die Nachweisung eines solchen 
Effektes würde eine Bestätigung der Theorie auf einem neuen 
. Gebiete darstellen. Herr Zeemann hat nach einer von mir gege- 
benen Anregung nach einer solchen Wirkung bei Salmiaknebel ge- 
sucht und teilt mir mit, daf er sie gefunden habe. Natürlich 
bleibt zu entscheiden, in wie weit bei diesen Beobachtungen ein 
Beugungseffekt beteiligt ist. 

Was in Bezug auf elektrischen Dichroismus Herr Zeeman 
beobachtet hat, geht insbesondere dahin, daf dessen Sinn nicht an 
den Sinn der Doppelbrechung gebunden ist. Diese Wahrnehmung 
scheint mit den obigen Formeln vereinbar zu sein. 


Zusatz 


nach einer brieflichen Mitteilung von Prof. P. Langevin. 


Je suis très heureux de l’occasion que vous me donnez de cor- 
respondre avec vous en vous fournissant les explications qui man- 
quent effectivement dans les travaux que j'ai publiés et qui justi- 
fient l'extension de la formule de Boltzmann au cas des rotations. 

J'utilise les résultats généraux de la mécanique statistique tels 
qu'ils se trouvent dans le second volume de l'ouvrage de Boltz- 
mann et dans celui de Gibbs en admettant que la distribution de 
régime permanent des molécules d'un gaz possédant un nombre 
quelconque de degrés de liberté est une distribution canonique, 
c'est-à-dire que le nombre des molécules dont l’état correspond à 
l'élément d'extension en phase dp,dp, ... dq,dq, ... est de la forme: 
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E 
Ce "T'dpdp, .. da dq, .… 


E étant l'énergie totale d’une molécule, somme de son énergie ci- 
nétique W et de son énergie potentielle w correspondante aux 
actions exterieures qui peuvent s'exercer sur elle, de la part d’un 
champ électrique ou d’un champ magnétique par exemple. 

Voyez-vous une difficulté à prendre ceci comme point de dé- 
part et à admettre que pour des systèmes satisfaisant comme les 
nôtres à des équations Hamiltoniennes, la distribution de régime 
permanent ait nécessairement la forme canonique de Gibbs quelle 
que soit la nature des paramètres gq,, 9,, ... qui en fixent la posi- 
tion ou la configuration et des moments correspondants p,, p, ...? 
Je vous donnerai d’ailleurs en terminant un raisonnement simple 
qui ramène le cas des mouvements de rotation de molécules possé- 
dant un axe principal de symétrie au cas des transla- 
tions traité particulierèment par Boltzmann dans le premier vo- 
lume de son ouvrage et pour lequel il a montré en détail que la 
distribution canonique est la seule compatible avec un régime 
permanent. 

Il est facile de montrer, en prenant le cas de molécules quel- 
conques, et en admettant la distribution canonique, que le nombre 
des molécules pour lesquelles la direction du champ extérieur H 
est comprise dans un angle solide do par rapport au trièdre des 
axes principaux d'inertie, ou à tout système de référence lié à la 
molécule, est effectivement proportionnel à 

ue 
e "To. 


J'envisagerai uniquement les mouvements de rotation de la 
molécule, qui correspondent dans le cas général à trois degrés de 
liberté. Fixons au moyen des angles d'Euler la position de la 
molécule à un moment donné. Soit x y z un système d’axes fixes 
dont la direction 0: pourra ultérieurement être supposée coïncider 
avec celle du champ extérieur H, mais qui, pour l'instant peut être 
quelconque. Soit z’, y’, z' le trièdre des axes principaux d'inertie 
de la molécule dont les moments principaux seront 1, L,, I,. Soient 
®, y, y les angles d'Euler qui fixent la position relative des deux 
trièdres, ©,, ©,, w, les trois composantes suivant les axes 2”, y’, z" 
de la vitesse angulaire instantanée. La droite MOM' est l'inter- 
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section des deux plans xoy et z'oy'. On a: 


Z Z' 


@, — COS ,® + sin Ÿ no 


dt ? 
ï . Ldp 
O3 —= — sin y + cos vin o P, 
d 
œ, — cos » + D. 


L'énergie cinétique W a pour valeur: 
W= {(o+ 1,0, +1 oi). 


L'énergie potentielle w est fonction des angles 9, p, y que nous 
prendrons pour paramètres Q,, @, Q- 


oW _ ôWw oW 


PIE 70 IAE re Pie 
(a) (de) o(%) 
dt dé dt 


nfeP Mas 


ei D(p,,D,,D3) \ dt? dt” dt 
dp, dp, dp, — cé dp “) D(o, @,, ©) do do, do, 
dt” dt’ dt 
D (©, w,&,) Û 
= Hell Eat da st = LET sin ® do, do. do, 
Das “dr . 


Le nombre de molécules correspondant à l'élément d'extension 
en phase dp, dp,dp, da, da, da, est donc: 


WE 
Ce 'T sin # do, do, do, d# dp dy. 
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En tenant compte de l'expression de W, on peut effectuer l’inte- 
gration par rapport à w,w,, et on trouve pour le nombre des 
molécules qui dans le régime permanent ont l'orientation #, y, y: 
W 
Ce TT sin 9 d9 dpdy. 

Si l’action extérieure, comme celle d’un champ magnétique ou 
d’un champ électrique, est déterminée par l'orientation de la molé- 
cule par rapport à une seule direction, celle du champ, que nous 
supposerons confondue avec oz, w n’est fonction que de # et de y 
et l’on peut intégrer par rapport à w, de sorte que le nombre des 
molécules par rapport auxquelles la direction du champ est déter- 
minée par les angles 8 et y est: 

4 

Ce T sin #48 dy 

ou: 

M. À 

Ce !T do, 

dw étant l'élément d'angle solide correspondant à d8 dy, dans lequel 
se trouve la direction du champ H par rapport à un trièdre lié. 
à la molécule. A partir de là le calcul de la biréfringence se fait. 
sans difficulté en suivant une marche analogue à celle que j'ai 
développée pour le cas des molécules qui possèdent un axe prin- 
cipal de symétrie. 

Il est d’ailleurs facile, comme je vous le disais au début, de 
ramener dans ce dernier cas, le problème de la distribution, à celui 


de molécules ayant seulement deux degrés de liberté de translations, 


c'est-à-dire au cas traité par Boltzmann 


ñ sous one forme simple à propos de la 


loi de répartition de Maxwell. 
Menons par un point O une parallèle. 
O.M à la position instantanée de l'axe 


principal de symétrie d’une molécule et. 
soit M son intersection avec la sphère. 


de rayon unité centrée sur le point O. 


M représente l'orientation instantanée de. 
la molécule. — Pendant la rotation de. 
celle-ci M se déplace sur la sphère et sa: 


vitesse instantanée est numériquement 
égale à la vitesse angulaire de rotation. 


& de la molécule (en supposant que celle- 


ci n’a pas de rotation autour de l'axe principal comme on le fait 
toujours en théorie cinétique — cette hypothèse n’a d’ailleurs rien 


D + De 
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d’essentiel puisque l'action du champ ne depend pas de l’orienta- 
tion autour de cet axe principal). Si Z est le moment d'inertie de 
la molécule par rapport à un diamètre équatorial, l’énergie ciné- 
tique est 41v°. L’energie potentielle par rapport au champ dépend 
de la position du point M par rapport au point où la sphère est 
traversée par la parallèle OH à la direction du champ. 

Le problème de l'orientation de nos molécules est donc ramené 
à celui de la distribution sur une sphère de points matériels de 
masse Z et soumis à des actions extérieures determinées par leur 
position sur la sphère — ou encore à celui de molécules en mou- 
vement de translation assujetties à rester dans une couche mince 
comprise entre deux sphères concentriques et soumises à un champ 
de force extérieure. La loi établie par Boltzmann pour la distri- 
bution d’un semblable gaz est que la densité est proportionnelle à 

W 


M 


L'élément de volume de la couche sphérique correspondant à 
un angle solide au centre do est s do, s étant l'épaisseur uniforme 
de la couche. Le nombre des molécules qui correspondent à cet 
élément do est donc: 

L4 


e "T do. 


La loi de distribution obtenue par Boltzmann étant indépendante 
de la loi d’action entre les molécules au moment des chocs, il 
n’y a pas de difficulté provenant de la manière dont les molécules 
en rotation agissent l’une sur l’autre au moment d’un choc. Il est 
vrai que les énergies de rotation et de translation peuvent s’échanger. 
Aussi je vous donne cette comparison pour ce qu'elle vaut et 
prefère m'en tenir au raisonnement statistique général qui permet 
d’ailleurs de montrer l'indépendance absolue de la répartition des 
molécules entre les diverses translations et les diverses rotations 
possibles. 

Je ne crois par conséquent pas que l'emploi fait dans mes 
raisonnements relatifs à la théorie du magnétisme ou à celle de 
la biréfingence de la relation de Boltzmann puisse soulever une 
difficulté. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phye. Klasse. 1912. Heft 6. 40 


Plesiosaurus (Thaumatosaurus) aff. megacephalo 
Stutchbury aus dem unteren Lias von Halberstadt. 
Von 
Th. Brandes in Gôttingen. 

Vorgelegt von J. Pompeck)j in der Sitzung vom 18. Mai 1912. 


Mit 4 Figuren im Text. 


Im Jahre 1899 wurde man auf Skelettreste eines relativ groB- 
wüchsigen Plesiosauriden im unteren Lias am Kanonenberg bei 
Halberstadt aufmerksam. Dank der Opferwilligkeit des verstor- 
benen Apothekers Herrn Johannes Maak konnte ein grofer Teil 
des Tieres geborgen werden; und es bildet jetzt, von ihm restau- 
riert, ein Schaustück des städtischen Museums zu Halberstadt. Die 
wissenschaftliche Bearbeitung dieses von Maak als Plesiosaurus 
dolichodeirus Conybeare rekonstruierten, wegen der für diese Spe- 
zies ungewôhnlichen KôrpergrôBe und der Abweichungen in den 
Halsrippen als forma germanica!) bezeichneten Sauriers wurde 
Herrn Professor Pompeckj angeboten, welcher mir die genauere 
Untersuchung des Skelettes gütigst vorschlug. 

Als erster vollständigerer Plesiosauride aus dem nordwest- 
deutschen Jura erheischt das Exemplar besonderes Interesse. Von 
den meisten bisher aus Süddeutschland und England bekannten 
unterscheidet es sich dadurch, daB die verkiesten Skelettelemente 


1) Johannes Maak verüffentlichte eine Notiz über den Fund in der Illustrier- 
ten Zeitung, Leipzig u. Berlin 19. Sept. 1901 p. 426. — Ein angeblich existie- 
rendes grüBeres Manuskript von Herrn Maak über den Saurier hat mir nicht vor- 
gelegen. 


en perene 


\ 
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nicht wie bei jenen mehr oder minder verdrückt in Kalk oder 
Schiefer eingebettet waren, sondern, frei im Ton gefunden, ganz 
von der Matrix befreit werden konnten und grôBtenteils ihre ur- 
sprüngliche Form bewahrt haben. 

Es liegen vor: 

Vom Kopf: der Gesichtsschädel bis zur Mitte der Orbita, 
etwa ebensoweit der Unterkiefer, und ein Teil des eingedrückten 
Hinterhauptes mit dem Condylus occipitalis. 

Von der Wirbelsäule: 72 Wirbel, von denen sich 20 als 
Cervical-, 6 als Pectoral-, 20 als Dorsal- und 26 als Caudalwirbel 
zu erkennen geben. 

Von den ohne Ausnahme zerbrochenen Rippen: nur proxi- 
male und distale Enden, sowie vereinzelte Fragmente des Rippen- 
schaftes. 

Vom Brustgürtel: die Coracoide und eine Scapula. 

Von den Vorderextremitäten: ein Humerus, vom an- 
deren das proximale Ende, ferner eine Ulna und ein Radius, von 
dem anderen Fragmente. 

Vom Becken: die Ilia, die Ischia und Fragmente beider Pubes. 

Von den Hinterextremitäten: ein Femur (mit etwas zer- 
brochenem distalen Ende) und vom zweiten die distale Hälfte, 
ferner je eine Tibia und Fibula. AuBerdem sind noch 6 Extremi- 
tätenknochen erhalten, von denen vier ziemlich proximal gelegene 
Phalangenglieder repräsentieren, während in den beiden übrigen 
ein Pisiforme und ein Glied aus der proximalen Reïhe der Carpal- 
knochen (Ulnare ?) bezw. gleichliegende Elemente der Hinterflosse 
zu erblicken sein mügen. 

Es erhellt, daf bei dem lückenhaft überlieferten Material von 
vornherein auf eine Anzahl für die Fixierung der Gattung urd 
Art wichtiger Daten — Länge von Kopf, Hals, Rumpf und deren 
Verhältnis zu einander; Bau des clavicularen Bogens am Brust- 
gürtel; absolute Länge der Extremitäten etc. —, die an Gen süd- 
deutschen und englischen Exemplaren ohne Mühe zu ermitteln sind, 
verzichtet werden muf. 

Auf Grund der Wirbelform — sie ist für die Systematik der 
Plesiosauriden ein bedeutungsvolles Moment, da Gestalt (und Zahl) 
der Wirbel den Habitus eines Plesiosaurus in erster Linie be- 

stimmen — lassen sich die Lias-Plesiosaurier in drei Gruppen 
scheiden: 1. Makrospondyli') (Länge des Wirbels bedeutend 


1) Diese Gruppe wurde jüngst von D. M.S. Watson, Mem. and Proceedings 
of the Manchester Literary and Philosoph. Soc. Sess. 1909—1910. Vol. 54, Part. 1, 
zu einem neuen Genus, Microcleidus, erhoben. 
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> Breite), 2. Mesospondyli (Länge annähernd — Breite). 
8. Brachyspondyli (Länge erheblich < Breite). Die beiden 
ersten Gruppen mit einem geringen Teile der dritten umschlieBt 
die Gattang Plesiosaurus sens. str., während die überwiegende Zahl 
der Brachyspondyli auf die Gattung Thaumatosaurus Meyer entfällt. 

Der in Rede stehende Saurier gehôrt der letzten Gruppe an, 
da er ausgesprochen brachyspondyl ist; die kurzen Wirbelzentren 
sind fast doppelt so breit wie lang (die Länge schwankt zwischen 


Fig. la. Fig. 1b. 
IL. Pectoralwirbel, a. von binten gesehen, ?/; nat. GrôBe. — b. Seitenansicht. 


0,5 und 0,6 der Breite) (Fig. 1a und b). Die Cervical- sind ebenso 
wie die vorderen Pectoralwirbel mit einem kräftigen Ventralkiel 
versehen. Der vordere Teil des Schädels ist zu einer im Inter- 
maxillare scharf abgesetzten kurzen Schnauze ausgezogen; ebenso 
ist der Unterkiefer zu einem Schnauzenteil verlängert. (Fig. 2 u. 
3, folgende Seite). Der Brustgürtel ist mit den in der Mitte ver- 


dickten Coracoïden küraBartig vorgewülbt (grôfte Breite des Brust- 


gürtels: 0,36 m). Das Becken ist relativ breit (am vorderen Teil: 


0,34 m). Die einzelnen Elemente von Becken- und Brustgürtel sind 


| 
| 
} 
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nicht fest mit einander verwachsen. Humerus und Femur sind 
von gleicher Länge (0,29 m) und lassen daher auf annähernd gleich 
lange Extremitäten schlieBen. Die Gesamtlänge des Tieres ist auf 
3— 3,25 m zu schätzen. 

Es ist anzunehmen, daB die a priori durch innigeren Zu- 
sammenbalt ausgezeichnete Reïhe der Rumpfwirbel, in der Lücken 
festzustellen unmôglich ist, durch die den Plesiosaurus-Leichnam 
benagenden Tiere und andere Vorgänge am wenigsten aus ihrem 
Verband gebracht und daher am vollständigsten überliefert worden 
ist. Zudem ist die Môglichkeit, daB selbst die isolierten Rumpf- 
wirbel bei ihrer relativ bedeutenden GrôBe dem derzeitigen Auf- 
sammler entgangen wären, hier am geringsten. Anders steht es 
mit den, exponierteren Teilen des Kürpers angehôrenden, z. T. recht 
kleinen Hals- und Schwanzwirbeln; von ihnen ist sicher eine ver- 
hältnismäBig grôBere Zahl verloren gegangen, wie auch augenfällige 
Lücken in der Cervical- und Caudalreihe bezeugen. So fehlt ohne 
Zweiïfel das Ende des Schwanzes und der vordere Teïl der Hals- 
wirbel mit Atlas und Epistropheus. Zieht man dieses Moment in 
Betracht, so ist bei dem vorliegenden Saurier ein Verhältnis der 
einzelnen Regionen der Wirbelsäule zu einander äbnlich demjenigen, 
wie es bei Thaumatosaurus megacephalus Stutchbury (Quarterly 
Journ. Geol.-Soc. B. 2, 1846 p. 411 Taf. XVIII und Sollas, Quar- 
terly Journ. Geol. Soc. B. 37, 1881 p. 469) statthat, nicht unwabr- 
scheinlich. Da auBerdem die Form der Wirbel, der Schädelbau, 
die Gestalt von Brust- und Beckengürtel sowie die Länge der Ex- 
tremitäten (Humerus und Femur) des in Rede stehenden Skelettes 
ganz ähnlich dem von Stutchbury beschriebenen sind, so führe ich 
dasselbe als Plesiosaurus (Thaumatosaurus) aff. megacephalo Stutch- 
bury in die Literatur ein. 

Auch mit Plesiosaurus macrocephalus, und zwar mit dem von 
Lydekker als Jugendform dieser Spezies erkannten Ples. brachy- 
cephalus Owen, hat es grofe Âhnlichkeit und dürfte bei der unge- 
nügenden Orientierungsmôüglichkeit über die Längenverhältnisse in 
der Wirbelsäule kaum von ihm zu trennen sein, wenn man auf die 
Tatsache, daB bei Ples. macrocephalus der ,humerus much shorter 
than femur')“ ist, kein allzu grofies Gewicht legen will. — Die 
übrigen Verwandtschaftsverhältnisse werden im Anschluf an eine 
in nächster Zeit erfolgende eingehendere Beschreibung des Skelettes 
Erôrterung finden. 

Horizont: Lias «, mittlere Psilonotenschichten mit Psiloceras 
Johnstoni Sow. 

Güttingen, Geolog. palaeontol. Institut, im April 1912. 


1) R. Lydekker, Catalogue of the fossil Reptilia etc. Part. II, London 1889, 
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Au —= e“ und die automorphen Funktionen. 


(Vorläufige Mitteilung). 
Von 


Ludwig Bieberbach in Kônigsberg in Pr. 
Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 2. März 1912. 


1) Herr H. A. Schwarz hat im Jahre 1889 darauf hingewiesen, 
da man den Beweis der Fundamentaltheoreme in der Theorie der 
automorphen Funktionen soweit man dabei auf reelle lineare Sub- 
stitutionsgruppen kommt, — Grenzkreistheorem und Hauptkreis- 
theorem — auf die Integration der partiellen Differentialgleichung 
du = e" unter gewissen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen 
zurückführen kann. Die Behandlung dieses Problemes regte darauf 
die Gôüttinger Gesellschaft der Wissenschaften an. Es wurde 
daraufhin in Angriff genommen zuerst von Herrn Picard (Journ. 
des Math. 1890, 1893, Journ. für Math. 1905) und Herrn Poincaré 
(Journ. des Math. 1898). Durch die Arbeiten dieser Forscher ist 
ein Fall bisher unerledigt geblieben, das sogenannte Hauptkreis- 
theorem. Es bezieht sich bekanntlich auf reelle algebraische 
Kurven. Es handelt sich dabei um die Auffindung von Integralen. 
der Differentialgleichung Ju = «"“, die längs gewisser Kurven der 
Riemannschen Fläche in gewisser gegebener Weise unendlich 
werden, und es ist zu zeigen, da es immer ein und nur ein solches 
Integral gibt. 

2) In der vorliegenden vorläufigen Mitteilung môchte ich eine 
Methode angeben, mit der man auch diesen Fall in einfachster 
Weise erledigen kann, eine Methode die mutatis mutandis auch bei 
den Wällen der Herren Picard und Poincaré Verwendung finden 
kann, wie ich in einer ausfübrlicheren Darstellung auseinander- 
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setzen werde. Diese Methode will ich hier an dem Beispiele der 
Integration unserer Differentialgleichung in einem schlichten end- 
lichen ebenen von einer analytischen Kurve begrenzten Gebiete B 
erläutern. Diese Aufgabe hängt mit der konformen Abbildung 
dieses Gebietes auf einen Kreisbereich zusammen. Unser Problem 
ist folgendes: Es soll ein Integral von Ju — e“ gefunden werden, 
das im Inneren des Bereiches B endlich und stetig ist mit seinen 
ersten und zweïiten Ableitungen und das bei Annäherung an den 
Bereichrand kurz ausgedrückt wie der Logarithmus der Normalen 
unendlich wird, und es soll gezeigt werden, daB es nur ein solches 
Integral gibt. Bringt man diese Unstetigkeit in Abzug, so kann 
das Problem auf folgende Form gebracht werden: Es soll ein im 
ganzen Bereiche B einschlieflich des Randes endliches und im 
Inneren mit seinen Ableitungen erster und zweiter Ordnung ste- 
tiges Integral der Differentialgleichung 
2 2 
Satan = Dé 8 (a, y) 

gefunden werden. Dabei sind «, B durchweg positive nirgends ver- 
schwindende im Inneren stetige und stetig differentierbare Funk- 
tionen, von x und y, die am Rande des Bereiches B beide wie die 
negative zweite Potenz der Normalen unendlich werden. Aufer- 


dem liegt im ganzen Bereich das Verhältnis © zwischen endlichen 


von Null verschiedenen Grenzen. (Schon dieser Ansatz unter- 
scheidet sich von dem der Herren Picard und Poincaré). Unter 
diesen Voraussetzungen ist weiter zu zeigen, daf es auch nur ein 
solches Integral gibt. Es wird sich dabei herausstellen, da diese 
Unität der Lôüsung wesentlich durch die Stärke des Unendlich- 
werdens der Koeffizienten bedingt ist. 

3) Vermittelst der von Herrn H. A. Schwarz an dem Beispiel 
der Differentialgleichung Zu — 0 in die Analysis eingeführten 
Methode des alternierenden Verfahrens hat Herr Picard gezeigt 
— oder vielmehr man kann es sofort aus seinen Ausführungen, die 
sich auf eine etwas andere Differentialgleichung beziehen, ent- 
nehmen — daB die erste Randwertaufgabe bei Zu = ae“—$ in 
jedem Bereiche in dem «, B endlich sind auf eine und nur eine 
Weise gelôst werden kann. 

Dies Resultat liegt den weiteren Ausführungen zu grunde. 
Wir suchen nämlich die Lôsung unseres Promblemes folgender- 
mafen zu gewinnen. Wir lôsen bei passenden Randwerten für 
gewisse Teilbereiche B,, B,..., die mit wachsendem Index gegen 
B konvergieren, die erste Randwertaufgabe und zeigen die Kon- 
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vergenz dieser Funktionenfolge gegen eine Grenzfunktion, die allen 
unseren Bedingungen genügt. 

5) Die eben erwähnten Werte an den Rändern der Teilbe- 
reiche wähle ich so, daB sie absolut genommen unter dem nach 


unseren Annahmen endlichen Maximum von [log F| liegen. Dann 


liegen die zu diesen Randwerten gehôrigen Integrale in ihren Teil- 
bereichen durchweg unter diesen Grenzen; denn anderenfalls müfte 
z. B. ein solches Integral ein positives Maximum im Bereich be- 
sitzen grüBer als die eben erwähnte Zahl. An dieser Stelle müfte 
d'u 0d'u 
ox" Ÿ Ôy* 
die rechte Seite an dieser Stelle sicher positiv ist. 

6) Für alle die Bereiche B, denken wir uns nun mit irgend 
solchen Randwerten die erste Randwertaufgabe gelôst. So er- 


aber dann notwendig 


negativ oder Null sein, während 


balten wir eine unendliche Folge von Funktionen w,,u,... Ich 


zeige, da diese in jedem Bereiche B, gleichmäfig gegen eine 
Grenzfunktion konvergieren, die durchweg zwischen den angege- 
benen Grenzen liegt. DaB diese dann auch die übrigen verlangten 
Eigenschaften besitzt, kann man zum SchluB mit der Greenschen 
Formel beweisen. Ich will also zeigen, daB für hinreichend grofe 
n und beliebige & und beliebig vorgegebenes s immer gilt: 


[six — 0, | < €. 


Zu dem Zwecke mache ich zunächst einen Ansatz, der einem 
von Herrn Picard beim Beweis der Unität der Randwertaufgabe 
benutzten analog ist. Nach dem Mittelwertsatz gilt nämlich für 
die Differenz u,,;,— #, — v in B, eine lineare Differentialgleichung 
von der Form Zv = «yv, wobei y stetig und stetig differentierbar 
ist und zwischen endlichen positiven von Null verchiedenen Grenzen 
liegt, die bei allen diesen Differenzen v die gleichen sind. Be- 
zeichnet man dann mit G(x,y, Ë,y) die zum Bereich B, gehürige 
Greensche Funktion des Differentialausdruckes /fv — œyv, deren 
Existenz leicht zu beweisen ist, so gilt für v die Darstellung 


1 _- 0G 
U(x, y) = 2x VS ds 


wobei mit die Randwerte von v am Rande von B, bezeichnet 
sind. Diese liegen also nach 5 zwischen endlichen a priori an- 
gebbaren Grenzen. Am Rande des Bereiches B, ist wie man 


leicht einsieht _ positiv. Wir haben daher nur zu beweiïsen, 
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daf, wenn der Bereich B, einen genügend hohen Index hat und 
wir den Parameter x, y der Greenschen Funktion auf einen festen 
aber willkürlichen Bereich PB; beschränken, notwendig TE ds 
unter jede vorgegebene Grenze sinkt. 

7) Dies kann man wie folgt einsehen. Setzt man in der Green- 
schen Formel 


ov Ov 
1 (udv — vAu) dédn = ft+ —u æ) ds 


v = 1 und # — G so erhält man 


Qué f [ AE his LE as 


wobei das Doppelintegral über irgend einen Teiïlbereich von B, 
oder diesen selbst und das Linienintegral über den zugehôürigen 
Rand zu erstrecken ist. Da 3 am Rande von B, positiv ist, s0 
folgt hieraus einmal, da für alle unsere Näherungsbereiche, wenn 
G die jeweilige Greensche Funktion ist, immer / «yGd£dn <2x 
bleibt. Und weiter kann man daraus schliefen, daB das Integral 
[ SCA ds mit wachsendem Bereiche B, schliefilich unter jede vor- 
gegebene Grenze sinkt. Dies beruht, wenn einmal diese saloppe 
und nicht ganz korrekte Ausdrucksweïise gestattet ist, darauf, dafñ 
wegen der Stärke mit der « schliefilich unendlich wird, notwendig 
G so stark Null werden mu, daf seine Normalabteilung am Rande 
sich immer mehr der Null nähert. Die exakte Begründung dieser 
Behauptung werde ich in der ausführlichen Darstellung des Gegen- 
standes geben. Durch ganz analoge Schlüsse läBt sich auch die 
Unität der so gewonnenen Lôsung nachweïisen. Dies Verfahren 
läft ersichtlich auch manchen interessanten SchluB über die Rand- 
wertaufgabe bei der erwähnten linearen Differentialgleichung selbst 
zu. Ich hoffe auch hierauf zurückzukommen. 


Über die topologischen Schwierigkeiten des 
Kontinuitätsbeweises der Existenztheoreme ein- 
deutig umkehrbarer polymorpher Funktionen auf 

Riemannschen Flächen. 


Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


(Auszug aus einem Briefe an R. Fricke). 


Vorgelegt von Herrn F. Klein in der Sitzung am 13. Januar 1912 durch den 
Vorsitzenden Sekretür. 

Sei x eine Klasse von diskontinuierlichen linearen Gruppen 
mit einer bestimmten charakteristischen Signatur; es gilt in bezug 
auf diese Klasse das ,jallgemeine Kleinsche Fundamental- 
theorem“, wenn zu jeder kanonisch zerschnittenen mit » Punkten 
signierten Riemannschen Fläche vom Geschlechte p ein und nur 
ein Kkanonisches System von Fundamentalsubstitutionen einer 
Gruppe der Klasse x gehürt. 

Bei der Kontinuitätsmethode, deren Klein sich in Bd. 21 der 
Mathematischen Annalen und Poincaré in Acta math. Bd. 4 zur 
Begründung des Fundamentaltheorems bedient, kommt es auf den 
Beweis folgender sechs Sätze an. 

1. Die Klasse x enthält zu jedem ihr angehôrigen kanonischen 
System von Fundamentalsubstitutionen ohne Ausnahme eine 
durch 6p—6+2n reelle Parameter eineindeutig und stetig dar- 
stellbare Umgebung. 

2. Bei stetiger Ânderung der Fundamentalsubstitutionen inner- 
balb der Klasse x ändert sich die entsprechende kanonisch zer- 
schnittene Riemannsche Fläche ebenfalls stetig. 

8. Zwei verschiedene kanonische Systeme von Fundamental- 
substitutionen der Klasse x künnen nicht derselben zerschnittenen 
Riemannschen Fläche entsprechen. 
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4 Wenn eine Folge von kanonisch zerschnittenen mit n 
Punkten signierten Riemannschen Flächen vom Geschlechte » gegen 
eine kanonisch zerschnittene mit # Punkten signierte Riemannsche 
Fläche vom Geschlechte » konvergiert und wenn jeder Fläche der 
Folge ein kanonisches System von Fundamentalsubstitutionen der 
Klasse x entspricht, so entspricht der Limesfläche ebenfalls ein 
kanonisches System von Fundamentalsubstitutionen der Klasse x. 

5. Die kanonisch zerschnittenen mit #n Punkten signierten 
Riemannschen Flächen vom Geschlechte p bilden bei Zugrundelegung 
des Riemannschen Klassenbegriffs eine stetige Mannigfaltigkeit, 
welche zu jeder ihr angehôrigen Fläche ohne Ausnahme eine 
durch 6» —6+2n reelle Parameter eineindeutig und stetig dar- 
stellbare Umgebung enthält. 

6. Im r-dimensionalen Raume ist das eineindeutige und stetige 
Bild eines r-dimensionalen Gebiets wiederum ein Gebiet. 

Die Sätze 1, 2, 3, 4 lasse ich hier aufer Betracht. Für den 
Grenzkreisfall sind sie schon von Poincaré in Bd. 4 der Acta 
Mathematica erledigt worden), während für den allgemeinsten Fall 
nur die Sätze 3 und 4 noch des erschôpfenden Beweises harren; 
indes ist es Herrn Koebe gelungen, auch diese Lücke vollständig 
auszufüllen ?). 

Die Sätze d und 6 bilden die von Ihnen hervorgehobenen *) 
topologischen Schwierigkeiten des Kontinuitätsbeweises. Von diesen 
ist Satz 6 durch meine unlängst erschienene Arbeit ,Beweis der 
Invarianz des n-dimensionalen Gebiets“ “) erledigt worden, und die 
Anwendung von Satz b wird am einfachsten umgangen, indem wir 
den Kontinuitätsbeweis in folgender, abgeänderter Form führen: 

1) Der Poincaré’sche Beweis des Satzes 4 (1 c. pag. 250—276) bedarf vom 
jetzigen Standpunkte der Mengenlehre einiger geringfügiger Abänderungen, auf 
welche ich in einem auf der Naturforscherversammlung in Karlsruhe gehaltenen 
Vortrage hingewiesen habe. 

2) Vgl. dessen vorläufige Note vom 13. Januar 1912 in den Gütt. Nachr, 
nBegründung der Kontinuitätsmethode im Gebiete der konformen Abbildung und 
Uniformisierung“ und ,,zur Begründung der Kontinuitätsmethode‘“ in den Leipziger 
Berichten. 


8) Fricke-Klein, Theorie der automorphen Funktionen, Bd, 2, S. 418. 

4) Mathem. Annalen 71, S. 305—313. Vgl. auch die daselbst S. 314 zi- 
tierten Abhandlungen von Baire und Lebesgue, und eine demnächst in Mathem. 
Annalen 72 erscheinende Arbeit, in welcher der Satz fast unmittelbar aus der In- 
varianz der Dimensionenzahl gefolgert wird. 

Satz G ist in der allgemeinen Form des Textes natürlich entbehrlich, wenn 
man bLeweisen kann, daB die Beziehung zwischen den Systemen von Fundamental- 
substitutionen und den entsprechenden zerschnittenen Riemannschen Flächen eine 
analytische ist. 


en 
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Wir wählen m > 2p —2!) und betrachten auf der einen Seite 
die Menge M, der zur Klasse x gehôrigen automorphen Funktionen 
mit ausschlieflich einfachen Verzweigungspunkten und mit mein- 
fachen, auBerhalb der singulären Stellen der Gruppe liegenden Polen 
im Fundamentalbereich?), auf der anderen Seite die Menge M, 
der aus ” numerierten Blättern zusammengesetzten, über die 
Ebene ausgebreiteten, mit n im Endlichen gelegenen Punkten sig- 
nierten Riemannschen Flächen vom Geschlechte p mit 2m +92p—2 
numerierten einfachen, im Endlichen gelegenen Verzweigungs- 
punkten?); die Numerierung sowohl der Blätter wie der Verzwei- 
gungspunkte soll dabei der kanonischen Anordnung im Sinne von 
Lüroth-Clebsch entsprechen. 


Die Menge M, bildet ein Kontinuum und besitzt zu jeder ihr 
angehôrigen Fläche ohne Ausnahme eine durch 4p —8+9n + 4m 
reelle Parameter eineindeutig und stetig darstellbare Umgebung. 


Zu einer willkürlichen der Menge M, angehôrigen automorphen 
Funktion y existiert in M, eine durch 4p — 8 + 2n + 4m reelle Pa- 
rameter bestimmbare Umgebung w,,; diese Parameter sind die m 
komplexen Stellen der Pole im Fundamentalbereich, die m—p—1 
komplexen Verhältnisse von »m—p willkürlich anzunehmenden Pol- 
residuen und die 6p—6+2n Parameter der kanonischen Systeme 
von Fundamentalsubstitutionen. Das Wertegebiet der zu u,, ge- 
hôrigen Parameter bildet ein (4p — 8 + 2n+4m)-dimensionales Ge- 
biet w,. 


Der Funktion y entspricht eine diskrete Menge von zu M, ge- 
hôrigen Flächen. Weiter folgern wir aus den Sätzen 1, 2, 3 und 
aus der Bemerkung, daB eventuelle birationale Transformationen 
einer Riemannschen Fläche in sich (nicht nur für die einzelne Rie- 
mannsche Fläche, sondern auch für die Gesamtheit der zu Up 8e- 
hôrigen Riemannschen Flächen) nicht beliebig klein werden kônnen), 


1) Um die Gedanken zu fixieren, setzen wir im Folgenden p > 1 voraus. 

2) Automorphe Funktionen, bez. über die Ebene ausgebreitete Riemannsche 
Flächen, welche sich nur um additive und multiplikative Konstanten unterscheiden, 
betrachten wir als identisch. 

3) Birationale Transformationen einer Riemannschen Fläche vom Geschlechte 
p>1 in sich kônnen nämlich nach Hurwitz (Math. Annalen 41, S. 428) unmôglich 
ein kanonisches Schnittsystem in ein äquivalentes kanonisches Schnittsystem über- 
führen. (Zwei kanonische Schnittsysteme heiBen äquivalent, wenn sie sich durch 
stetige Variierung auf der als fest gedachten Fläche ineinander überführen lassen). 
Dasselbe gilt übrigens ganz allgemein von jeder periodischen, eineindeutigen und 
stetigen Transformation einer Fläche vom Geschlechte p>1 in sich, weil die 
Überlagerungsfläche, welche sich um die Menge der Fixpunkte aperiodisch herum- 
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daf einem hinreichend klein gewählten w,, eine Menge von in M, 
| gelegenen eineindeutigen und stetigen Bildern, mithin auf Grund 
| von Satz 6 eine in M, gelegene Gebietsmenge entspricht. Dann 
| aber entspricht auch der ganzen Menge M, in M,eine 
(| Gebietsmenge G, 

| Wir formulieren nun Satz 4 in folgender Form: 

| , Wenn eine Folge von kanonisch zerschnittenen Flächen von 
| M, gegen eine kanonisch zerschnittene Fläche von M, konvergiert 
Il und wenn jeder Fläche der Folge ein kanonisches System von 
| Fundamentalsubstitutionen der Klasse x entspricht, so entspricht 
| der Limesfläche ebenfalls ein kanonisches System von Fundamental- 
| substitutionen der Klasse x“ !). 


Il Diese Eigenschaft zieht unmittelbar nach sich, daf die Ge- 


I bietsmenge G, in M, keine Grenze besitzen kann, mithin die 
} ganze Mannigfaltigkeit M, ausfüllen mu. Hiermit ist 
| das allgemeine Fundamentaltheorem bewiesen für jede in geeigneter 


il Weise kanonisch zerschnittene, mit » Punkten signierte Riemannsche 
Il Fläche vom Geschlechte », auf welcher algebraische Funktionen 
(l mit m auBerhalb der Stigmata liegenden einfachen Polen und mit 
1 ausschlieBlich einfachen Verzweigungspunkten existieren, d. h. (für 
| hinreichend groBes m) für jede in geeigneter Weïise kanonisch zer- 
|! schnittene, mit # Punkten signierte Riemannsche Fläche vom Ge- 
il schlechte p überhaupt, dann aber auf Grund Ihres Würfelsatzes ?) 
zugleich für jede irgendwie kanonisch zerschnittene, mit 
n Punkten signierte Riemannsche Fläche vom (Geschlechte p. 


windet, sonst einer periodischen, eineindeutigen und stetigen Transformation ohne 
Fixpunkte unterliegen würde. 

Der im Texte benutzte Satz läBt sich seinerseits auch auf Grund der Uni- 
formisierung beweisen, z. B. im von Poincaré auf Grund eines Schreibens von 
Klein in Acta Math. 7, S. 15—19 entwickelten Gedankengange. 

1) In meinem Karlsruher Vortrage habe ich gezeigt, wie diese Form des 
Satzes sich für den Grenzkreisfall aus den Acta Math. 4, $. 250—276 enthaltenen 
Entwicklungen Poincaré’s ablesen läBt. 

2) Fricke-Klein, Theorie der automorphen Funktionen, Bd. 2, S. 305. 


Ein Beweis für die Unverbiegbarkeit geschlossener 
konvexer Flächen. 


Von 


Wilhelm Blaschke in Greifswald. 
Vorgelegt von D, Hilbert in der Sitzung am 18. Mai. 


Es soll hier ein einfacher und naheliegender Beweis dafür 
erbracht werden, da eine geschlossene konvexe Fläche als Ganzes 
nicht derart stetig deformiert (,verbogen“) werden kann, daB bei 
der Deformation die Bogenlängen der auf der Fläche gezogenen 
Kurven ungeändert bleiben’) Die wesentlichen Hilfsmittel des 
Beweïises sind der von Weingarten eingeführte Begriff der 
Verschiebungsfunktion und ein von Hilbert bewiesener Satz über 
eine partielle Differentialgleichung auf der Kugel. 

Bezeichnen wir mit # die Zeit und mit w,v GauBische Para- 
meter auf einer stetig verbogenen Fläche, so kônnen wir die 
Folge der Deformationen so in Formeln fassen 


(2)’ x = a(u,v,t), y = y(uv,t), 2 = zu, v, 1). 
Diese Funktionen wollen wir als zweimal stetig differenzierbar 
voraussetzen. Die Bedingung, daf die Flächen { — const. durch 


gleiche Wertepaare w, v isometrisch aufeinander bezogen sein sollen, 
ergibt die partiellen Differentialgleichungen 


Ly La <a Yu Yut Ce £y Lut == 0, 


x, Les TT Yo Yot ni # Lu Su 0, 
@ Ga But Var + Enêu + 
Lo Lu + Yo Yut + Ly Ent —= 0. 


1) Die ersten Beweise für diesen Satz hat H. Liebmann in den Güttinger 
Nachrichten (1899) und in den mathematischen Annalen 53 (1900) und 54 (1901) 
erbracht. Die Unverbiegbarkeit der Kugel hat Hilbert sehr einfach bewiesen. 
Grundlagen der Geometrie, 3. Auflage (Leipzig 1909), Anhang V, 8. 261 u. f. 
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Um diese Gleichungen symmetrischer schreiben zu kônnen, führt 
man nach Weingarten die Verschiebungsfunktion 


1 
(8) p (u, v, t) Fa QVEG—F* 2 (Qu Log — Lo Tu) 
ein !). 
Man konstruiere nun zu einer Fläche % aus der Schar (1), 
die etwa dem Parameterwert £ — 0 entsprechen môge, Bianchis 


assoziierte Fläche 4, die Punktweise durch parallele Tan- 
gentialebenen auf % bezogen ist und deren so zu den Parameter- 
werten , v gehürige Tangentialebene vom Koordinatenanfang die 
Entfernung q — œ({u, v, 0) hat. Es seien 


L du + 2M du dv + N dv 
[a MN MN 
L du + 2M du dv + Ndv 


die zweiten Fundamentalformen von % und G. Dann besteht, wie 
aus (2) und (3) hergeleitet werden kann, die Identität 


MN MNJ MN 
(4) LN—-2MM + NL = 0. 
Diese Relation wollen wir nun umformen, indem wir zu einer 


andern analytischen Darstellung für die Flächen %, $ übergehen. 
Wir drücken nämlich die Entfernung » der Tangentialebene an % 
vom Koordinatenanfang aus als Funktion der Richtungskosinus 
X, Y, Z der zugehôrigen Flächennormalen 


(b) p — H(X, Y, 2). 
Dabei benutzen wir die Identität 
(6) X'+Y +2 = 1, 


um die Funktion Æ positiv-homogen vom Grade Eins zu machen, 
daB also für jedes positive k 


(7) kH(X, Y,Z) = H(4X, kY, k2) 

wird. Als Koordinaten des Berührungspunktes findet man durch 
partielle Differentiation 

(8) Le H,(X, Y, Z), er H,(X, Y,2), 4 = H,(X, F7, 2). 


1) Man vergleiche hier und im Folgenden den Enzyklopädieartikel von Vof 
III D6a, 8. 430 oder auch Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, 
2. Auflage, Leipzig 1910, Kapitel XI. 
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Wir beschränken unsere Betrachtungen für den Augenblick 
auf ein Gebiet, in dem Z = 0 ist und setzen 


X  # 
(9) ùu = DA LA à el 17, 


Dann findet man 
y — 2%;; Vo ZH,,, Rere Rr: #1 : FER 
LV — 0 à Re Vo ZE,,, £ ZA,,, 


v 


(10) 


wobei zum Beispiel 


0° 


Hir = SET 


HT, 2) 
ist. Bei der Berechnung der Differentialquotienten soll von der 
. Relation (6) kein Gebrauch gemacht werden; dann werden die 
ersten Differentialquotienten positiv-homogen vom nullten und die 
zweiten vom minus ersten Grade. Man findet ferner 


an X=Z2-2XXZ YF. = —XYZ, Z, = -X22, 
où AE 6 0 ans ES ot hb ne En rs 


Berücksichtigt man die aus der Homogeneität der ersten Differen- 
tialquotienten von H folgenden Relationen 


LH N PH SZ, = 0 
(12) RH PES Ze; 
XH,,+YB,;,+ ZH,y, = 0. 


so erhält man für die FundamentalgrôBen zweiter Ordnung 
L=-51,X,, M=-Z5a.xX, = —-5a,X,, N=-%x,x, 
die Ausdrücke 
(13) L=-LH,, M—=-Z'H,, N— -72'H,.. 
Führt man nun für die Fläche $ eine analoge Darstellung 
| MN MN 
D, cs P=p=B(X T2) 
ein, so nimmt die Beziehung (4) die neue Form an 


: (15) HE: À, SA 2H Hey + Hs Bus = 0. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Ki. 1912. Heft 6. 41 
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Zufolge der Homogeneität von H und À besteht, wie man 
sich leicht überzeugt, die Identität 


1 av] NN (aŸ] 1 [av] (at ON 
x? (A, Es à pa PE 2H rs il rz + H,,H fr) — y LE « oi : 22 F4 2H,;,Hr o H,.H8) 
x 7 (HoxH y —2H;rHirt+ H,H,,) 
Alle drei Ausdrücke in Klammern müssen identisch verschwinden. 
Nimmt man die Fläche % als gegeben und die assoziierte 
MN 
Fläche % als gesucht an, so hat man für die unbekannte Funktion 
la°1 * 
H eine partielle Differentialgleichang zweiter Ordnung, und zwar 
vom elliptischen Typus, da 
À 1 
: E,R, UE H,,H,,-H}, DE H,,H3 —H% 
Le ÉXHRRS A) 


der reziproke Wert der GauBischen Krümmung der konvexen 
Fläche % ist. Von dieser sich selbst adjungierten Differential- 
gleichung hat Hilbert bewiesen!), da8 X, Y,Z und deren lineare 
Kombinationen die einzigen auf der ganzen Kugel stetigen Lü- 
sungen sind. Man kann dies auch auf geometrischem Wege un- 
schwer einsehen. 

Die Verschiebungsfunktion hat also die Form 


(18) p SRE AXEPT vez: 
Dann reduziert sich aber die assoziierte Fläche auf den Punkt 
Ltd; ge Di 0 


und an Stelle der Verbiegung tritt eine blofe Bewegung von %. 

Damit ist der angekündigte Nachweis erbracht. Diese Ge- 
danken sollen an anderer Stelle weiter ausgeführt werden. Dabei 
wird sich unter anderm auch eine einfache kinematische Deutung 


für die assoziüerte Fläche $ ergeben. 


1) Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
6. Mitteilung, Abschnitt XIX (Minkowskis Theorie von Volumen und Ober- 
fläche) Gôttinger Nachrichten 1910. 


Eldena in Pommern, im Mai 1912. 


Zur Theorie 
des Zeemanneffektes in beliebiger Richtung. 


Von 
K. Fôrsterling. 
Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung am 18. Mai 1912. 


In einer kürzlich erschienenen Abhandlung') hatte ich die 
Fortpflanzung und die Polarisationszustände des Lichtes in einem 
einaxigen, drehenden absorbierenden Kristall diskutiert. Die Ana- 
logie eines solchen Kristalls mit einem in einem Magnetfeld be- 
findlichen isotropen Kôrper ist schon ôfters betont worden. Ich 
môchte daher in dieser Arbeit dieselben Betrachtungen wie früher 
auf einen isotropen Kôrper im Magnetfeld anwenden. In mancher 
Hinsicht liegen die Verhältnisse hier günstiger, weil aus den Grund- 
lagen der Theorie bestimmte Dispersionsverhältnisse gegeben sind. 
Untersuchungen über die Theorie des Zeemanneffektes bei beliebiger 
Beobachtungsrichtung gegen das äufere Feld sind bisher von 
W. Voigt*) und H. A. Lorentz*) angestellt worden. Die Resultate 
werden wir im Folgenden benutzen. Indes ist unsere Fragestellung 
eine andere. Während H. A. Lorentz nach Aufstellung der all- 
gemeinen Formeln sich im Wesentlichen auf die Mitten der drei 
Streifen des Zeemannschen Triplets beschränkt (falls dasselbe voll- 
ständig getrennt ist) soll uns hauptsächlich folgende Frage be- 
schäftigen : 

Parallel und senkrecht zum Magnetfeld pflanzen sich je zwei 
Wellen fort; wie ordnen sich die Wellen in diesen beiden Rich- 


1) K. Fôrsterling, Güttinger Nachr. 1912 S. 217. 
2) W. Voigt, Ann. d. Phys. 1 S. 389, 1910. 
8) H. A. Lorentz, Amsterdam Proc. 12 S. 821, 1909. 
41* 
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tungen einander zu, wenn man eine stetige Normalenfläche beim 
Uebergang von einer dieser Richtungen zur anderen voraussetzt? 
Die Bezeichnungen sind dieselben wie in meiner früheren Ar- 
beit. Der dort hergeleiteten Grundformel (1) entspricht bei Zu- 
grundelegung des allgemeinen Ansatzes von W. Voigt für die 
komplizierteren Typen des Zeemanneffektes die Beziehung: 


= 0 X-WY LA = 4 
@,Y+id,X B—2B 
= 0,Z CF =. 


N HW 
I 


Hierbei ist angenommen, da das äufere Magnetfeld R, in die 
Z-Axe fällt. Die elektronentheoretische Deutung der @ und d 
mag zunächst unerôrtert bleiben. Hierzu kommen noch die Max- 
wellschen Gleichungen. Führt man die Gesamtkomponenten der 
elektrischen und magnetischen Polarisation Æ' und A’ senkrecht zu 
der Ebene, welche R, und die Wellennormale enthält, den Haupt- 
schnitt, ein und setzt @,c*+@,s" — @,, (c und s sind hier der 
Kosinus und Sinus des Winkels $ der Wellennormale gegen R,, 
welcher hier als reell vorausgesetzt werden mag), so erhält man 
die den Gleichungen (4) (5) in der früheren Arbeit entsprechende 
Beziehung: 
B (r-0.) = —id,c4' 

(1) k 
4! Cr sé 0) mt ide. 


In seiner Magnetooptik behandelt W. Voigt hauptsächlich den Fall 
wenig variierender Brechungsindizes, was auf eine Beschränkung 
auf geringe Absorptionsstärken und kleine Doppelbrechung hinaus- 
kommt. Bei Gasen kann man ferner den Brechungsindex mit 1 
vertauschen, falls man sich nicht in der unmittelbaren Nähe eines 
Absorptionsstreifens befindet. 

Wir wollen hier dieselben vereinfachenden Annahmen machen. 
Setzt man dann noch: 


1 1 + 1 1 dc 


— = — LU — — 


(©) (0) © 


= 0, 


= 
oi 
ms 


11 1 


so erhält man: 


n—1 = (1) Es Vi +8 
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! RÉ LEA 
£-brTT 

Wir haben also wieder zwei Ellipsen, deren Axe um gleiche 
aber entgegengesetzte Winkel aus dem Koordinatensystem heraus- 
gedreht sind und welche gleiches Axenverhältnis haben und im 
entgegengesetzten Sinn durchlaufen werden. 

Für das durchsichtige Gebiet sagen die Formeln aus, daë, 
solange n und # nicht Null werden, sich die Normalenflächen für 
kein & schneiden und daf auf jeder Fläche der gleiche Rotations- 
sinn für alle € besteht. Diesen Forderungen genügen wir wieder 
durch die Zuordnung: 


_ mi "N/A 9 
LA 5) + EE x 
! 


L'asl n\/14 FL ALT V1+ 9° 

nn, = 2 - à AE und B FH D. —1+ le 

Die Zuordnung im Absorptionsgebiet soll so getroffen sein, daf 

sie stetig in die für das durchsichtige getroffene übergeht. Dies 

wird aufer beim Passieren singulärer Stellen, deren Aufsuchung 
uns ja gerade beschäftigt, immer môglich sein. 

Für die Polarisationszustände folgt: 

sin 2 ÿ 


E 3 —— ——., 
PE a 1 tg 24 cos 26 à 


(2) 


() 


B Winkel der Ellipsenaxen gegen den Hauptschnitt, 
tg« Axenverhältnis. 
(Hierin ist das + Zeichen zu wählen, je nachdem die Phasen- 
verzôgerung in der betreffenden Ellipse < 180° ist.) Wir wollen 
noch setzen: 


d=n-1n =", -n,—i(k,—k,) = d'—-i4" 
n—= 7 9 — dt. 

Dann erhält man: 
(4) a = Ne + ms. 

Offenbar ist die Doppelbrechung der linearen Wellen | L,, 
# die der zirkularen | R,. Die Ausdrücke 7 und # sind also aus 
der bekannten Theorie direkt zu übernehmen. Wir behalten hier 
die Bezeichnung der ,Magneto- und Elektrooptik“ Voigts bei. Es 
ist also o eine Konstante des Kôrpers, uw, und w! mit die Zer- 
legung der Streifen in der Skala der Frequenzen » und ist R, 
proportional. Der Ort der unzerlegten Linie sei v,, die Dämpfung 


HO oies, Vite Flip de MVelongnonle PAMEX ls MC 
Sema Tou-u)-à  2üru)-w EG) 


En Le 27 LOU ME LUE ln Son on de im omélete mme te tnt À mm : 
[on L@u+u)—iv](2(u— ue) — iv] [2 (+) — iv] [2(u — ue) — à] 
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der Elektronenbewegung »'. Wenn wir noch »—», — y setzen 
und uns auf die unmittelbare Nähe der Linie beschränken, so gilt 
für das Triplet und das Quadruplet : 


FAR A Eee li ve 
2% 2(u+u) — iv 2(u— mu) — iv 
RE As ester: nca anus due 
Vo [2(u +) — w"] [2(u La Lo) — wl? 
ferner für das Triplet: 
Cr nb (30809 0" Jaatugé 1 BR 11 
S 2v, 2(u+u)—iv 2(u— uw) —iv mi ul 
Be ein grrr plie Tente dan 1 
v (2(u+u) — iv] [2 (u — 1) — iv] [Qu — iv] 
und für das Quadruplet : 
1 1 1 1 


(6) 


(6) 


[us — mo] [2u — à] 


Wir wollen zunächst annehmen, da die Streifen der Absorptions- 
linien so weit getrennt sind, da die Mitte zwischen zwei Streifen 
als vollkommen durchsichtig angesehen werden kann, also »’ hier als 
klein neben w, resp. u,—u!, angenommen werden darf. In dieser 
Annäherung kann auch in dem letzten Ausdruck für 7 beim Qua- 
druplet im Zähler tv wegbleiben, da auch bei y — 0 diese GrôBe 
von der GrüBenordnung 23 ist, welches nach unserer Annahme 
als sebr Klein mit Naull vertauscht werden darf. Der gewôhnlichen 
Bezeichnung folgend, wollen wir alle elektrisch || R, (also mag- 
netisch | ZÆ,) schwingenden Wellen die p-Wellen, alle elektrisch 
| 2, schwingenden Wellen die s-Wellen nennen. Die s-Wellen 
haben ihre Absorptionsstreifen bei u — +wu,, die p-Wellen bei 
u —= 0 im Triplet, bei w — +, im Quadruplet. Unter unseren 


Annahmen folgt für & und 7: 
in den Absorptionsstreifen der s-Wellen: 


er AR emo PE 
% + 2(u+u,)—iv 
c 3 1 
8 Gr dos 4 Pat Gaine 
® Si 4 u(b F b) 2(u+u)— iv 
OR ue (ue — me 1 
19 


7 An, [u=u"]lu Fu] 2Qu Eu) — 
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in einem Absorptionsstreifen der p- Welle: 


a, Q bb 
Ÿ ES 
2v, u” — 
RE EUR AU Sr 
@) sien Av, *—u; 2u—iv 
os e u (us — ms) À 


EEE EEE 
in dem durchsichtigen Gebiet auBerhalb des Triplets oder Quadrup- 


lets oder zwischen den hinreichend weïtgetrennten Absorptions- 
linien : 


a Q Ho 

con 2v, uw 

2 

(10) DE a. 


8v, w(u°— wi) 
pen mi u (ue — bo) 
8v, (u°— wi) (u — uw) 

Diese drei Fälle gehen wie man sieht in einander über. Sie 
stellen 7 und # für das ganze Gebiet dar. 

Sehr einfach werden diese Formeln für die Polarisations- 
verhältnisse. Im durchsichtigen Gebiet und in den Absorptions- 
streifen der s-Welle gilt nach (3) 


ee = tge, B—=0 
(11) für das Triplet, 
ai re à 
SET EN 
0 0 


für das Quadruplet. 


Hier also liegen die Hauptaxen der Ellipsen | und | R,. Das 
Axenverhältnis tg« enthält keine auf den Kôrper bezügliche Kon- 
stante mehr, weder @ noch »’. 

Anders liegen die Dinge in den Absorptionsstreifen der p- Welle. 
Hier gilt: 


2u— iv c RE sin 28 
à épi, DT co tg 2« cos 28 
(12) für das Triplet, 
Lu+tu)-ivluluru] _ ;sin28 _ 
9 Ro ren © tg 2a cos 28 


für das Quadruplet. 
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Hier ist 8 + O oder 90°, sondern kann im Gegenteil sehr ab- 
weichende Werte annehmen. Zu bemerken ist, daB beim Triplet 
en Andre ee 
cos 2x 
betrachteten Bereiches abhängt, während sin 2e cotg 28 unabhängig 
von 6 ist. | 

Uns interessieren besonders die Punkte, wo die Ellipsen ihren 
Rotationssinn mittels Durchganges durch lineare Polarisation ändern 
kônnen, wo also tg« — O ist. Dies ist ersichtlich nur müglich 
in den Absorptionsstreifen der p-Welle bei der Frequenz » = y, 
im Triplet und bei » — »,+u, im Quadruplet. An dieser Stelle 
herrscht lineare Polarisation, wenn 


nicht mehr von der Frequenz innerhalb des 


(4 
nt ES resp 
(13) Me c 
2 28 > = L 
Uo — s 


Ist dagegen die linke Seite dieser Gleichung grôfer als 1, so kann 
« nicht = 0 sein, sondern es ist cos 28 — 0, d.h. pflanzen sich 
zwei Ellipsen mit den Hauptaxen unter 45° gegen den Hauptschnitt 
fort. Der Winkel £&,, welcher beide Bereiche trennt, ist gegeben 
durch: 


V 
2— = — resp. 
U 
(4) V' bo s 
4 | TE Pet 0 ne 
U 0 c 
Ée tga 
0,8 
35° 0,7 
0.6 
25 0,5 
O4 
15° 0,3 
02 
5’ 0.1 
0 2 3e 24, 


Fig. 1. 
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In Figur 1 ist — nach (12) berechnet — für diesen Winkel 
tg « und 8 gezeichnet als abhängig von der Frequenz. Hier gilt 
für das Triplet offenbar: 


[sin 28] = [cos 2x| 
2 # — tg 2a cos 28. 


Wie man sieht, ist tg « und 8 ganz unabhängig vom Felde; es 
hängt nur ab von dem Abstand der in Frage stehenden Frequenz 
von *, gemessen in dem halben Halbwertsintervall Fan 

Beim Quadruplet liegen die Verhältnisse nicht so einfach. 

Wir wenden uns jetzt zu dem Verhalten der Doppelbrechung. 
Hier interessieren uns besonders die Stellen, wo die reellen Teile 
. von 7 und # verschwinden. Die Kurven für diese Grôfen finden 
sich in der Magnetooptik von Voigt auf Seite (133), (180) und 
(206). Nach diesen Figuren kommen in Uebereinstimmung mit den 
Formeln 8—10 in Frage die Stellen u=0,u= tu}, u—+, 

1) Bei u — +yu, verschwindet sowohl der reelle Teil von % 
wie der von #. Beide GrôBen wechseln ihr Vorzeichen, es behält 
daher jede Welle ihren Rotationssinn bei, wie dies durch Betrach- 
tung des durchsichtigen Gebietes zu beiden Seiten des Absorptions- 
streifens nach der Formel (2) folgt. Die beiden reellen Normal- 
flächen treten also durcheinander hindurch. Hierbei existieren aber 
stets zwei gesonderte Wellen, da 7” + 0. 

2) u = O im Triplet und uw — +w, im Quadruplet. Hier 
bleibt der reelle Teil von # von Null verschieden (der imaginäre 
ist Null), aber der reelle Teil von 7 ändert sein Vorzeichen, 
während der imaginäre nicht Null wird. Wir fragen, wann ist 
d' — 0. Die Bedingung hierfür ist, daB 7°s*+#9* c < 0: denn 
an den in Rede stehenden Stellen ist dieser Ausdruck reell. Da 


2 
41=$ \ 1+ _… und 7 rein imaginär, £ reell, so ist Z rein ima-: 


ginär, wenn + < list. Als Bedingung für 2’ — 0 findet man 
also die oben abgeleiteten Gleichungen (13): 


( (1 ’ 2 
2PSE rep. fm] < 
LA C Uo — e C 
# 3 
Da _ où 4 | SE 2 = 0 bodentet, so ist für & < 
0 0 0 
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die Absorption, für £ => 6, die Geschwindigkeit der beiden Wellen 
die gleiche. In £ = £, sind diese beiden Bedingungen zugleich 
erfüllt; in ibm ist also 2’ = 4” = 0 und tga — 0, wie für das 
Triplet schon H. A. Lorentz zeigte. Die reellen Normalenflächen 
zwischen € — 0 und £ — £, bleiben also für alle Farben vollkommen 
getrennt und ihr Rotationssinn erhalten. Zwischen £ — 6, und 
& — 90° treten die Normalenflächen durcheinander hindurch, wo- 
bei indessen die Absorption verschieden bleibt, und zugleich kehrt 
sich der Rotationssinn einer jeden um. Da zu beiden Seiten des 
betrachteten Absorptionsstreifens sich die Normalenflächen nicht 
schneiden und jede einzelne für alle £ den gleichen Rotationssinn 
trägt, so istin £ = 6, bei uw — 0 resp. u — +u, die Verbindung 
der vier Flächenstücke zu vertauschen: Die Figur 2 stellt das 
Schema dieses Ueberganges dar. 


E:90 


Fig. 2. 


3) u — 0 beim Quadruplet. Hier sind alle Parameter reell, 
es verschwindet 7. Hier ist das Licht für alle € zirkular polari- 
siert. Die Normalenflächen der Wellen (1) und (2), die durch die 
Gleichung (2) unterschieden sind, bei Kristallen kônnte man sagen 
ordentlicher und auBerordentlicher Strahl, nähern sich bis zu einem 
gewissen Abstand bei w — 0, der durch 9’ = 9 gegeben ist. 
Hier ist die Festsetzung ordentlicher und auferordentlicher Strahl 
willkürlich; man hat beim Passieren dieses Punktes die Benennung 


R R 
Rs 0 0 


E-90° 6-90 G-90° 
Fig. 8. 


umzuändern, wie sich daraus ergibt, daB in der unmittelbaren 
Umgebung von w — O nach (2) und (10) unter demselben Strahl 
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derjenige verstanden werden soll, der in u — 0 seinen Umlaufssinn 
ändert. Daraus folgt, daf der Strahl, welcher einen bestimmten 
Umlaufssinn besitzt, aut der einen Seite von w — 0 in die p-Welle, 
auf der anderen in die s-Welle übergeht. 

Die Figur 3 stellt die Normalenflächen bei drei verschiedenen 
Frequenzen dar. 


Nunmehr kônnen wir bei einem vollständig getrennten Triplet 
und Quadruplet sagen, welche Welle | ÆÀ, zu einer Welle, z. B. 
der linksrotierenden, gehürt. Die Figuren (4) (5) zeigen die Ab- 
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sorptionsstreifen der verschiedenen Wellen. Man erkennt leicht 
die bekannten Schemata. Doch gehürt keineswegs die »p-Welle zu 
einer bestimmt rotierenden Welle || R,. Vielmehr gehüren die 
ausgezogenen Kurven || À, zu den ausgezogenen | ÆR,, d.h. ge- 
hôren derselben stetigen Normalenfläche von & — O0 bis € — 90 an. 
Es sei noch auf eine weitere Analogie aus der Kristalloptik 
aufmerksam gemacht. Bei zweiaxigen absorbierenden, nicht drehen- 
den Kristallen fallen bekanntlich die optischen Axen und die Ab- 
sorptionsaxen im allgemeinen nicht zusammen. Wie nun W. Voigt !) 
gezeigt hatte, gibt es in der Umgebung der optischen Axen ein 
»fächerfôürmiges Gebiet“, wo die Geschwindigkeiten, in der Um- 
gebung der Absorptionsaxen ein ebensolches, wo die Absorptionen 
gleich sind. Beide Gebiete stoBen in den , Windungsaxen“ zu- 
sammen, wo also sowobl die Absorptionen wie die Geschwindig- 
keiten beider Wellen dieselben sind. Man erkennt die Aehnlichkeït 
dieser Windungsaxen mit unserem singulären Punkte £,; während 
indes in unserem Falle die Polarisationen der beiden Wellen linear 
in derselben Richtung schwingen, erhält man bei den pleochroiti- 
schen Kristallen zwei zirkulare, gleichsinnig rotierende Wellen. 
Wir wollen nun noch einige Bemerkungen für den Fall, daf 
die Streifen des Triplets und Quadruplets nahe aneinander liegen, 
anknüpfen. Für die Polarisationszustände gilt dann beim Triplet 
2u—iv © __ . sin 2f 


dx + tg 2 cos 28. 


(15) 2 


PA 

Nach dieser Formel gilt die Kurve (1) auch für beliebig 

schwache Zerlegung für jedes w, also auch in den AuBenkompo- 
nenten des Triplets. 
Beim Quadruplet gilt: 

du [2u—u)—#"]P(u+u)—] © _ ; sin2g 

(ue — He) (2u — iv’) s cos 2a 


(16) + tg 2« cos 28. 
Der reelle Teil der linken Seite verschwindet im Triplet nur bei 
u — 0, und die Bedingung dafür, daB tga = 0 an dieser Stelle 
gilt, ist wiederum gegeben durch 
2 Tel 
bo ST | 
Anders beim Quadruplet. Hier verschwindet der reelle Teil der 


linken Seite, auBer bei y — 0, bei 
13 


v 
(Een D at 1 
1) W. Voigt, Ann. d. Phys. 9 S. 367, 1902. 
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und damit lineare Polarisation auftritt, muf noch sein 


Das Gleichheitszeichen definiert den Grenzwinkel é,. 
Lineare Polarisation findet also beim Triplet und Quadruplet 
nur für eine Farbe statt und zwar beim Triplet wieder bei u = 0, 
] 
beim Quadruplet dagegen jetzt bei w°—uw}" = — 


Uns interessiert zunächst die Frage, ob tg « — 0 und 7’ = 0 
bei ein und derselben Frequenz môglich ist. Nun ist wieder 


4 = sien Hierin ist für die Farbe, in der tga = 0, 


die Wurzel entweder rein reell oder rein imaginär. Es ist also 
hier 4’ — 0, wenn ® rein imaginär oder rein reell ist. Nun gilt 
für das Triplet bei w = 0 


9 ist also rein reell. Die Wurzel aber ist imaginär für 


JE 
. 2 > 1, also für £— €, Die Verhältnisse beim Triplet sind 
also in dieser Hinsicht nicht von der Stärke der Zerlegung ab- 
hängig. Das Verhalten der Normalenfläche und Polarisations- 
zustände beim Passieren von uw — O bleibt durch das Schema 
Fig. 2 dargestellt. 

Im Quadruplet dagegen wird tg « = 0 bei du — 4uÿ — »”?. 
Hier aber ist 
sp meruRe eptet ste ue 

pe à 2V, Mo — Ho —?" — uv 
2 
9 bleibt also komplex. Beim Quadruplet fallen also die Kurven 


tg a — O0 und 7’ — 0 nicht in dieselbe Farbe. Nur für den Ver- 


zweigungspunkt £&, verschwindet die Wurzel Vi + Fr. Hier ist 


also zugleich tg « — 0 und 7’ = 0. 

Der Ausdruck für die Kurve 9’ — 0 in der vé-Ebene ist 
recht kompliziert, wir wollen nicht näher darauf eingehen. Der 
Uebergang beim Passieren der betrachteten Stelle spielt sich also 
so ab: Zunächst beim Durchlaufen der Frequenzskala werde die 


,a 
Stelle u° = y" — Te erreicht. Dannist für £ > 6; das Licht linear 


polarisiert. Der Rotationssinn kebrt sich um. Gleichzeitig lôsen 
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die Stücke der Normalenfläche, für die £=—6,, in 6 — €, ihre Ver- 
bindung mit den Stücken £<6,, die ihnen bisher zugehôrten und 
verbinden sich mit den anderen. Schreitet man in derselben 
Richtung in » weiter, so werden sich die reellen Flächen der 
Wellennormale durchschneiden bei einem = & Dieses & wächst 
beim Fortschreiten in », bis £ — 90° erreicht ist. Von da ab 
verlaufen zunächst die Normalenflächen getrennt. Die Figur (6) 
veranschaulicht diesen Uebergang. 


G-w 


Fig. 6. 


Diese speziellen Ueberlegungen sind im Einklang mit den auf 
S. 16 der früheren Arbeit entwickelten allgemeinen Betrachtungen, 
nach denen die Kurven tg « = 0 und 7’ = 0 nur dann vollkommen 
zusaromenfallen künnen, wenn der imaginäre Teil von # für die 
betreffende Farbe verschwindet. 

Ein Versuch, die Aussagen der Theorie betreffend die Polari- 
sationszustände in der Mitte der Streifen des Quadruplets zu prüfen 
ist von Zeemann gemacht. 

Unsere Kurve (1) zeigt, da in der Mitte der Mittelkomponenten 
die Polarisationszustände des Lichtes sich ungemein rasch mit der 
Frequenz ändern. Es dürfte daher schwierig sein, den Lorentz- 
schen Grenzwinkel £, experimentell sicher zu bestimmen. 

Das für die Beobachtung vwichtigste Resultat der Theorie 
scheinen mir die Formeln (15) und (16) zu sein. Nach Figur 1, 
welche gemäf $S. 621 die Polarisationszustände in der ganzen Um- 
gebung des Triplets darstellt, ändern sich die Polarisationszustände 
in den AuBenkomponenten des Triplets bei hinreichend groBer 
Zerlegang nur wenmig mit w, während 8 und « noch gut mefbar 
sind. Auf diese Weise ist es vielleicht môglich, die Dämpfung v’ 
zu bestimmen. Von Bedeutung scheint zu sein, da dies auch für 
solche Emissionslinien geschehen kann, deren Umkehrung bisher 
noch nicht gelungen ist, auf die aber nach dem Kirchhoffschen 
Satz unsere Resultate direkt übertragbar sind. 


Ueber Erdbebenwellen. 


VI. Konstitution des Erdinnern, erschlossen aus der 
Intensität longitudinaler und transversaler Erdbeben- 
wellen, und einige Beobachtungen an den Vorläufern. 


Von 
Ludwig Geiger und Beno Gutenberg. 


Vorgelegt von E. Wiechert in der Sitzung vom 18. Februar 1912. 


Mit 13 Figuren im Text. 


$ 1. Eïnleitung. 

Diese Abhandlung bildet die Fortsetzung der Arbeiten über 
Erdbebenwellen von Wiechert, Zoeppritz, Geiger und 
Gutenberg!), die ebenfalls in diesen Nachrichten erschienen 
sind, und die weiterhin als ,Erdbebenwellen I, II, III, IV, V“ 
zitiert werden sollen. 

Inhalt von I:  Theorie der Ausbreitung der Erdbebenwellen. 

II: Empirisch gewonnene Laufzeitfunktionen der 1. 
und 2. Vorläufer bis zu 13000km Herddistanz, 
und Sinus des Einfallswinkels à als Funktion der 
Herddistanz. 

; » III: Berechnung von Weg und Geschwindigkeit der 

Vorläufer. Die Poissonsche Konstante im Erd- 
innern. 


1) E. Wiechert und K. Zoeppritz, Ueber Erdbebenwellen I und I, 
Güttinger Nachr., math.-phys. Ki, 1907. 
__ K. Zoeppritz und L. Geiger, Ueber Erdbebenvwellen III, ebenda 1909. 
E. Wiechert, Ueber Erdbebenwellen IV, ebenda (im Druck). 
K. Zoeppritz, L. Geiger und B. Gutenberg, Ueber Erdbebenwellen 
V, ebenda 1912. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Hott 6. 42 
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Inhalt von IV: Herglotzsche Methode zur Strahlenberechnung. 


Referenzfunktion. 

; » V: Komstitution des Erdinnern, erschlossen aus der 
Intensität longitudinaler Erdbebenwellen. Erd- 
bebentypen. 


Dieser vorliegende VI. Teil bildet die direkte Fortsetzung 
von Teil V und setzt dessen Kenntnis unbedingt voraus. In ihm 
werden Beobachtungen über die Intensitätsverhältnisse verschiedener 
transversaler und longitudinaler Erdbebenwellen mitgeteilt. Dazu 
wurden die Perioden dieser Wellen und der Schwingungswinkel 
der Transversalwellen (cf. $ 2) untersucht. Es wird gezeigt, daf 
man für die longitudinalen und transversalen Wellen je eine Sinus- 
funktion annehmen kann, die sich sowohl mit den beobachteten 
Intensitätsverhältnissen als auch mit den von Wiechert-Zoepp- 
ritz beobachteten Laufzeiten verträgt. Die Berechnung der 
Wege der 2. Vorläufer bestätigt die von uns aus Longitudinal- 
wellen früher gefundenen drei Unstetigkeitsflächen im Erdinnern. 
Schlieflich werden neue Laufzeitfunktionen für die direkten und 
die wichtigsten reflektierten Vorläufer aufgestellt. 


$ 2. Symbole. 


Symbole, die sich auf Longitudinalwellen beziehen, werden 
durch lateinische, solche, die sich auf Transversalwellen beziehen, 
durch deutsche Buchstaben bezeichnet, und zwar setzen wir 

Energie = E resp. &, 
Amplitude — À resp. {, 
Geschwindigkeit = V resp. 3. 

Strahlebene — Ebene durch Herd, Erdmittelpunkt, Station. 

Schwingungswinkel B — Winkel zwischen Strahlebene 
und Schwingungsebene einer Transversalwelle. 

Winkel zwischen Strahl und der Normalen = à 
resp. |. 

Bodenverrückungen = «, v,# resp. 1, b, W, wobeï 

u,u — horizontale Komponente in der | en PS AU 
v,v À quer zur 

w, ù — vertikale e ist. 

Vorläufer: Longitudinalwellen werden mit P, Transversal- 
wellen mit S bezeichnet. Bei reflektierten Wellen werden diese 
Symbole in der zeitlichen Reihenfolge der einzelnen Bügen gesetzt, 
z. B. heift PPP die zweimal reflektierte Longitudinalwelle, SPS 
eine zweimal reflektierte Welle, die zuerst transversal, dann longi- 
tudinal und zuletzt wieder transversal schwingt. Solche Wellen 
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mit wechselndem Charakter heifen Wechselwellen. Symbole, die 
sich auf solche Vorläufer beziehen, erhalten nôtigenfalls als unteren 
Index das Symbol dieser Welle: z. B. ips. 

Reflexion: Bei einer Reflexion erhalten die Symbole den 
unteren Index :, r, f, je nachdem die einfallende (incidens), 
reflektierte (reflecta) oder die gebrochene (fracta) Welle 
gemeint ist. Symbole, die sich auf die n-te Reflexion an der 
Grenzfläche beziehen, erhalten den oberen eingeklammerten Index 
(n), z. B. (E,)$ès bedeutet die transversal reflektierte Energie einer 
Wechselwelle SPS bei der 2. Reflexion. 

Die weiteren in der vorliegenden Arbeit benutzten Symbole 
haben keine allgemeine Bedeutung; sie werden deshalb erst in den 
betreffenden Paragraphen definiert. 


$ 3. Theoretisches. 
(Von B. Gutenberg.) 


Allgemeine Behandlurg der Zoeppritzschen Me- 
thode. In $3 der ,Erdbebenwellen V“ wurden die theoretischen 
Grundlagen der Zoeppritzschen Methode bei Verwendung von 
Longitudinalwellen gegeben. Die dort erhaltenen Gleichungen 
müssen nun so erweitert werden, daf sie auch für Transversal- 
und Wechselwellen brauchbar sind. 

Bei Anwendung der Zoeppritzschen Methode macht man 
folgende drei Annahmen: 

1) Am Herde breiten sich die Wellen kugelfôrmig aus. Auf 
jeder Kugel ist die Energiedichte konstant. 

2) Die Reflexionen an der Erdoberfläche finden so statt, als 
ob die Wellen auf eine Ebene gegen den leeren Raum träfen. 

8) Alle Wellen erleiden gleich starke Absorption. 

Wie in ,Erdbebenwellen V“ so wird auch jetzt die Bedingung, 
daB sich die Wellen am Herde kugelfôrmig ausbreiten, durch die 
Zonenbetrachtunng (Erdbebenwellen V, $ 3) eingefübrt. Wir wollen 
»Abgangswinkel“ die Winkel nennen, die die abgehenden Wellen 
im Herde mit dem [Lote bilden; sie sind gleich dem Einfallswinkel 
i. Die Abgangswinkel derjenigen Randstrahlen, die zwei Zonen 
der Elementarkugel mit gleicher Oberfläche ausschneïiden, finden wir 
analog wie früher (Erdbebenwellen V, Figur 2) nach der Gleichung 


(1) COS &y_ — COS &y —= COS 1 — COS Gr, —= COS Gir_ — COS @rr 
1 
— COS Qrr — COS Gr, — ON" 


Hierbei sind «1 und a, bezw. an_ und au, die Abgangswinkel 
der Strahlen, die auf den Rand der Zonen I und II treffen. Die 
42* 


Strahlen mit den Abgangswinkeln « und «ax schneiden auf der 
Erdoberfläche je einen Kreis aus, der die durch «_ und «, ge- 
bildeten Zonen in 2 flächengleiche Teile zerlegt. Die Energiedichte 
x* auf diesen Kreïisen wird umgekehrt proportional gesetzt den k 
zugehôrigen Zonenflächen, die durch «_ und «, gegeben sind. Für 
2N in Gleichung (1) muB ein konstanter Wert gewählt werden. 

Die Oberfläche einer durch «_ und «, gebildeten Elementarzone 
sei +, die Energiedichte auf ihr sei x. Es sei x — X% für longi- 
tudinale, x — f für transversale Wellen. Die gesamte durch z 
strômende Energie ist dann x°z. Diese Energie trifft auf die Erd- 
oberfläche auf, die Randstrahlen schneïiden hierbei eine Zone Z°® 
auf der Erde aus. Die Energiedichte auf Z° ist dann 


| 
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. x°.2 
(2) E = x: 
wobei x — X oder f zu setzen ist, je nachdem die vom Herde 


ausgehende Welle longitudinal oder transversal war. In Z® wird 
die einfallende Energie reflektiert, sie kann sich dabei auf 2 Wellen, 
eine von gleicher und eine von der andern Schwingungsart ver- 
teilen. Das Auftreten von gebrochenen Wellen ist nach der 2. 
Zoeppritzschen Annahme ausgeschlossen. Die Energiedichte der 
abgehenden Welle, die wir betrachten wollen, sei E;”, dann ist 


E, () x? 2 
(3) De Fe (7) BON 
Der Faktor m. hängt ab 1) vom Verhältnis der Geschwindigkeiten 


longitudinaler ‘und transversaler Wellen an der Reflexionsstelle, 
also vom Material, 2) von der Schwingungsart und 3) vom Einfalls- 
winkel der auftreffenden Welle. Die in Z°® reflektierte Energie 
môüge auf eine Zone Z°® treffen. Dann ist 


E" Z® EL (1) Z 
(DT = NET PSS 12 ET d nait à. 
(4) E; HS: 7% FT LE VAR 
Die in Z° reflektierte Energie wird gegeben durch 
D E,\°7 pe (F5) (EE), 2 
(5) E® — (Se) = #0 | %) ( je) . 


Man sieht, daf nach n-maliger Reflexion, also beim (n +1)" Auf- 
treffen, die Energiedichte Æ°*" auf Z°*? gegeben wird durch 
: EL ) E (2) Do (n) £ 
Ge I RE SE ENT Se Re REC PT 
E, DU F4 (55 Fe) PAGE 


Se PRE 1. E,\® 
(6) J'; Ve. PVALUR (3) © 
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Hierbei ist [] zu lesen ,,Produkt über alle Werte des dahinter 


stehenden Ausdrucks, wenn man für # die ganzen Zahlen von 1 
bis » der Reïhe nach einsetzt“. Ein oberer Index (#) bedeutet, 
da der Wert der betr. GrôBe beim nt* Auftreffen auf die Erd- 
oberfläche zu bilden ist. 

Um die Amplitude einer Welle zu finden, deren Energie be- 
kannt ist, müssen wir zur Schwingungsgleichung gehen: 


a sin 


Hierbei ist « die momentane, À die maximale Amplitude, T die Pe- 
riode der Schwingung, # die Zeit seit ihrem Beginn. Durch Diffe- 
renzieren von (7) erhält man die momentane Geschwindigkeit F, 
gemessen senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung. Es ist: 


da _ ?rxA 77 
SÉRIE ÎT 


(8) F— +. 


Die Energie E ist proportional V*; es ist demnach 


(9) A = yTVE. 


Der Proportionalitätsfaktor y sei — c für longitudinale, — c für 
transversale Wellen. Berücksichtigt man, daf E zur Bestimmung 
der Amplitude senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung der Welle 
gemessen sein muf, da also die Zone, auf der die auftreffende 
Energie nach (6) bestimmt werden mu, nicht Z“*”, sondern 
2% cos a" ist, wo « — Einfallswinkel, so ergibt sich 


min ARE VS 
(10) À; = yxT. Vz Vs ajer9 j un. 


u%?, die horizontale Bodenverrückung, die durch 4f*” hervor- 


gerufen wird, ist gegeben durch 


(1) a — oi PT 
À, 


= naT. Ve (+ D Vers cos a)"*” (Se) 


Analoges gilt für die vertikale Bewegung; bei ihr ist nur « durch 


w zu ersetzen. (5) hängt genau wie (4) vom Material an der 


Stelle, an der die Welle auftrifft, von der Schwingungsart und 
dem Einfallswinkel der Welle ab. 
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Will man die Bodenverrückungen vergleichen, die zwei Wellen 


En sem te amd 
D ————_—— 


EE ie EE 


1 und II des gleichen Bebens am gleichen Orte hervorrufen, s0 
wäbhlt man unter Benutzung der Gleichung (1) gleiche Elementar- 
zonen; es fällt dann z bei der Division der Bodenverrückungen 
aus der Rechnung heraus. x und y sind zwei Konstanten (vgl. fol- 
gende Seite). T ist die Periode der zu untersuchenden Welle. Die 
Verhältnisse ) und (5) werden unten behandelt werden, soweit 
dies nicht schon in ,,Erdbebenwellen V‘“ geschehen ist. Es bleibt 
also nur noch die Berechnung der Zone Z®%*°. Diese tritt jedoch 
bei der Ausführung der Zoeppritzschen Methode nicht selbst 
auf, sondern es kommt beim Vergleichen zweier Bodenverrückungen 
“1 und um, die durch zwei Wellen I bezw. IL aus der Herddistanz 
4 hervorgerufen werden, das Zonenverhältnis Z1:Z; in Rechnung. 
Die Fläche einer Zone auf einer Kugel mit dem Radius R ist ge- 
geben durch: 


Z = 2nR"(cos 4_— cos 4.,), 


also ist 
Zn _ cos Zn — cos Zn, 
ZA cos Zi — cos Zi, ? 


wobei 41, di,, An_, An, die Zentriwinkel zwischen dem Radius 
nach dem Herde und den Strahlen sind, welche die Zonen Z: bezw. 
Zn bilden. 


Zn Pr sin 1 (Au + An.) sin L(Zn_— An.) 
Zi sin # (21 + Ai.) sin À (Zr- — Ai.) ; 


Es ist mit grofer Annäherung 
du_+ du, = di + di, = 24, 
daber auch, falls Z nicht nahe au 0° oder 180° liegt, 
sin 4 (Zn_+ Zn,) = sin 4 (21 + dr). 
Da die Zonenbreiten 


Ôr = di di, und Ôn = Zn — An, 


bei groBem N in (1) sebr klein werden, so kann das Sinasverhältnis 
durch das Verhältnis der Winkel ersetzt werden, und es ist 


DE =. ES ue 
3 > NA 


2: LOU 
(12) Zu = &" 


Sei uf*” die Bodenverrückung einer n-mal, uff*” die einer "”-mal 
reflektierten Welle, so ergibt sich aus (11) und (12): 
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u (a+) E, (n) 
D ax TUE HE) cos. agro 
usr+® Vu #1 Tu ( u n (Æ ‘A cos PO HOLD , 

À; Il m E, Il 


In (13) ist _… = 1, wenn die beiden verglichenen Wellen bei ihrem 
ÿ 8 à 


Fortgange vom Herd gleichartig schwingen. Im andern Fall wollen 
wir annehmen, daB k:{ bezw. f:k, also auch das Verhältnis der 
am Herde longitudinal und transversal ausgehenden Energie, für 
alle Beben dasselbe ist und werden die Zulässigkeit dieser An- 
nahme in $9 diskutieren. Es ist y1: y — 1, wenn beide Wellen 
mit der gleichen Schwingungsart am Beobachtungsorte ankommen, 
sonst ist es von 1 verschieden, aber konstant. 
Die Verwendung der Gleichung (13) müge an drei Beispielen 
SEE pad ani 
I X1x 
sind 1, ferner zeigt die Beobachtung: TP — Tor, PP ist einmal, 
k He aupt nicht reflektiert. Es ist daher, falls jetzt à: — Ein- 
fallswinkel : : 


gezeigt werden. Zunächst: Welchen Wert hat 


U (2) 
(14) 2 dE Cie REA 


up u L @) * 
À; P 


E, Jp Cosipr Ôfà 
Es ist dies genau die Gleichung (8a) in ,,Erdbebenwellen V“, nur in 
etwas anderer Bezeichnung. Analog (14) ergibt sich die Gleichung 


Uss 


für Für die vorliegende Arbeit werden die Verhältnisse 


UE Us gebraacht. Sieht man Tore 
Upp up . Trr 
an, was im folgenden begründet wird, und tab man alle Kon- 


stanten zusammen, so ergibt sich nach (13): 


il (8) E (D Œ @) 
Ce # EN pee 
Usrs (ar oes (é: F (jure cos ife  OPb 


end $ je als konstant 


ee —————— à —————— 


FT ( CE ( HE cos iffs  ÔÛs ? 
A 2) 
wobei 
€, — CL Ts, 
ù SE IT hp 2 
(a (n) 
Us A /s V cos 5$” 0f’ 
(16) cos id? 


= a 
Up 3 n (1) 
A,/r 
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wobei 


Die bei dem Reflexionsvorgange auftretenden 
GrôüBen ergeben sich aus ,,Erdbebenwellen I“ Soweit nur 
Longitudinalwellen in Betracht kommen, sind sie in ,,Erdbeben- 
wellen V‘ in $ 3 berechnet. Für die bei Benutzung von Trans- 
versalwellen hinzukommenden sind unter der Voraussetzung, daf 
die Transversalwellen in der Strahlebene (— Ebene durch Herd, 
Erdmittelpunkt, Station) schwingen, zwei Füälle müglich: 


-1) sinig < D, 


wo is der Einfallswinkel einer Transversalwelle ist. 
Setzt man wie in ,Erdbebenwellen V“ £ = 1,789, so ergibt sich 


iy < 83° 59/1. 


Fällt eine Transversalwelle unter dem Winkel iy ein, so wird eine 
Transversalwelle unter dem gleichen Winkel, eine Longitudinal- 
welle unter dem Winkel y reflektiert. Nach Erdbebenwellen I, 
(132), ist 


(17) Te = ÿ 


wo V und ® die Geschwindigkeiten der beiden Wellen an der 
Reflexionsstelle sind. Die Gleichung (17) gilt auch, wenn eine 
longitudinale Welle unter y einfällt, und eine transversale unter 
ip reflektiert wird. Die ankommende und die beiden abgehenden 
Wellen bewirken, daB die Bodenverrückung weder den Einfalls- 
winkel iy noch ir zeigt, sondern der scheinbare Einfallswinkel im 
einer Transversalwelle wird gegeben nach I (142) durch 


L tg iy 


Für die weiteren Gleichungen empfehlt es sich, eine Hilfsgrüfe 
einzuführen, und nach I (137) zu setzen: 


— tg ir +0 -7_E ra , 
(19) m — Le te -cot' 2ip — cot iy cot 2im. 
Dann ist nach I (140), (138): 
cos i 
(20) = CS CT rs 
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tu 1 
@b %, — (m+Dsniy 
nach I (136): 

Y, __m—1 
(22) NET 
also 

G, m—1\ 
e9 Ctrl es 
Nun ist aber 

GE,.+E, = C,, 
also 
D ON RSR Mi, in 

. ot ben ap OT 


Fällt einmal longitudinal Æ; unter dem Winkel ?y, dann trans- 
versal ©, unter dem Winkel iy ein, so sieht man durch Vergleichen 
von I (122), (123) mit I (136), (137), daB die folgenden beiden Be- 
ziehungen bestehen, falls (17) erfüllt ist: 


s = 


Die Gleichungen (25) und (26) bilden ein Analogon zum optischen 
Reziprozitätsgesetz. Aus ihnen folgt, daf in Gleichung (13) in 


den Produkten über (5) die einzelnen Faktoren je nur hôchstens 


zwei verschiedene Werte annehmen kônnen, einen bei wechselnder, 
einen zweiten bei gleichartiger Schwingungsart vor und nach der 
Reflexion. Insbesondere folgt für die Gleichung (15): 


E, ) GE, (2) E, () 12 
(Gi (rs = (CE ar): 
sodaB sich (15) auch in folgender Form schreiben läBt: 


M (8) E, a) 
Usps Fr s Es V cosiÿp Or 


FU pe rt Un UT Pre) 
À,/rr À, /ep 
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D UEVE 

2) sni= T 

Es wird nur eine transversale Welle reflektiert. Nach I (160) 

beschreiben die Oberflächenteilchen Ellipsen, deren Achsen parallel 

und senkrecht zur Erdoberfläche stehen. Die Bodenverrückungen 

auszurechnen, hat wegen der Kompliziertheit der Bewegungen wenig 

Zweck. Theoretisch von Interesse ist der scheinbare Austritts- 
winkel iy. Nach I (163) ist 


(28) A AN mé S : te im 
Tabelle 1. 
Berechnung von Werten T LA re sowie von iy bei gegebenem 
y unter der Annahme F = 1,789 für iy < 33° 59,1. 


0° 0’ 0” 00 1,00000 

2 47 38 | 234,21 0,99150 0,09747 
5 34 8 | 58,034 | 0,96612 0,19436 
8 21 24 | 925,406 | 0,92426 0,29013 
11 635 | 13,991 | 0,86659 0,38415 


13 49 43 8,7120 | 0,79406 0,47572 
43 5,8491 | 0,70799 0,56410 
58 4,1282 | 0,61000 0,64847 
36 3,0187 | 0,50232 0,72755 


8 2,3965 | 0,41115 0,78592 
38 2,0358 | 0,34120 0,82610 
30 1,74417 | 0,27118 0,86224 
49 1,50937 || 0,20299 0,89312 
41 1,32410 | 0,13946 0,91654 
54 1,22735 | 0,10208 0,92606 


20 1,15517 | 0,072000 0,92802 
54 1,11568 | 0,054678 0,91772 
1,11475 | 0,054261 0,90500 
1,13408 | 0,062827 0,88426 
1,19005 | 0,08678 0,85100 


1,32215 | 0,13841 0,78886 
1,51737 | 0,20552 0,72288 
2,0254 
2,8335 
4,1552 
8,0610 


Ve 


LE ES UNE RE 00 ER CN RS ET ET RME er rie TOM 
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Tabelle 2. 
Berechnung von ig bei gegebenem iy unter der Annahme 


Le — 1,789 für iy > 33° 59,1. 


80° 70° 50° as | 
58055’ | 5go32 | 61059 |  GGo2s | 7747 = 


449 439 409 37° 359 33° 59,1 
— 86031’ | — 82033! | — 66056! | — 440 14’ | — 230 19/ 0° 


Da die Werte von (&) und a) oft gebraucht werden, 
wurden sie tabuliert (Tabelle 1). In dieser Tabelle findet man 
auBerdem den Winkel iy für wahre Einfallswinkel unter 34°, während 
- Tabelle 2 die Werte ig für im > 34° liefert. Schlieflich geben die 
Figuren 1—3 ein Bild des Verlaufs von ne SL. Le . 
= (); _ æ=,1 -< ir und des scheinbaren iles 
im als Funktion des wirklichen Einfallswinkels iy transversaler 


Wellen. In Figur 1 wurden e CA Le unter Benutzung 


der in Tabelle 1 gefundenen Werte eingezeichnet. Figur 2 gibt 
die Energieverteilung in den reflektierten Wellen. Es wurden in 
ihr die Zusammenhänge (25) und (26) benutzt. Die linke Ordi- 


natenskala gibt in ‘Jo die Energieverhältnisse 


k s ARR 
Œ. bezw. E;' die 


rechte Ordinatenskala analog _ bezw. Fe die linke Skala gilt 


also für gleichartig reflektierte Wellen, die rechte für Wechsel- 
wellen. Die beiden unteren Abszissenskalen geben die zusammen- 
gehôürigen Einfallswinkel ig und 7. Nach (26) ist 


G), = (6): 


! 
ty Li 


so daf in Figur 2 beide Energieverhältnisse durch dieselbe Kurve 
dargestellt werden, da die Abszissenskalen für i und à so ge- 
legt sind, daf entsprechende in und ir an die gleiche Stelle fallen. 
Analoges gilt unter Benutzung von (25) für die Energie der 
Wechselwellen. Je ein gleich hoher Ordinatenwert der rechten 
und linken Skala ergänzen sich zu 100 gemäf der Tatsache, daf 
die Energie der einfallenden Welle gleich der Energie der reflek- 
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tierten gleichartigen Welle plus der Energie der reflektierten 
Wechselwelle ist. Schlieflich geben die beiden oberen Abszissen- 
skalen die Zentriwinkel D bezw. D, die zum Strahlbogen mit den 


En ON A 

TER RMS e 

LIRE PRE EUR M ER en 

2 200 Ve el a Ne EP HTC 

CE LEE va a D A er ea mn 

PR RE: 
F où La 


‘ 

POST OIN ICI 
©: 8 A 
D LE ET 2 11e Lise be ee 
D A 4 LU 2 are 
à, 


be À Poe lle einer, adba Las OL CE 
Asp oh | I 2 poele em ER 
COR MEET TE MIT 


DUT CHEB ES 1020 ES HN II NE200 22/7200) 26217255 SOS 


Fe 


00, 


Figur 1. 
Verhältnis der Amplitude der reflektierten zu derjenigen der einfallenden 
Welle Ce —-—-) und Verhältnis der horizontalen und vertikalen Boden- 


L 


verrückung zur einfallenden Amplitude (& ————— bezw. _ ——.) bei ver- 
i c 


schiedenem Austrittswinkel i für transversale Wellen unter der Annahme «Doi 1,789. 
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Figur 2. (Erklärung im Text.) 


2 
rs 


636 L. Geiger und B. Gutenberg, 


Einfallswinkeln à bezw. i gehôren. — Die Figur 2 gibt z. B. eine 
Antwort auf die Frage: Wie wird eine Longitudinalwelle in der | 
Herddistanz 4 — 20° reflektiert? Es ist D — 4 — 20°; diesem | 
Werte in der oberen Skala entspricht unten der Wert i — 49°,7. 
Es werden zwei Wellen reflektiert: eine Longitudinalwelle unter 
dem Winkel à — 49°7, eine transversale unter dem Winkel 
i — 25°,2. Die linke Skala zeigt, daf 7°Jo der Energie longi- 
tudinal, die rechte, daB 93°) transversal weitergehen. Die ab- 
gehende Longitudinalwelle besitzt wieder einen Zentriwinkel 
D = 20°, die abgehende Transversalwelle einen solchen von 
D = 67°, da dieser Wert von © dem Werte i — 25°,3 rat 


e 
. Ein miel Donne 
Al Nat TNTIIN N° ERREUR 


He iel 


\ 


20° 50° 60° 70° 


) als Funktion von ip für LA — 1700. 


Schlieflich zeigt Figur 3 die Kurve für den Winkel &y, unter 
dem die longitudinale Welle reflektiert wird, sowie den Verlauf 
des scheinbaren Austrittswinkels iy als Funktion von ig. Man 
sieht, daB bei streifendem Einfall der transversalen Welle (i — 90°) 
der scheinbare Einfallswinkel i — 59° beträgt. Bei steiler werden- 
dem Einfall der Welle scheint diese jedoch immer flacher aus- 
zutreten; trifft sie unter 45° auf, so scheint der StoB streifend 


0° 
Gegenpunkt 


Figur 3. îy (———) und 1 ( 
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anzukommen. Zwischen 45° = i = 34° ist i negativ, und erst bei 
80°—iZ0", oder bei Herddistanzen von über 5000 km, wie die 
obere Abszissenskala zeigt, sind der wahre und der scheinbare 
Austrittswinkel ungefähr gleich. 

Der Schwingungswinkel. Alle seitherigen Betrachtungen 
wurden unter der Annahme durchgeführt, daB der Schwingungs- 
winkel der Transversalwellen 0° ist, d.h., daB die Transversal- 
wellen in der Strahlebene schwingen. Es fragt sich nun, wie groB 
ist der Fehler bei der Berechnung der Bodenverrückungen, wenn 
der Schwingungswinkel den Wert B hat? Figur 4 môüge einen 


(y 3 


€ 2 
Figur 4. 


Schnitt senkrecht zur Strahlebene darstellen, À sei die Ampli- 
tude einer Transversalwelle, die in der Strahlebene schwingt, 3 
diejenige einer der ersten Welle gleichen Transversalwelle, die 
den Schwingungswinkel 8 besitzt. 9 kann in zwei Komponenten 
€ und D mit den Schwingungswinkeln 0° bezw. 90° zerlegt werden. 
Es ist 

(29) A— 9. LC Pocosh,. Di) Ysinf. 

Die weitere Rechnung soll nur für S und SPS durchgeführt werden. 
Zunächst ergibt sich, da in Gleichung (13) nur die Ausdrücke () 
und — von B abhängen. Seien Y,, B,, G,, D, die Oberflächen- 
werte von A, 3, C, D, seien ferner a, b, c, d die Bodenverrückungen, 
und zwar a hervorgerufen durch J, in der Einfallsebene, b hervor- 
gerufen durch 8, (b ist im allgemeinen nicht || 8), c die Kompo- 
nente von b parallel zur Einfallsebene, db diejenige senkrecht zur 


Einfallsebene, SO ist 
( a ) ( a à 
b /s Ve + D" 


da weder c noch d eine Phasenverschiebung erleiden, wenn die 
Amplituden GC, und ©, auf die Erde auftreffen. 


( a | = ne œ) a D) 


b 


Ven ele) 
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da ME. 
A:B:C:D = Y,:9,:0,: D. 


Nach Erdbebenwellen I (169) ist . = 2. 
$ 


Ferner ist Ca = T’ demnach 
(5) Eu Cat va 
pr Vo+ao (5) 
und nach (29): 
PA ae Potins 
(80) b ) \/c0s' B+ a() sin° B 


Nach Figur 1 liegt _. = Vlr) + (a) , Wenn man von dem 


praktisch unbrauchbaren Gebiet mit 34° < i << 32° absieht, zwischen 
1,98 und 2,24. Für _ — 2,0 ist nach (30) as — bs, wo a durch 


eine transversale Welle mit dem Schwingungswinkel 0°, 6 durch 
eine gleich starke Welle mit dem Schwingungswinkel B hervor- 


: — 2,24 ist 


gerufen wird. Für 


a DE É 

(5), 7 Vcos'B+(0,9)"sin'f 
für B — 90°, im ungünstigsten Falle, ist as — 1,1bs, also as um 
10°/o falsch. Für 8 — 20° z.B. ist (5) — 1,011, also as um 
S 
1,1 °/o falsch. Demnach hat selbst ein von 0° wesentlich 
verschiedener Schwingungswinkel keinen wesent- 
lichen EinfluB auf die Berechnung der durch S hervor- 
gerufenen Gesamtbodenverrückung. Anders liegen die 
Verhältnisse bei der Berechnung von ass. Benutzen wir die 

gleichen Bezeichnungen wie bei S, so ist jetzt 


tc= 1:60, = N°; b= | =, 


da nach der zweïiten Reflexion aus Symmetriegründen 8 = 0 sein 
mu. Demnach ist b — c, und für eine beliébige Komponente gilt: 


it, El is 5 5 Sn 


d. b. (EL. ist unabhängig vom Einfallswinkel. Der Fehler in der 


: 
F 
ÿ 


CORRE 2j Pete 


RE. = à 
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Bestimmung von aüsrs, wenn man B — 0 anstelle eines Wertes 
B setzt, ist ein Cosinusfehler, also klein, wenn 8 klein ist. 

= ion PT OR 2 Le 'OE ÿ $ s 
Für B — 20° z. B. ist (El Ho 1,065, es ist also bei 
B = 20° u um 6/2 °/0 falsch. 


$ 4 Beobachtungen über den Schwingungswinkel 
der S-Wellen. 
(Von B. Gutenberg.) 


Zur Untersuchung des Schwingungswinkels der S-Wellen 
standen als Beobachtungsmaterial die Registrierungen der Gôt- 
tinger Seismographen von 1904 bis 1911 zur Verfiügung. Es zeigte 
sich jedoch, daf für die Beobachtungen über Transversalwellen 
nur die Aufzeichnungen des Wiechertschen astatischen 1200 kg- 
. Horizontalpendels verwandt werden konnten. Die Vertikalbewe- 
gungen durch die Transversalwellen geben infolge ihrer meist 
hohen Periode, die wesentlich über der Eigenperiode des Vertikal- 
pendels liegt, keine hinreichend genau bestimmbaren Bodenver- 
rückungen. Nach den früheren Erfahrungen wurden nur Beben 
mit gut ausgeprägten Registrierungen benutzt. Es wurden von 
vornherein keine solchen Wellen ausgemessen, denen nach Analogie 
der in ,,Erdbebenwellen V“ eingeführten Gewichte 1—4 das Ge- 
wicht 1 zugekommen wäre. Ferner wurden solche Wellen nicht 
berücksichtigt, die eine deutliche Ueberlagerung durch andere 
Wellen zeigten, oder bei denen die Gefahr einer Verwechslung 
mit andern Wellen bestand; alle Beben wurden ausgeschieden, bei 
denen die stärkste P-Welle in solcher Entfernung von iP auftrat, 
daf die Môglichkeit eines zweiten Stofes vorhanden war, sowie 
alle, die eine ausgesprochenes ,,ReiBen‘‘ (eP) zeigten. SchlieBlich 
wurden nur Wellen verwandt, bei denen die Bodenverrückungen 
in einer Geraden stattfanden, d. h. solche, bei denen einem Maxi- 
mum oder Minimum in der EW-Komponente ein solches in der 
NS-Komponente entsprach, und bei denen in beiden Komponenten 
die Ruhelage gleichzeitig passiert wurde. Es zeigte sich zunächst, 
daB bei Beben mit Herddistanzen unter 85° dieser letzten Be- 
dingung bei S in den seltensten Fällen entsprochen wurde. War 
sie doch erfüllt, so wechselte meist die Richtung der Bodenver- 
rückung der S-Wellen in aufeinanderfolgenden Wellen und war 
stets wesentlich von der Richtung der Longitudinalwellen ver- 
schieden. Bei Herddistanzen unter 8b° liegen also die Verhält- 
nisse sebr kompliziert. Nach der Theorie ($ 3) müften bei einem 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-vbys, Kineso. 1912. Heft6, 43 
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Schwingungswinkel der S-Wellen von 0° in diesen Distanzen die 
Bodenteilchen Ellipsen beschreiben, deren Achsen senkrecht und 
parallel zur Erdoberfläche stehen, während sie sich bei einem 
Schwingungswinkel 8s der S-Wellen von 90° horizontal in einer 
Richtung verschieben müften, die senkrecht zu der Strahlebene 
steht (Erdbebenwellen I, (169)). Die tatsächlichen Verrückungen 
lassen keinen Schluf auf fs in diesen Distanzen zu. Die Kompli- 
ziertheit der Verhältnisse bei der , Totalreflexion‘ der S-Wellen 
in Distanzen unter 34° rührt vielleicht daher, daB die Theorie für 
Sinusschwingungen gilt, solche aber in Wirklichkeit nicht vor- 
handen sind. Es waren hiernach für die Untersuchong nur brauch- 
bar S, PS in Distanzen über 34°, SS, SPS u. a. über 68°. Nun 
liegen aber S und PS bezw. SS und SPS in den Distanzen 
34° < A < 63° bezw. 4 < 68° auBerordentlich nahe zusammen, s0 
daB sehr leicht Verwechslungen vorkommen kônnen. PS und SP 
überlagern einander und sind beide stark, so daf deswegen von 
ihrer Betrachtung abgesehen wurde. SS, PSS und SSP ergeben 
sich bereits bei 4 — 71° sehr schwach, falls man Bs zu 0° an- 
nimmt. Es kann daher die Welle, deren Laufzeit etwa gleich 
derjenigen von SS ist, bei Distanzen über 71° als SPS ange- 
sprochen werden, wie dies weiter unten ($ 6) noch näher ausge- 
führt wird. Es sind jedoch alle Folgerungen, die aus der Be- 
trachtung der SPS-Welle gezogen werden, nicht sehr sicher, 
und zwar aus folgenden Gründen: 1) Die ziemlich starken SPSP- 
und PSPS-Wellen liegen dicht hinter SPS; 2) schon bei kleinem 
Bs nähert sich die Bodenverrückung von SS derjenigen von SPS; 
3) schon von etwa 4 — 80° ab kônnen SSP und PSS merklichen 
Einfluf auf die SPS-Welle haben; 4) die Bestimmung der Boden- 
verrückung durch die SPS-Welle ist ziemlich ungenau, da die 
Perioden der SPS-Wellen über der Eigenperiode des Instramentes 
liegen. — Bei Herddistanzen über 82° sind S und PS infolge der 
Unsicherheit der Laufzeiten môglicherweise zu verwechseln, falls 
S (analog wie P) dort schwach ist. In welchen Distanzen die 
einzelnen Wellen verwendbar sind, zeigt Tabelle 3. Es fanden 
sich für 63° < 4 < 90° im ganzen 20 brauchbare Beben für S oder 
SPS, wäbrend Geiger in ,,Erdbebenwellen V“ für die Longi- 
tudinalwellen 34 Beben aus den gleichen Herddistanzen mit Gre- 
wicht 2 bis 4 benutzte. Tabelle 4 gibt eine Zusammenstellung 
der MeBresultate. In ïihr findet sich zunächst die Nummer des 
Bebens; die Nummerierung ist die gleiche wie in ,Erdbebenwellen 
V“. Neu hinzugekommen sind No. 73 und No. 74. Die Bestimmung 
der Herddistanz 4 ist in $ 10 angegeben. Es wurden je die ersten 
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Tabelle 38. 


unter 829 


40° bis 1640 
61° 2469 
63° , 82° 
71° , 90° 


Einsätze der Wellen P, PP, S und SPS in beiden Komponenten 
von der Ruhelage aus gemessen. Bei den am besten ausgeprägten 
wurde dann je die Bodenverrückung berechnet; die so erhaltenen 
Werte sind ebenfalls in Tabelle 4 eingetragen. Wie man den 
Schwingungswinkel Bs der S-Wellen finden kann, wenn man die 
EW- und NS-Komponente der Bodenverrückungen durch P und S 


_ kennt, hat Galitzin!) gezeigt: Sind x und zx die EW- bezw. 


NS-Komponente der Bodenverrückung einer Welle, « das Azimut 
ibrer Bodenverrückung gegen die NS-Richtung, so ist 


TE 
ga = ——. 
PA 


Der Winkel « ist in Tabelle 4 für P, PP und S angegeben; er 
ist von N aus gerechnet, und zwar positiv nach Osten, negativ nach 
Westen. Ferner findet man ypr — app — up und ys — às — ap. 
Es müfte stets yrp — 0 sein, da P und PP in der gleichen Strahl- 
ebene schwingen. ?yrPP schwankt jedoch infolge der Ungenauigkeit 
der Beobachtung zwischen +71/2° und —71/s°. Da ys zwischen 
+ 6° und —7!}2 beobachtet ist, so sind wir zu dem Schlusse be- 
rechtigt, daf auch ys — 0 ist. Nach Galitzin gilt für Bs: 


tg Bs — tg ys Cos ip. 


Der cos des Einfallswinkels &? longitudinaler Wellen ist bei den 
benutzten Herddistanzen etwa 0,9. Es liezen demnach die Werte 
für den Schwingungswinkel Bs zwischen + 51/2 und — 7°. 
Das Gesamtresultat der obigen Untersuchungen stimmt gut 
mit dem von Galitzin gefundenen überein. Galitzin sagt: 
»Für kleine Epizentralentfernungen ist der Winkel 8 im allge- 
meinen groB, wobei 8 zwischen ziemlich weiten Grenzen schwankt 


1) Fürst B. Galitzin, Ueber die Schwingungsrichtnng eines Bodenteilchens 
in den transversalen Wellen der zweiten Vorphase eines Bebens. Bulletin de 
l’Académie Impériale des Sciences de St-Pétersbourg 1911, S. 1019—1028. 
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| 73 


| 61) 


| 41) 1904 Juni 25 
| 15b 


» Juni 27 


1905 Juni 2 


1907 April 15 


s ‘ Mai 26 


, Juil 


7,4 


9,1 


1908 März 26/27 | 9,6 


»n Mai 15 


|, Nov. 6 


»  Dez:V12 


1909 Febr. 26 


7,6 


7,9 


8,4 
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Tabelle 4. 
P | PP | s 
u u u 
— 6,3 [+ 3,2 [+ 80 
126 |E 5,6 [+154 
+ 050! 0,57|+ 0,52 
— 7,5 |+ 3,2 |+ 54 
148 |L 55 [+135 
+ 052|+ 0/58l+ 0/40 
+ 5,0 |+ 1,5 |+ 3,9 
+ 85 | 25 [+ 65 
L 0/59[2 0,602 0,60 
_— 21 [+ 07 + 77 
_ 06 |£ 03 |+ 34 
+ 35 [+ 23 [4 23 
+924 |_51,3 
96 [+240 
— 233|— 9/14 
— 2,9 |+ 3,8 |+20,8 
— 48 |+ 6,0 |+39,2 
+ 060[E 06314 0,53 
+ 1,3 |+ 42514 7,9 
5,08 Tour er 
re ET A re" 
+275 |+46,8 
127 |—25/7 
— 216— 1,82 
& Lois! 12 
— 49 |— 8,0 |+ 75 
— 0,20|— 0,17|— 0,16 
4,16 407 2,68 
+ 80 [+ 41 |[E 39 
+ 06812 05112 052 
+ 6,0 [+ 4,0 |+10,0 
9 9 |_195 
? 2 |— 080 
CRT PRE 
es 00 + 25 
554 


SPS “Xp pp &s YrP Ys j 
u 0 0 0 0 0 . 
26:/,| 29] 27/,]+3 |+1 K 
| 
271/,| 30 22 |+91,]—514 | 
à, 
> a | 
80 31 31 |+ 17,|+ 14 
. 
Le j 
| 
74 661/2| 6612] —71/3l—71/9) 
+202 | 
— 83 4] 
— 2,43|—67 |—65 22 
|| 
81 82 28 |+1 |—-8 4 
+ 6,1 ' 
Lt 20 1 
— 8,1|—77 |—76 |—71 |+1 |+6 
+143 \| 
— 1,731—65 |—61 +4 j 
—Ilh— 9 9 |+2 |+21M) 
9,3 N' 
+ 50 | 
+ 0,46] 28 | 27 271 | 3 
| 
—381/; | 
—10"/; —67}; +3 4 
Los CODE ù 


1) Bei den Beben No. 4, 6, 7 sind die angegebenen Werte für P, PP, S, SPS { 


proportional den Verrückungen, da die VergrôBerung des Horizontalpendels nicht 


bekaont ist; die Werte unter EW : NS sind daher etwas unsicher. 


über Erdbebenwellen. 


und sich sogar zuweilen + 90° oder —90° nähert. Von der Epi- 
zentralentfernung 4 — 4430 ab wird 8 im allgemeinen mit zwei 
bis drei Ausnahmen schon bedeutend kleiner .... Der Wert von 
B mu unbedingt durch die physikalischen Eigenschaften der ver- 
schiedenen geologischen Schichten in der Nähe der Erdoberfläche 
im Beobachtungsort, sowie im Epizentralgebiet selbst beeinfluft 
werden. Dadurch erklärt sich hôchstwahrscheinlich die grofe Ver- 
änderlichkeit von B“. 

Galitzin benutzt 23 Beben von zwei Jahren mit Herd- 
distanzen zwischen 19° und 90°. 

Das Resultat der vorliegenden Untersuchung läft sich so 
zusammenfassen : 

Die Transversalwellen schwingen bei Herdent- 
fernungen von 65° bis 82° innerhalb der Beobachtungs- 
fehler (+7) in der gleichen Ebene wie die Longi- 
tudinalwellen. Bei Beben unter 34 Herddistanz hängt die 


Kompo- | 
to. Datum 4 P PP S SPS œ C2 y y 
Meg|2enten | , “ | # ni PP d SUR 
1909 März 11 | 9,2! EW |+ 0,8 |— 0,6 5,8 
NS |— 0,6 |+ 0,6 + 5,2 
EW:NS| — 1,3 |[— 1,0 1,1 —521/,|—45 |—471,] 471,145 
1! ,  Juli 30 9,7 | EW |+ 6,0 |+15,0 + 45 
NS |— 2,5 |— 6,0 —,26,4 
EW:NS|— 2,4 |— 2,5 — 1,7 | —67!,|—68 ir L 
2 » August 14 | 9,0 | EW |+ 0,8 |+ 0,5 [+ 2,3 
NS |+ 1,4 |+ 0,8 |+ 3,4 
EW:NS|-—+ 0,57|+ 0,63|+ 0,67 291/;| 32 +921/2l +41), 
8| , Sept. 8 84 | EW |+ 26 |+ 16 |+ 5,0 |— 1,8 
NS |+ 4,0 |+ 2,0 |+ 6,4 |— 2,45 
EW:NS| + 0,65+ 0,80|+ 0,78+ 0,73 +51/,|+5 
ke | 1910 April 12 | 8,9 | EW |+110 |—12,5 |+ 95 
É NS |— 5,9 |+ 5,4 |— 54 
EW:NS|— 1,87/— 2,3 |— 1,76 —41};| +11/, 
| , Mai 31 9,6 | EW |— 2,0 |+ 4,5 + 14,3 
NS |+ 0,8 |— 1,6 — 6,0 
EW:NS|— 2,5 |— 28 —1 924 +2 
*) | 1911 Juni 6 9,7 | EW |—13,8 |+16,1 + 99 
NS |+ 5,0 [— 5,5 — 33 
EW:NS| — 2,8 |— 2,9 — 8,0 — ha 
4| , Juni 15 9,0 | EW |—97 |+55 |+313 |—416 
NS |-55 |+32,5 [+165 |—182 
EW:NS| + 1,76/+ 1,69/+ 1,90/+ 2,3 1 {Hi 
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Bodenverrückung in sehr komplizierter Weise von der Amplitude 
der einfallenden Welle ab. Von der Untersuchung des Schwingungs- 
winkels der S-Wellen bei den Beben mit Herddistanzen zwischen 
34 und 63° wurde abgesehen, da eine Verwechslung der S- und 
PS-Wellen sebr leicht môglich ist. 

Als Nebenresultat ergibt sich, daf es mit Hilfe des Gôttinger 
Horizontalseismometers môglich ist, bei gut ausgeprägten Beben 
deren Azimut auf etwa + 5° genau anzugeben. So zeigen z. B. die 
mexikanischen Beben (No. 23, 37, 51, 60 und 70) ein Azimut von 
— 67%/à° + 2%/«, während die Rechnung bei Annahme einer Breite 
æ — 17° nôrdl. und einer Länge À — 99° westl. des Herdes ein 
Azimut von 65°, gerechnet von Nord aus, ergibt, also eine Diffe- 
renz von nur 2°/«° gegen das Mittel der Beobachtungen zeigt. 


$ 5. Beobachtungen über die Perioden der Vorläufer. 
(Von B. Gutenberg.) 


Wie wir in $ 3 gesehen haben, ist zur Berechnung der Ampli- 
tudenfunktion zweier Wellen mit verschiedener Periode die Kennt- 
nis des Periodenverhältnisses nôtig. Es wurden deshalb an 23 Beben, 
darunter den schon im $ 4 benutzten 20 Beben, die Perioden der 
P-, PP-, S- und SPS-Wellen gemessen. Bei der letzteren zeigte 
sich stets nur eine Periode und zwar eine hôühere als bei den 
ersten drei. Bei diesen liefen sich jedoch deutlich zwei Klassen 
von Perioden unterscheiden, wie schon Roesener in einer einge- 
henden Untersuchung für Gôttingen fand, eine mit meist b—7 Sek., 
sie ist im folgenden mit I bezeichnet, und eine zweite mit 11—12 Sek., 
sie ist mit II bezeichnet. In Tabelle 5 sind die Mefresultate ein- 
getragen. Datum und Distanz der Beben kann aus Tabelle 4 ent- 
nommen werden. Bei den dort nicht angegebenen Beben No. 35, 
88 und 65b ist die Distanz nicht genau genug bekannt. Die 2. bis 
7. Spalte enthalten die Mittel aus mehreren Messungen der betr. 
Periodenklasse. Für die Messung der Periode von SPS standen 
meist nur eine oder zwei Wellen zur Verfügung. Man sieht sofort, 
daB die Klassenbildung durchaus nicht willkürlich ist. Sehr oft 
treten beide Periodenklassen nebeneinander auf. Bei den ersten 
Vorläufern zeigt das Vertikalpendel infolge seiner niedrigen Eigen- 
periode (4 Sek.) fast stets nur die I-Klasse, die überhaupt bei den 
ersten Vorläufern meist klarer ausgeprägt ist als die II-Klasse. 
Bei den S-Wellen ist die II-Klasse meist besser ausgeprägt, doch 
sind infolge der hüheren Periode stets weniger Wellen der II- 
Klasse als der I-Klasse mefbar. Figur 5 zeigt die relative Häuñg- 
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Tabelle 5. 
| NE D ET EE ————————————— 
TP Sek. | Thp Sek.| Ts Sek. Ten Tende Fi Tue ci 
No. — —| Tops | | 22 | “81 | sn | “srs| 


1}u 1|u 1 lil 


Sek. Ps 
AE TE 
done li00 Ne 
deal 
mn LR AT es 
VER VAN. 1,6 
1,0 1,5 
_— _ _ — 1,6 
= ("29 L'AoNe Tate 
12 — _— 1,0 Le 2 
= | —4) of 14 [17 EE 
=) 20 0 167)" 2" pe ANS 
nn SE CU ES Le D 
CE ET RARE SESLES Pan BE 
sa RE 2,0 ue 28 se 
CSS ANS ES cé à ee ar 
= 1 29) 230712 l'io N— 
Danse — | 18 
18 _ — Rue 
20 DOI 2 dre: 
Mittel | 5,5 | 11,3| 5,6 14 6,0 | 10,8] 18:/, | 2,1 | 20!|°f1 | 0,95 | 1,7 
EE ——————_— 
Durch Division der Mittel ergibt sich: 
Trrr Tsrr Terr Ter 
Ta — 2,05; Ta — 1,80; Tor = 1,96; Ti = J,l; 
T. T, dy 
1708 ,96 ; SPS 1,6: SPs = 17. 
Tprr Ter Tsn 


fa 


keit der einzelnen Perioden aus allen gemachten Messungen über- 
haupt. Die der Figur zugrundeliegenden Zahlen sind in Tabelle 6 
zusammengestellt. In Figur 5 sind eingezeichnet die relative 
Häufigkeit der einzelnen Perioden bei den ersten Vorläufern aus 
206 Beobachtungen von P und PP (ausgezogene Kurve), die- 
jenige bei den S-Wellen aus 77 Beobachtungen (— — — —) und 
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Tabelle 6. 


Häufigkeit der ganzzahligen Perioden bei den Vor- 
läufern und der kurzperiodischen Bodenunruhe. 


Beobachtete Häufigkeit der Perioden bei 


Bodenunruhe 


[ie] 


Qt 4 © © Où «© @ Qt D BR + 
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5 
5 
4 
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l#e ON + 


Se ere ane 
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DEPART 


0 DM 6 TUE ON 13 140 15 NO 
—| 
Figur 5. Periodenhäufigkeit bei P und PP (————}), S (— ——) und bei 
Bodenunruhe (—:—:—). 


schlieBlich zum Vergleiche die relative Periodenhäufigkeit bei 
der kurzperiodischen Bodenunruhe in Gôttingen aus 1932 Beob- 
achtungen') je der ganzzahligen Perioden. Alle drei Kurven 


1) Vgl. B. Gutenberg, die seismische Bodenuunruhe, Gôttinger Dissertation 
und Gerlands Beiträge zur Geophysik, XI, 1911, Heft 2/4, Tabelle 6c. 
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zeigen ein scharfes Maximum der Periodenhäufigkeit zwischen 5 
und 6 Sek., auBerdem die Kurven für die Vorläufer ein zweites 
Maximum zwischen 11 und 12 Sek. Die Realität der Anschwellung 
der Häuñfigkeit der S-Perioden zwischen 8 und 9 Sek. ist nicht 
sicher, da nur wenige Beobachtungen über 7, vorliegen, wie Ta- 
belle 6 zeigt. Aus den fünf letzten Spalten der Tabelle 5 geht 
hervor, da die Verhältnisse der Periodenklassen von P und S 
innerhalb der Beobachtungsfehler konstant sind, und daf das gleiche 
von dem Verhältnisse Tips: Ton Silt: Ter Wurde hierbei benutzt, 
da Zen nicht häufig genug beobachtet ist, die I-Klassen aber relativ 
weniger scharf bestimmbare Einzelperioden haben als die II-Klassen 
mit ihren grôBeren Perioden. Es kann nach vorliegendem 
das Verhältnis 7,:T:T,:Teps im allgemeinen als kon- 
stant betrachtet werden. Als Mittel liefert Tabelle 5: 
Ty = Bd Sek., Thu = 11,4Sek., Ty = 6,0 Sek., Tir — 10,8 Sek. 
. Sieht man 7, als Grundperiode von P, T.,, als Grundperiode von 
S an, s0 ergibt sich: Tips: Ts: Tpp! TP = 8,8:1,95:1,0:1,0. Herr 
Rôsener hatte die Freundlichkeit, mir mitzuteilen, daB diese 
Werte gut mit den von ihm gefundenen Resultaten, die demnächst 
verôffentlicht werden!), übereinstimmen. 


$ 6. Berechnung und Diskussion der Amplitudenfunktion 
von (T°) una (5) unter Annahme 1 für sini (4 
(Von B. Gutenberg.) 

Für die Untersuchung der Amplitudenfunktionen der Trans- 
versalwellen wurde vorausgesetzt, daB die in ,,Erdbebenwellen V‘“ 
aufgestellte sini(4)-Funktion für longitudinale Wellen streng 
richtig sei. Für transversale Wellen wurde zunächst die An- 
nahme 1 gemacht, da bis zur Herddistanz von 4 — 403 
sini(4) = sini(4) sei, und unter dieser Voraussetzung die Ampli- 


u 
tudenfunktion ne für 42 68,66 berechnet. Es ist nach (13) 
à 


unter der Annahme, daB der Schwingungswinkel 8, von SS 0° ist: 


1) F. Rôsener, Über die Perioden der Erdbebenwellen. (Vorl. Mitt. über 
eine Gôttinger Dissertation.) Phys. Zeitschr. 13, 1912, S. 218. 

Nach einer Hypothese von E. Wiechert werden bei einem Bruch der Erd- 
rinde am Herd zugleich longitudinale und transversale Wellen erzeugt, sodaB P 
und S neben gleichen Perioden auch solche enthalten müssen, deren Längen um- 
gekehrt proportional den Geschwindigkeiten sind. In unserem Falle wäre danach 
1,95 als das Verhältnis der Geschwindigkeiten zu deuten. 
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) 
(32) ee 1e Cu ça cos de 
Mar ut PR E). j: cosi® \/ 05” 


u 
Die in $ 9 diskutierte Amplitudenfunktion Pa zeigt, daf 


P 
c { Ts s Lt 
—.-.— etwa 1 ist. Nimmt man A 1 ebenfalls zu 1 an, 


u 

so läft sich D NC unter Annahme 1 für sini(4) berechnen. Ta- 
2 

belle 7 gibt eine Reïhe von Werten. 


Tabelle 7. 
u 
Berechnete Werte von —— (4) unter Annahme 1 für sini(4) 
ÿ % 
unter der Voraussetzung Bys = 0 ct es = 
8 Pss die had autant 


759,04 76°,00) 762,00, | 78°,00 80°,60/} 
0,073 | 0,050 0,55 0,61 0,80 
ee 


u 
Ein 4 bedeutet lim FE) bei zunehmendem, ein ? bei abnehmendem 4. 
P /4 


Man sieht, daB u,, unter unseren Annahmen stellenweise kleiner 
als uw ist. Hätte SS eine grôBere Periode als P, so wäre ts 
grôfier als hier berechnet ist. Da jedoch 7,,: 7, kaum grüfer als 
zwei sein wird, andererseits SS wabrscheinlich eine grüBere Ab- 
sorption als P erleidet, insbesondere an der Reflexionsstelle an 
der Erdoberfläche, so dürften die wahren Werte von ne mit den 
berechneten Werten angenähert übereinstimmen, falls Annahme 1 
richtig ist, und falls 84 — 0. Wie schon früher erwähnt ist, 
würde in diesem Falle bei 4 > 71° SPS die Ursache der Boden- 
verrückung sein kônnen, die seither als SS angesprochen wurde. 
Wie aus $ 10 hervorgeht, differieren die Laufzeiten von SS und 
SPS in den benutzten Gebieten um 2 bis 12 Sek., eine Verwechs- 
Jung ist also sehr leicht môglich. Es ist nach (13) und (25): 
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@ a) 
re) D 
Uss Tss À /ss À; /ss Va isps Ve 


SET SR ue HET 
Y, SPsS GC; SPS 


Hierbei ist im Mittel etwa für die zur Messung benutzten Distanzen: 


T 6] 
ss : . sPs 
Por 0,6, cosi,, = Ca. cos isps) AT ne 1,8; ns — 0,8, 
SPs ss ( u ) 
2, SPS 


demnach 


S'en. 06,13,008.08 ven 
_— . 0,6.1,3.0,06.0, * 30” 
Es ist also unter den angegebenen Annahmen bei Herddistanzen 
zwischen 74° und 80° die Bodenverrückung durch SPS etwa 30 mal so 
stark wie die Bodenverrückung durch S$S. Eine andere Annahme 
über den Schwingungswinkel hat zur Folge, da u,, und u»4 sich 
nähern. üsp Und psg sind von der gleichen GrôBenordnung wie 
Uss Man wird daher wie oben angegeben annäherungsweise die 
seither als SS angesprochene Welle bei Herddistanzen über etwa 
71° als SPS bezeichnen dürfen, muB jedoch dabei stets im Auge 
behalten, daB auch die Wellen SPSP und PSPS, die sehr dicht 
hinter SPS folgen, ziemlich stark sein kônnen, und daB von etwa 
A = 90° ab auch die vernachlässigten Wellen stärker werden. 
Um den Verlauf der sini(4)-Funktion bei kleinem 4 prüfen 


gebildet. Es wurde PP gewäbhlt, da «,» 


= usrs 
zu kônnen, wurde 
Upp 
bei Herddistanzen über 80° genauer bestimmbar ist als #,. Es war 


ul } Æ) 
(2) (2 
lsps L /srs \C:; /sps VE "cos ip Op 


(27) Lies at; EE e EX À Cos Fe Le. ; 
À À; /rp À; /vp 
c f Lors 
= —.—. = k 3 
WO €, 4: Tan : onstant 


Für die Rechnung, deren Hauptwerte in Tabelle 8 angegeben 
sind, wurde gesetzt: c, — 0,5. c, hat in Wirklichkeït vielleicht 


den Wert 1,7, denn die Kurve für 5 liefert etwa 
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nach Tabelle 5 ist T ungefähr 1,7, also wäre dann c, — 1,7. 


8 
Wenn c, + 0,5 ist, so mu in der Zeichnung die berechnete Kurve 
der beobachteten parallel laufen, wenn die Kurven, wie es hier 
geschehen ist, in logarithmischem Mafstabe gezeichnet werden. 


Tabelle 8. 


unter den Annahmen 


Usps 
Berechnung von 
PP 


sini(4) = sini(4) und c, = 0,6. 
CCE 


709,18 = 33055/| 20,66 |19°,2 | 0,626 | 0,5905 | 3,5453 


Ugps 


$ u \® 
m (he ver 


ir | isps dsps 


32 28 |33 40 | 2,84| 7,9 | 0,8855 | 0,6095 | 2,8917 
31 38 |33 20 | 3,01| 6,3 | 0,9579 | 0,6265 | 2,5428 


76,70 |30 54 133 0 | 3,16| 5,67| 0,9809 | 0,6410 | 2,3427 
78,00 | 30 27 |32 45 | 3,30] 5,38 | 0,9889 | 0,6515 | 2,254 
80,607 | 29 36 | 32 13 | 3,48] 5,01] 0,9949 | 0,6685 || 2,096 


5,01 || 0,9949 | 0,6685 | 2,096 | 1,070 | 11,4 
4,92 | 0,9961 | 0,6690 | 2,0561 | 1,070 
1,9800 


1,939 
5,06 || 0,9962 | 0,6705 || 1,883 | 1,068 | 4, 
1,831 


Von den Reflexionsfaktoren, die in (27) in den auf c, folgenden 
Verhältnissen auftreten, sind die im Zähler stehenden in $ 3 der 
vorliegenden Arbeit, die im Nenner stehenden in $ 3 der ,Erd- 
bebenwellen V“ berechnet. Die einzelnen vorkommenden Werte 
wurden den bereits gezeichneten Kurven für diese Verhältnisse 
entnommen. (4) und d,,(4) wurden ebenfalls nach den in 
» Erdbebenwellen V“ angegebenen Werten gezeichnet. Es wurden 
alle dort erhaltenen 6, mit 0,01N multipliziert, so daB alle 6, 


gewissermafen einem Werte von _ — 0,005 entsprechen, jedoch 


auf unendlich kleine Zonen reduziert sind. Für i,(4) wurde, wie 
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Tabelle 9. 


Berechnung von 044 unter der Annahme 
sini(4) = sini(4). 


4 —i | isp, lis, —isp_| 4 — di] di — di, | 8sps 


(°2] 
s 


(0°,12) EE) 
0,12) 55 


D © 


83951! 


33 31 
32 32 
32 3 
31 42 


> 


30 47 
29 56 


& & 


- 


mMmO DO Co 
& © J Q9 D © +4 


© 


schon erwähnt, angenommen, da8 i(4) = (4) bis 4 — 40°,8. 
Diese obere Grenze fällt bereits auBerhalb des Beobachtungs- 
bereiches, da nur Beobachtungen mit 488 benutzt wurden; 
dann besitzen die beiden transversal durchlaufenen Bügen von 
SPS Zentriwinkel, die kleiner als 89° sind. Für iss(2) und Osps 
wurden ebenfalls Kurven gezeichnet. Die Berechnung von dips, 
die in Tabelle 9 mitgeteilt ist, geschah so: Der Winkel ifs. 
wurde angenommen. Dann liefern Tabelle 1 und Figur 3 in S 1 
den Winkel 24, unter dem die longitudinale Welle bei der ersten 
Reflexion weggeht. Die zu diesen Winkeln i und à gehôrigen 
Herddistanzen bezw. Zentriwinkel 4 und 4, ergeben sich aus der 
angenommenen i(4)-Funktion bezw. der i(4)-Funktion (Erdbeben- 
wellen V, Annahme 3). Es ist dann Apg = 24i+ 4. Hiermit 
ist isps(7) gefunden. Die Bedingung (1), daB die Elementarzonen 
gleich sind, liefert isps, nd isps_; Analog wie oben ergibt sich 
hieraus Aeps, Und Zçps_, und es ist 


Ôsps 2 Tsps_— gps, = 2 (4 F5 S,) FT (4i- dy). 


JA und 4, wurden analog bestimmt wie in ,Erdbebenwellen V“ 
für 0, angegeben ist. Die Werte, die aus der Tangentenrichtung 


berechnet sind, sind eingeklammert. Le in (1) wurde so gewählt, 


daB die resultierenden d4»8 10° nicht überschritten, und daf das 
auf dem Bogen 4_ bis 4, gemessene Ô gleich dem aus der Tan- 
gentenrichtung berechneten wurde. Das resultierende 0,4 wurde 
analog wie oben für d, angegeben ist mit 0,01 N multipliziert. 
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Das in Tabelle 8 berechnete Verhältnis LE wurde zusammen 


PP 

mit den Beobachtungen in Figur 6 in logarithmischem MaBstabe 
eingetragen. Es zeigt sich, daf die Beobachtungen etwa auf ‘/s 
der berechneten Hôhe liegen, wenn man c, — 1,7 setzt. Dies ist 
sehr plausibel, da SPS vermutlich grôfere Absorption auf dem 
Wege erleidet als PP, dann aber bei der zweimaligen Reflexion 
bei SPS mehr Energie absorbiert wird, als bei der einmaligen von 
PP. Auferdem spielen vielleicht Ueberlagerungen bei SPS eine 
Rolle. Damit die berechnete Kurve genau auf die beobachtete 
fiele, müfte die Richtung der i(2)-Funktion überall nach der 
gleichen Seite geändert werden, dies widerspricht aber den Lauf- 
zeiten. Es ist also die Annahme (4) = &(4) für 4 <40°3 mit 
den Beobachtungen verträglich. 


$ 7. Beobachtete Amplitudenfunktionen und Diskussion. 
(Von B. Gutenberg.) 

Von den Amplitudenverhältnissen, an denen Transversalwellen 

beteiligt sind, eignen sich, wie aus Tabelle 4 hervorgeht, zur Be- 

llsps 


Us rte : à 
obachtung nur 2 und AE beide in beschränkter Distanz, und 
PP : :d 


Usps 


il 
zwar für 71° < 4 < 90°, — für 63-14-82, Das in 84 
PP Ê 


angegebene Beobachtungsmaterial wurde dazu verwandt, die Ver- 


l 
und — für beide Komponenten zu bilden. Es wurde 


Li Usps 
hältnisse 

PE P 
dann aus den zwei so erhaltenen Werten das Mittel genommen, 


wobei jedoch die beiden Messungen je nach der Genauigkeit, mit 
der sie in der betr. Komponente ausführbar waren, verschiedenes 
Gewicht erhielten. Dem Mittel selbst wurde dann ein Gewicht 
1, 2, 3 oder 4 beigelegt, wobei 1 das geringste Gewicht bedeutet. 
Bei der Erteilung des Gewichts für ein Bodenverrückungsverhält- 
nis war mafigebend die Genauigkeit, die der Bodenverrückung im 
Zähler, derjenigen im Nenner und der in $ 10 ermittelten Distanz 
des Bebens zuzukommen schien. Werte mit Gewicht 1 wurden 
nicht berücksichtigt. Alle Bodenverrückungen durch SPS erhielten 
ein geringes Gewicht, da sie Perioden besitzen, die wesentlich über 
der Eigenperiode des Apparates liegen, so daf die VergrôBerung 
nicht sehr genau bestimmt werden kann. In Tabelle 10 sind No. 
und Distanz der benutzten Beben sowie die Bodenverrückungs- 
Usps 


u 
und — mit den zugehôrigen Gewichten ange- 
Upp Up 


verhältnisse 
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Tabelle 10. 


: VAE Usps ls 
Beobachtete Amplitudenverhältnisse — 
PE P 
No. (%) (er) Fr) Gewicht 5) (5) (5) Gewicht | 
Megam. PP /g|\PP /x|\ PE /g P/e|\P/x|\P/a 
4 82 w$ es | i — |1,27|1,22| 1,26 2 
6| 8,2 id _— d — |0,72| 0,94| 0,90 2 
7 | 82 = æ — | 0,78! 0,76| 0,77 2 
9 | 9,0 æ — = A LR RAD 8 
23 | 9,7 8,9 3,5 3,8 2 ae 19 A lise e 
24 | 74 1 = Éss = |re 7 etre 3 
26 | 9,1 4,7 6,7 5,0 suteérte 1 -NTO 3 
37 | 9,6 3,06 | 3,2 3,1 2Ù Ne tlEedles 
40 | 7,6 #: _ e PO CE DER 2 
4 7,9 1,1 1,2 1,15 2 |10 | 1,07| 1,05 2 
46 | 7,5 si aus sa ea: OR NE OMR ME 3 
73 | 8,4 pe pau di — |4,35| 5,0 | 45 3 
74 || 9,2 e = =" |r7926| 87 |8,0 2 
51| 9,7 3,0 4,4 8,5 2 FAI ERA A ce 
52 | 9,0 ca NIRA E — |29 | 24 | 26 3 
53 | 8,4 1,13 | 1,23 | 1,20 DOUTE L7 3 
58 | 8,9 ee _ ne — |8,6 | 9,15! 8,8 4 
60 | 9,5 3,2 976! 184 2 SA AN EE as 
70 | 9,7 6,15 | 6,0 6,1 2 NME ONCE Le 
pa 9,0 7,6 5,6 7,0 2 |s8,2 | 30 :| 31 
bi 


geben. Die Indizes E, N und H bedeuten EW-, NS-, bezw. Hori- 
zontalkomponente. Das Datum des Bebens kann aus Tabelle 4 
entnommen werden. Die einzelnen Jahre sind durch Zwischenräume 
getrennt. Die erhaltenen Werte der Bodenverrückungsverhältnisse 
sind in den Figuren 6 und 7 eingetragen. Die Art der Kenn- 
zeichnung der verschiedenen Gewichte ist in den Figuren erklärt. 
Die am unteren Rande stehenden Ziffern geben die No. des Bebens 
an, dem der darüberstehende beobachtete Wert angehôrt. Bei 
mehreren Beben aus der gleichen Distanz entspricht die oberste 
Zabl dem Wert mit der grôfiten Ordinate. In beiden Figuren 
(6 und 7) ist das berechnete Bodenverrückungsverhältnis einge- 
tragen; die gezeichnete Kurve soll also nicht etwa eine Aus- 
gleichung der Beobachtungen sein. Figur 6 gibt die beobachteten 


Werte von ee. Wie in $ 6 schon gezeigt wurde, widerspricht 
PP, 


ibnen die berechnete Kurve nicht. Bei 4 — 68,7 beginnt uspge 
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Die erste Beobachtung liegt bei 4 — 71°. Bei MÉA = _ 9 x 40°,3 
= 80°,6 muB wrp(4) nach ,Erdbebenwellen V“ einen Sprung 
haben, der auch durch die Beobachtung bestätigt wird. LEinen 
zweiten Sprung, der aber von S in SPS herrühren würde, gibt 
die Theorie bei 4 — 98°,8. Die letzten Beobachtungen liegen bei 
A4 = 87° noch vor dem Sprunge; es hat also u, seine erste Sprung- 
stelle, die bei 4 — 40°,3 angenommen wurde, jedenfalls bei einer 
Herddistanz von über 38°,5, wie aus Tabelle 8 hervorgeht. Figur 7 


Figur 6. Berechnete Kurve und beobachtete Werte von 


u 
js die Beobachtungen von _ Die ersten beiden Werte bei 


= 66!}:° und 67!/>° zeigen, daB us(2) bei 4 = 67° einen Sprung 
or der wohl dem Sprunge von w» bei Z = 63° entspricht und 
von der gleichen Unstetigkeitsfläche im Erdinnern herrübrt. Bei 
= 76° besitzt u-(2) einen Sprung, der bereïits in , Erdbeben- 
wellen V“ festgelegt wurde. Er wird hier bestätigt. Bei 4 — 811/:° 
liegt in der Figur ein letzter Sprung, der von us(2) herrühren 
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muf. Er wird offenbar durch die gleiche Unstetigkeitsfläche ver- 
ursacht wie der Sprung von up(4) bei 4 = 76°. Von einer Unter- 
suchang der S-Wellen aus Distanzen über 82° wurde abgesehen, 
da hinter dem Sprung bei 9 — 81:/:° 4 wahrscheinlich klein ist 
and infolgedessen leicht mit ups und sp verwechselt werden kann. 
Auferdem reicht bei grôferen Distanzen die Genauigkeit, mit der 
die Laufzeitfanktion bekannt ist, nicht mehr aus. 


OS Er 6 66 66 10 72 4 7% 16 80 67 &, 
24 58 Fa 
73 
u6 53 n 
40 k n 2 


DL 


u 
 Figur 7. Berechnete Kurve und beobachtete Werte von _. (a). 
P 


8 8. Sukzessive Approximation der sin i(2)-Funktion. 
(Von L. Geiger.) 
Dieser Paragraph ist das Analogon zu Erdbebenwellen V, $ 7. 
Nachdem die beobachteten Amplitudenfanktionen vorliegen 
(vergl. 8 7), entsteht die Aufgabe, die Annahme 1 über die sin, (4)- 


Egl Ges. 4. Wiss. Nachrichten. Math, Lhya. Klagse. 1913. Heft 6. 44 
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Funktion derart zu variieren, da8 sie den folgenden drei Bedin- 
gungen genügt: 

1) Die drei kritischen Distanzen müssen festgehalten werden; 

8) Die sini,(7)-Funktion muB den Laufzeitbeobachtungen ge- 
nügen!); 

3) Die auf Grund der sini,(2)-Funktion berechneten Ampli- 
tudenfunktionen müssen sich mit den beobachteten Amplituden- 
funktionen vertragen. 

Das konnte durch sukzessive Approximation in der folgenden 
Weise erreicht werden: 

Zu 1. Die Beobachtungen in Figur 7 zeigen bei 4 — 67°, 
A4 — 16 und Z — 81! je eine Vertikalstelle d. h. eine Stelle, 
wo die Amplitudenfunktion senkrecht verläuft. Diejenige bei 
4 = 76° rübrt allein von P her, liefert also nichts neues (vergl. 
Erdbebenwellen V, $ 7), dagegen signalisieren die beiden andern 
Vertikalstellen bei 7 = 67° und 7 — 81!}»° je eine Unstetigkeits- 
fläche im Erdinnern; diese beiden Unstetigkeitsflächen 
sind offenbar die gleichen, die in Erdbebenwellen V 
für a bei 4 = 63° und 4 — 76° gefunden worden waren 
(vergl. diese Arbeit $ 10). Die früher für is bei 4 — 40°,3 ge- 
fundene Unstetigkeitsstelle ist bei den Transversalwellen leider 
nicht zu beobachten; sie wurde deshalb von den Longitudinal- 
wellen übernommen. 

Zu ?. Die Grundlage aller früheren Rechnungen in den ,Erd- 
bebenwellen“ bildet die Wiechert-Zoeppritzsche sini,(2)- 
Funktion, die durch graphische Differentiation aus der Laufzeit- 
fanktion hergeleitet ist. Durch Integration der sini,(2)-Funktion 
mu man also wieder die Laufzeitfunktion erhalten. Diese Probe 
wurde jetzt unter HBenützung der von Wiechert angegebenen Me- 
thode der Referenzfunktion folgendermafen ausgeführt: in Erdbeben- 
wellen V Figur 6 bedeutete die strichpunktierte Kurve die Referenz- 
funktion — Annahme 1, die gestrichelte Kurve die sin à, (2)-Funk- 
tion von Wiechert-Zoeppritz 1906. Die strengen Laufzeiten der 
Referenzfunktion für S werden erhalten, indem man diejenigen für 


P (vergl. Erdbebenwellen V B, Tabelle 2) mit = — 1,789 multi- 


pliziert. Um die Laufzeiten zu erhalten, die der sini,(2)-Funktion 
1906 streng koordiniert sind, genügt es also, den schmalen Streifen 
zwischen dieser und der Referenzfunktion graphisch jeweilen bis 
zu der gewünschten Herddistanz zu integrieren und die so ermittel- 


1) Erdbebenwellen IIL. 
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ten kleinen Zeiten als Korrekturen an den Laufzeiten der Referenz- 
fanktion anzubringen. Die Tabelle 11 enthält in der ersten Spalte 
A4 in Graden, in der zweïten die Laufzeit Tref, der Referenz- 
funktion, in der dritten Spalte die Zeitkorrekturen, wie sie die 
graphische Integration geliefert hat, und in der vierten Spalte 
die berechnete Laufzeitfunktion T w.z. ber., die der Wiechert- 
Zoeppritzschen sini,(2)-Funktion entspricht; in der fünften 
Spalte steht die von Wiechert-Zoeppritz angenommene Lauf- 
zeitfanktion T w.z.beob. in ganzen Sekunden, und die letzte Spalte 
enthält die Differenzen T w.z. beob.-T w.z. ber. 


Tabelle 11. 


Berechnung der Laufzeitfunktion, die der Wiechert- 
Zoeppritzschen sini,(4)-Funktion koordiniert ist. 


Korrektur | T w.z. ber. | T w.z. beob.| T w.z. beob.-T w.z. ber. 
Sek. Sek. Sek. 


0,00 
137,56 
269,58 
392,15 
503,59 


603,82 
693,70 
774,31 
846,82 
912,66 


2000 ©O00O0©4 


951,93 

1014,67 

1066,06 

: _1131,17 
1168,40 1190,19 


1213,44 1238,63 
1259,81 1288,43 
1313,45 1346,00 
1360,82 1396,77 
1419,92 1452,63 
1459,73 1502,67 


Zeiïichnet man die in der letzten Spalte stehenden Differenzen 
T w.2. beob.-T w.z. ber. auf, so kann man eine gestreckte Kurve 
s0 legen, daB die Punkte im allgemeinen nicht mebr als /: Sekunde 
von der Kurve abliegen; damit ist aber dem Umstande Rechnung 
getragen, daB die Werte T w.z. beob. in Tabelle 11 auf ganze Se- 
kunden angegeben sind. In Figur 9 bedeutet die strichpunktierte 
O-Axe die Laufzeitfunktion T w.z.ber., also diejenige Laufzeit- 

44* 
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. funktion, die der Wiechert-Zoeppritzschen Sinusfanktion streng 
entspricht und aus ihr durch Integration hergeleitet ist. Die ge- 
strichelte Kurve entspricht der Laufzeitfunktion T w.z. beob.; man 
sieht, daf die Kurve hôüchstens 2 Sekunden von der Laufzeit- 
fanktion T w.z. ber. abweiïcht. 


Tabelle 12. 


Umrechnung der von Wiechert-Zoeppritz beob- 
achteten Laufzeiten T* der 2. Vorläufer. 


| T* [Tes beob. | T*-T w.z. beob. 
Grad Sek. 


dt 
Sek. Sek. 


Indisches Beben 1905 April 4: 
Po —= 32°18/N; 4 — 76024'E Gr.; t, — Oh 49m 41s Gr. e 


Taschkent 
Tiflis 
Irkutsk 
Batum 
Upsala 
Potsdam 
Leipzig 
Jena 
Gôüttingen 


LEE +R 
> Où bi bed DO NO = ré bi 


Calabrisches Beben 1905 September 8: | 
Po — 3850/N; dl — 1616 E Gr.; à, — 1h 43m65s Gr. ? 


Jena 
Gôttingen 
Potsdam 
Upsala 
Bergen 
Cheltenham 


EF DEF] 


San Franzisko - Beben 1906 September 18: 
po = 37°85/N; 1, — 122026 W Gr.; t, — 13h 12m 18 Gr. 


Baltimore 3910 35,2 791 777 
Cheltenbam 3940 85,5 783 
Washington 3960 35,6 779 
Samoa 7680 69,1 1223 
Upsala 8610 77,5 | 1320 
Gôttingen 9070 81,6 1361 
Jena 9200 82,8 1388 
StraBburg 9280 83,5 1397 


Um beurteilen zu kônnen, wie weit die gestrichelte Kurve 
die Einzelbeobachtungen T* darzustellen vermag, sind alle von 
Wiechert-Zoeppritz berücksichtigten T* (vergl. Erdbeben- 
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Figur 8 eingetragen, wobei die Werte T*-T w.z. beob. gegen die 
ichelte.-Kurve zu rechnen s d 
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Man sieht in dieser Darstellung sehr deutlich, daB die Streu- 
ung selbst recht zuverlässiger Stationen bis zu 14 Sekunden be- 
trägt. 

Zu 3. Genau in der gleichen Weïse, wie dies in Erdbeben- 
wellen V, S. 190 ff. auseinandergesetzt ist, wurde durch sukzessive 
Approximation der sin i,(2)-Funktion den beobachteten Amplituden- 
funktionen Rechnung getragen. 

Sin i,(2) wurde folgendermaBen festgelegt: für 0°< 7 < 40°,3 
wurde sini,(2) gleich sini,(2) gesetzt; damit vertragen sich die 


von Zoeppritz beobachteten Laufzeiten und auch e (4) gut. 


Sini,(24) = sini,(2) heift aber, da P und S gleiche Wege er- 
halten, soda die sini,(2)-Kurve in der gleichen Distanz wie sint,, 
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Figur 9. Sinusfunktion beider Vorläufer nach Annahme ,Geiger-Gutenberg 19114, 
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nämlich 40°,38 einen Knick besitzen muf. Weil S und PS zwischen 
A = 40°,3 und 66° fast die gleiche Laufzeit besitzen, ist sin i,(40°,3 


< À <67°) recht schwer zugänglich. È (2) liefert nur 
( osini, ) ? 
04 A= 65°’ 


bei der Konstruktion des Verlaufes von sini,(40°,3 < 4 < 67°) 
mufte ein KompromiB zwischen dem Habitus von sin, und der 
beobachteten Laufzeit von S geschlossen werden. Sin i,(67° < 4 


< 82°) folgt sowohl aus 5) als auch aus den Laufzeiten für S. 


Die der neuen sini,(7)-Funktion entsprechende Laufzeit- 
fanktion To.a.ber. wurde ebenso auf die Referenzfunktion auf- 
gebaut, wie dies in diesem Paragraphen ausführlich für die Wie- 
chert-Zoeppritz-Funktion 1906 T w.z.ber. beschrieben ist. Die 
ausgezogene Kurve in Figur 8 zeigt den Verlauf dieser Fanktion, 
Tabelle 13 gibt ihre Zahlenwerte: 


Tabelle 13. 
Te. a. ber.-T w.z. ber. für die 2. Vorläufer. 


1° TG. co. ber.-T w.z. ber. | 
Sek. | 
| 56 + 7,26 
| 60 + 7,97 
| 64 + 7,93 | 
67 + 7,18 
68 + 6,77 | 
72 + 4,97 
76 + 2,42 | 
80 — 2,16 | 
81: — 481 
84 — 9,72 
| 88 — 16,73 | 


An Hand der Figuren 6, 7 und 8 erkennt man, daB die ange- 
nommene sini,(2/)-Funktion den Bedingungen 1, 2, 3 hinreichend 
genügt: Bedingung 1 ist streng erfüllt. Der Bedingung 2 wird 
nicht widersprochen, mehr kann bei der starken Streuung der 
Beobachtungen nicht behauptet werden. Es sei jedoch ausdrücklich 
bemerkt, daB die neue Laufzeitfunktion nicht eine Ausgleichang 
der Beobachtungen sein soll, sondern Figur 8 soll zeigen, daB die 
beobachteten Laufzeiten der auf ganz anderem Wege gewonnenen 
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neuen Funktion nicht widersprechen. Bedingung 3 wird gut be- 
friedigt, wie Figur 7 zeigt. 

Ich halte es also für berechtigt, die Wiechert- 
Zoeppritz-Funktion 1906 durch eine verbesserte zu 
ersetzen, und lasse deshalb in Tabelle 14 die Werte der Sinus- 
und Laufzeitfunktion der 2. Vorläufer folgen; Figur 9 zeigt die 
neuen Sinusfunktionen beider Vorläufer. 


Tabelle 14, 
Neue Annahme über sini, und die Laufzeit der 2. Vorläufer. 


0,4220 
0,4185 
0,4115 
0,4030 
0,3895 
0,3770 
0,3570 
0,3335 


0,3320 


0,4942 


0,4900 


8 9. Berechnung und Diskussion der Amplitudenfunktion 
Le unter Annahme 4 (Tabelle 14) für sin i(2). 

(Von B. Gutenberg.) 
Auf Grund der letzten im vorigen Paragraphen gemachten 


u 
Annahme über die sini(7)-Funktion wurde — (2) berechnet. Es 
P 


geschah dies analog wie in $ 6 der vorliegenden Arbeit und in 86 
der ,Erdbebenwellen V“ angegeben ist. Es war 


ul «) 

Us Ci cos FE Fi 

(9) af ES RE cos Ÿ/ 7” 
À, P 


EE en en 


| 
| 
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Für die Rechnung wurde c, — 1 gesetzt. Bei gegebenem 4 
liefern die sini(4)- und sini(7)-Funktionen is bezw. &. Die 
Kurven für e ) als Fanktion von is, (5) als Funktion von %, 

1/8 s/P 
und 6» als Funktion von # lagen von den Berechnungen in $ 3 
und in 86 vor; ôg(is) kommt neu hinzu. Es wurde ganz analog 
wie dP(i?) unter Benutzung der Bedingung (1) berechnet, und dann 
wurden die einzelnen Werte, wie in $6 angegeben ist, mit 0,01 N multi- 
pliziert, sodaf die für d4(is) gezeichnete Kurve etwa einem Werte 


von sis = 0,005 entspricht. Tabelle 15 gibt die wichtigsten bei 


Tabelle 16. 
u 
Berechnung von — (4) für c, — 1 unter Annahme 4 
P 
(Tabelle 14) für sini(2). 


1:2N — 0,006. 
: L u u Us 
2 ‘ i ë ë (x) (5) bu 
P;: | S P 8 Y, : À; > up 
84,33 | 3359 |) o |) o o 4,421 | 1,200 | 3,68 
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der Rechnung vorkommenden Grôfien. Die Rechnung selbst nach (14) 
wurde wie alle Amplitudenrechnungen der vorliegenden Arbeit mit 
einem Rechenschieber ausgeführt; die cosi, und cos wurden den 
fünfstelligen Tafeln für Maschinenrechnen von Dr. F. G. GauB“ 


u 
entnommenu. Die Kurve für (4) ist in Figur 7 eingetragen. 
F 


Sie widerspricht den Beobachtungen nirgends. Die Abweichungen 
bei Herddistanzen zwischen 70° und 76° rühren wahrscheinlich von 


u 
u- her, denn die Kurve für (2) (Erdbebenwellen V) zeigte an 
P 


der gleichen Stelle Abweichungen im gleichen Sinne. 

Ein Hauptergebnis der Figur 7 ist die Tatsache, daB die Be- 
obachtungen zwischen 67° und 80° durch S keine Streuung haben. 
Es bestätigt dies unsre Annahme in $ 8, daf bei jedem Beben das 

2 

Verhältnis (5) der longitudinal und transversal ausgestrahlten 
Energie nahezu dasselbe ist. Nun kônnte man allerdings sagen, 
da die Sprünge zwischen dem ersten und zweiten Punkt sowie 
vor den drei tiefen Punkten bei Z = 80° derartige Streuungen 
sein kônnten. Dies ist aber deswegen unwahrscheinlich, weil 
einerseits die in der Mitte liegenden neun Punkte keine Streuung 
aufweisen, andererseits doch zwei Sprünge durch S auftreten 
müssen, die nicht allzuweit von den Sprüngen durch P liegen 
kônnen, da sonst Widersprüche mit den Laufzeitbeobachtungen 
sich ergeben. Das konstante Verhältnis der Amplituden longi- 
tudinaler und transversaler Wellen in der Nähe des Herdes läft 
sich berechnen, wenn man Annahmen über das Verhältnis a der 
Absorption bei longitudinalen durch die Absorption bei trans- 
versalen Erdbebenwellen macht. $Sei a — konstant, so ist nach 
Figur 7: 


1 CE RE | 
(34) Pa. == Le a = G —= ce k 7 
Nach (7) ist auf der Elementarzone z, also nahe am Herde: 
[0] à 
8 c Ts 1! 
also nach (34) 
- (2) 
8 
(86) 45 =. 


Nimmt man für transversale und longitudinale Erdbebenwellen 
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gleiche Absorption an (a = 1), so besitzen die beiden Wellenarten 
in der Nähe des Herdes gleiche Amplituden !). 


$ 10. Berechnung der Scheiteltiefen und Scheitelgeschwindig- 
keiten der S-Wellen. Die Poissonsche Konstante im Erd- 
innern. 
(Von L. Geiger.) 


Nachdem in $8 die neue sini,(7)-Funktion aufgestellt ist, 
kann für einzelne Strahlen die Scheiteltiefe und die Scheitel- 
geschwindigkeit berechnet werden. Dabei wird der tiefste Punkt 
eines Strahles ,Scheitel“ genannt, sein Abstand von der Erdober- 
fläche resp. dem Erdmittelpunkt ,Scheiteltiefe“ S, © resp. ,Scheitel- 
radius“ r, r, die Geschwindigkeit im Scheitel ,Scheitelgeschwindig- 
keit“ Vs, Bs. 

1) Die Berechnung der Scheiteltiefe © erfolgte nach 
der von Wiechert ausgebildeten Methode mittels des Herglotz- 
schen Satzes*?), wie dies in Erdbebenwellen V, $ 9 ausgeführt ist. 
Figur 10 zeigt q(4) für die Strahlen mit Z — 10°; 20°; 30°; 40°3; 
b0°; 60°; 67°; 73°; 77°; 81°; 

2) Die Berechnung der Scheitelgeschwindigkeit s 
erfolgte nach der Gleichang 


Re 
PTE Mate 
oder È 
l t 
(37) Bs — 0,000 629 82. EN 


3) Die Berechnung der Poissonschen Konstanten u 
erfolgte nach der Gleichung 


__ p'-2g 
Lo qu 2(P 3%)" 


Tabelle 16 gibt die resultierenden Scheiteltiefen S und die 
Scheitelgeschwindigkeiten $s, und zwar in der ersten Spalte die . 
Herddistanzen Z in Graden, in der zweiten die Integralwerte, in 
der dritten die Scheitelradien r, in der vierten die Scheiteltiefen 
© und die letzte Spalte gibt die Scheitelgeschwindigkeit Bs. 


(88) 


1) Das entspricht genau der Wiechertschen Hypothese von der gleich- 
zeitigen Auslôsung der P- und der S-Wellen durch die Brüche der Erdrinde 
am Herd. 

2) E. Wiechert und L. Geiger, Physikalische Zeitschrift. 11, S. 294— 
811, 1910. 
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Figur 10. q(4) nach Annahme ,Geiger-Gutenberg 1911“ für die 2. Vorläufer. 


Tabelle 16. 
Scheiteltiefe S und Scheitelgeschwindigkeit %s 


der 2. Vorläufer. 


| A Ti t S 2s 
km km }km/Sek 
| | 
| 0 — 6367 0 | 4,010 | 
| 10 _— 6256 111:}/ 4,27 
20 — 5971 396 | 4,93 
30 _— 5597 770 5,74 
40,3 —_ 5173 | 1194 | 6,59 


50 | 41,170 | 5065 | 1302 | 6,66 
60 | 48,552 | 4862 | 1505 | 6,75 
67 | 57,716 | 4620 | 1747 | 6,86 


| 73 63,548 | 4473 | 1894 | 6,91 | 
| 77 71,432 | 4281 || 2086 | 7,00 | 


81,5 || 89,356 | 3876 || 2491 | 7,32 
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Figur 11 zeigt die Scheiteltiefen S und © als Funktionen der 
Herddistanz 2, Figur 12 die Geschwindigkeiten V und # als 
Funktionen der Tiefe. 

Aus den in $ 8 auseinandergesetzten Gründen konnte die erste 
UÜnstetigkeitsfläche nicht aus S gefunden werden, sondern wurde 
mit 1193 + 50 km Tiefe von P übernommen. (Die zweite resp. dritte 
Unstetigkeitsfläche liegt in 1747 + 100 resp. 2491 + 150 km Tiefe, 
während die Longitudinalwellen 1677 + 100 resp. 2435 + 150 km 


— — 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 


0 10 20 30 40 50 60 10 80 
Figur 11. Scheiteltiefe S der 1. und © der 2. Vorläufer als Funktion der Herd- 
distanz 4. 
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Tiefe geliefert hatten. Die Differenz ist also nur 70km = 4° 
resp. 66 km — 21/40 Als wahrscheinlichste Tiefenwerte der drei 
Unstetigkeitsflächen wurden die Werte 1193 + 50, 1712 + 100 und 
2454 + 100 km angenommen. 


10 10 
9 9 
8 8 
| par en Een 
PTE 
ER M à 
S 


* 
Tiefe in Km. 


Figur 12. Geschwindigkeit V der 1. und 8 der 2. Vorläufer als Funktion der 
Tiefe. 


1000 2000 
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In den drei Unstetigkeitsflächen erhält man als Poissonsche 
Konstante u die Werte 


Tiefe in km | 1193 | 1712 | 2454 
u 0,273 | 0,270 | 0,282 


$ 11. Berechnung der wichtigsten Laufzeitfunktionen. 
Neubestimmung der Herddistanzen der benutzten Beben. 
(Von B. Gutenberg.) 


In $ 7 der ,Erdbebenwellen V“ und in $ 8 der vorliegenden 
Arbeit sind die neuen Laufzeiten der P- bezw. S-Wellen für eine 
Reïhe von Herddistanzen von L. Geiger berechnet. Die dort 
erhaltenen Werte wurden in grofem Mafstabe aufgetragen, und 
graphisch ausgeglichen. Dann wurden die Laufzeiten für P, PP, 
PPP, $, SS und SSS für ganzzahlige 4° abgelesen. 


(Trr)4 = 2(Tr) 4) (Tepr)4 = 8 (Tr) 4 ; 

2 3 
analoges gilt für SS und SSS. In Tabelle 17 sind TL sowie die 
Differenzen der übrigen erhaltenen Werte gegen T} eingetragen. 
Tabelle 18 gibt die Laufzeitdifferenzen von T»$ — Tsp und von 
Tops = Trsp — Tspr gegen Ts. Es ist (Trs)4 = (Tr)4i + (Ts)zi 


WO sin? — geni — 1,789 sini und 4 — Ai+ di ist. Analoges 


gilt für die Berechnung von Tsps = Tssp — Tpss und von Tpsps, 
deren Differenzen gegen Tss in Tabelle 19 eingetragen sind. In 
allen Tabellen sind noch die Differenzen je zweïer aufeinander- 
folgender Werte angegeben, damit einerseits die Interpolation er- 
leichtert wird, andererseits eine gewisse Kontrolle für die Richtig- 
keit der Ablesung vorhanden ist. Die Distanzen, bei denen eine 
Welle eine Unstetigkeitsfläche im Erdinnern streift, heben sich in 
der Laufzeitkurve durch eine schwache Aenderung der Richtung 
hervor. 

Aus Tabelle 18 ersieht man, daB erst bei Herddistanzen von 
über 63° die PS-Welle mehr als 24 Sek. hinter der S- Welle 
kommt, d.h. daB erst von da zwei S-Wellen zu beobachten sind, 
falls deren Periode 12 Sek. beträgt. Bei Herddistanzen unter 47° 
kann überhaupt keine S- Welle richtig zur Ausbildung kommen, 
da sich dann die PS- Welle schon über die erste S - Welle lagert. 
Analog zeigt Tabelle 19, wie kurz hintereinander die Wellen SS, 
die Gruppe PSS und die Gruppe PPSS kommen. Noch bei Herd- 
distanzen von 90° folgt SPS, die stärkste dieser Wellen, 13 Sek. 
nach SS, und PSPS, die stärkste ihrer Gruppe, 8 Sek. nach SPS. 
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Tabelle 17. 


Laufzeiten von Vorläufern, die auf ihrer Bahn 
ihre Schwingungsart nicht geändert haben. 


Tsss — Tp |Diff. | 


2| Te [Dif.|Trp—Tp|Dif | Tppp— Tp|Dif.| Ts — Tp [Diff |Tss— Tr |Diff. 
Sek. |Sek.| Sek. |Sek. Sek. [|Sek.| Sek. |Sek. | 
16 0 0 18 18 | à 
Jul ot) gs Rate) 
3 46 15 0 0 0 0 38 13 38 13 | 
al 611% 0 0 1 À 50 KA 50 ps | 
16 0 0 12 12 À 
5 | 77 0 1 62 62 Î 
15 1 0 13 13 \ 
sale, be ponts pe m [a] æ |» 
12 13 
8 | 122 | 15 ide 2 , 100 101 “1 
9 | 136 | 4 1 : 2 P 119.118 114 . | 
10 | 151 | 1 & 2 9 126 |! 127 3 
14 1 1 11 12 ‘ 13 
11 | 165 2 3 130 138 40 
12 | 179 | 14 3 À 5 j 1 14 151 2 154 a 
13 | 192 | 15 5 ’ 7 4 152 |!1 14 17 168 sd 
14 | 206 | 4 7 : 9 N 162 |19 277: 18 181 . 
15 | 219 | 8 9 : 11 2 178% 21 19k4 | 195 | 
43 2 2 10 13 14 
16 | 232 11 13 183 204 é 209 sx 
17 | 244 | ? 13 We 16 pe 193 | 1° 218 Le 294 e 
18 | 257 | !5 15 ie. 19 où EU RS RTL D 238 || 
19 | 269 | !? 17 : 22 4 213. | 1° 245 = 253 se | 
20 | 281 | ? 20 3 25 . 293 |19 259 _F* 267 
| 12 2 3 é 9 me 14 _ 15 
21 | 293 22 28 32 
22 | 304 | 1 25 : 32 4 | 941 9 287 w: 297 . ! 
23 | 316 | *? 27 : 35 4 249 » 800 |, 312 : 
24 | 397 | 1 30 £ 39 A 258 4 814 | 827 + 
25 | 338 | ! 33 : 43 ,. 266 “ 38 | 342 À 
26 | 548 | se. 47 276, lue d.881:.dé LESSRIS 
27 | 358 | 1° 40 : 51 s: 283 8 355 |, 373 + 
28 | 369 | 1 43 55 #4 vano ra 869 |: 889 | | 
29 | 379 | 19 46 F 59 4 298 9 382 + 405 a: 
30 || 388 | ° 49 4 64 4 306 id 396 421 
: 2 M eu AR Pt Po 53,8 | 
31 | 397 53 69 | 
32 | 406 | ? 57 # 74 5 320 7 493 7 453 se | 
33 | 415 | ° 60 Ê 79  ; 328 8 CAT Fe 469 be 
34 | 424 | 9 64 * 84 5 335 2 451 + 485 À 
35 | 433 | 68 . 90 ? 341 $ 464 . BOL 7 
9 4 6 7 
44 2 95 348 478 517 
nel aid qe ol - né br rose: |eil Set fie 
8 4 6 6 | 14 549 16 | 
38 | 458 80 106 861 506 |: EE 
39 | 466 | 5 84 ke. 111 5 367 si 519 rs 565 4 
40 | 473 | ? 88 : 1171 à 373 “ 533 581 | 
, | 4 379 “ 546 Frs 597 "| 
481 91 122 
2 | 469 | © Du 128 ce DEC ce 02 M don 
43 | 497 | 5 99114 134 6 daoin) PIS Da678 | À 630 | 
push 7) go | 5) no |9! se7 | 6) ce |) 66 |% | 
45 | 512 | À 108 ; 145 5 | 403 s 598 | : 


| 
| 
(| 
| 
| 
| 
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Th [Dif.|Tpp— Tp|Diff.|Tppp— Tp|Dif. | Ts— Tp Diff. | Tsg — Tr Diff. | Tsss — Tr |Dif. | 
Sek. |Sek. Sek. |Sek. Sek. Sek.| Sek. Sek. |Sek. Sek. Sek. 


a où œ 


D A Où Où où A Où a a 


= 
=} 


et 


& CG CO 9 © © DO 9 9 9 IDD M9 C9 9 IN EE DD ID CO D9 D9 CO 9 Go C0 C9 Go ND C9 M9 C9 OC) C0 He à 
© © © © @ ® Œ © © © © 


OO où BA D MB NN GAIN NN IDANINN NN II IN IN IN D J D J À 1 D 3 © 


D OO A OR Où Où B Où Où Où Et Où Où Où Où à Où Où Où Où OÙ Où Oo Où OÙ Où HR Où où ot 


A Où D O1 Où OÙ Où OÙ OÙ Où Où A Où OÙ Où EE ©! 


Es wurde davon Abstand genommen, alle Laufzeiten in der 
vorliegenden Arbeit graphisch mitzuteilen. Nur die Differenzen 
Trp— Tr, Ts—Tr und Tps— Tr, die am leichtesten der Beob- 
achtung zugänglich sind, sind für Herddistanzen zwischen 39° und 
82° in Figur 17 gezeichnet. Die schraffierten Teile sind den Boden- 
verrückungen proportional und geben direkt einen Ueberblick über 
die relative GrôBe der Amplituden von P, PP und S; sie wurden 
bei P von der Laufzeit aus nach oben, bei PP und S nach unten 

Kwl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasso. 1912. Heft 6. 45 


672 L. Geiger und B. Gutenberg, 


Tabelle 18. 


Laufzeiten von Wechselwellen, die einmal trans- 
versal gelaufen sind. 


if. | Tpsp — Ts | Diff. Diff. 
Sek. Sek. s Sek. 


RO DD DO ND 9 09 Pi 


a 
OO BR RP IR CG là Go © Go 


1 


œ SO © RO go NO Oo © © Go Co 9 bi mi 


DO nt pi NO mi 


Tabelle 19. 


Laufzeiten von Wechselwellen, die zweimal trans- 
versal gelaufen sind. 


70 | 72 


Tsps pr Tss 0 1 


Sek. 


: Tspsp—Tss | ; | o 
Sek. 


abgetragen; an den Stellen, an denen keine Beobachtungen vorlagen, 
ist die Grenze nach den Berechnungen gestrichelt gezeichnet; falls 
sie nach Beobachtungen angegeben ist, ist sie ausgezogen. Will man 
die Herddistanz eines Bebens bestimmen, so verfährt man vorteilhaft 
so: Man trägt auf einem Streifen im gleichen MafSstabe der Figur 13 
Top — TP, Ts— Th und Tps — TL auf und trägt  dann von T}» und 
von Ts aus nach unten die beobachteten Amplitudenverhältnisse 
S 


von Es bezw. D mit der beobachteten horizontalen Bodenver- 


rückung durch P (— *») als Einheit ab. Man verschiebt den 
Streiten dann parallel zur Ordinatenachse so lange, bis alle Marken 
môglichst gut stimmen. In der Nähe des Sprunges eines Ampli- 
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Figur 13. Laufzeitdifferenzen von PP, S und PS gegen P, und relative GrôBe 


der Bodenverrückungen bei P, PP und S. 


45 * 


AE FE TN HET 


[royA Ip 


DT SE) 


A 


E 


54 


32 


5! 


u8 


we 


0 


of 


674 L. Geiger und B. Gutenberg, 


tudenverhältnisses kann dieses Amplitudenverhältnis für die Be- 
stimmung der Distanz ausschlaggebend sein. 

Die in den Tabellen 17 bis 19 berechneten Laufzeiten wurden, 
soweit dies nicht schon geschehen war, in gro$em Mafstabe (2 Sek. 
— 1mm) aufgetragen und dazu verwandt, die Herddistanzen der 
benutzten Beben zu revidieren. Es geschah dies mit Streifen 
wie oben beschrieben, jedoch ohne Benutzung der Intensitäts- 
verhältnisse. Tabelle 20 gibt die Resultate. 


Tabelle 20. 
Prüfung der Herddistanzen der benutzten Beben 
mittels Laufzeitbeobachtungen. 


Art der Herd- 
bestimmung 


Nach dem Katalog 
des Zentralbüros 
derinternationalen 
seismolog.Assozia-| 
tion für 1904. 


Desgl. für 1905. 


— Makros. Ber. 
_ _ Laufzeiten. 
— Desgl. 


- 


mb = 


PSS PL PSS 


+5| — Makros. Ber. 
— |(—10)| Laufzeiten. 
Desgl. 
Desgl. 


| 
+ 


+ ++ HT) 


S SO 
| 
+4 © 


Desgl. 
Desgl. 
Makros. Ber. 
Laufzeiten. 

Desgl. 


& 
SL 
HO HHLHH HIHI 
e1c0et10s 
|| 
D DO B©O wo 


| 
a 


— Desgl. 
Lee dem Bericht 


der seism. Station 
Jugenheim. 


_ _— Makros. Ber. 
Wie 60 und Lauf- 
zeiten. 


E 
Duel 


9,0 95) +0|(—8) 


Bei den Beben mit Distanzen über 9200 km wurden T; und 
Ts wegen der Unsicherheit der Laufzeit nicht verwandt. Für 
SPS wurden nur solche Beben aus Distanzen über 9200 km be- 
nutzt, deren Herddistanzen ohne Laufzeitbeobachtungen bestimmt 
war; es bandelt sich z.B. bei den No. 23, 87, 51 und 70 um mexi- 
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kanische Beben, deren Herd makroseismisch ziemlich gut bekannt 
ist. Bei No. 60 und 70 wurde von der Angabe von Laufzeiten 
abgesehen, da keine Laufzeit scharf mefbar war. Im übrigen 
wurden alle Angaben, die sich auf Wellen mit unscharfen oder 
zweïfelhaftem Einsatze beziehen, in Klammern gesetzt. Ein 
Strich bedeutet, daf die betr. Laufzeit um mehr als 15 Sek. un- 
sicher schien, oder daf die betr. Welle überhaupt nicht scharf 
hervortritt. Eine grôBere systematische Abweichung der berech- 
neten von den beobachteten Werten tritt nirgends auf. Ein Ver- 
gleich der neuen mit den in Klammern beigefügten alten Herd- 
distanzen zeigt, daB die Abweichungen im allgemeinen sebr klein 


sind. Trägt man die Beobachtungen über se in ,Erdbebenwellen 
P 


V“ mit den neuen Herddistanzen ein, so findet man noch bessere 
Uebereinstimmung zwischen Berechnung und Beobachtung. Für 
“die vorliegende Arbeit sind schon überall die neuen Herddistanzen 
benutzt. 


$ 12. Schlusswort. 


Wir wollen hier kurz die Resultate der vorliegenden Arbeit 
zusammenfassen. 

1) Das Studium der transversalen Erdbebenwellen für Herd- 
distanzen zwischen 63° und 82° ergibt, daB diese Wellen in der 
Ebene durch Herd, Erdmittelpunkt und Station schwingen. 

2) Die Intensitätsverhältnisse der longitudinalen und trans- 
versalen Wellen lassen sich quantitativ durch je eine Hypothese 
darstellen (sin i- und sini-Funktion), die sich mit den Wiechert- 
Zoeppritzschen Laufzeitbeobachtungen verträgt. 

3) Aus den neuen Sinusfunktionen wurden verbesserte Laufzeit- 
funktionen für die longitudinalen und transversalen Vorläufer und 
ibre wichtigsten Reflexionen gewonnen. 

4) Die bei den longitudinalen Wellen gefundenen drei Unstetig- 
keitsflächen wurden durch die Beobachtungen an Transversalwellen 
gut bestätigt. Als Konstanten dieser drei Flächen wurden gefunden:. 


ei EE 


Cam lumySek. | kmSeke | 


| 
0 7,114 ; 4,010 0,272 


Uber binaurale Tonmischung. 
Von den 


Privatdozenten Paul v. Liebermann (Erlangen) 
und Géza Révész (Budapest). 


Vorgelegt in der Sitzung vom 20. Juli 1912 von G. E. Müller. 


Zwei musikalische Tonqualitäten !) (z. B. c und e) mischen sich 
für gewôhnlich nicht in der Weiïse, da8 daraus ein Ton (z. B. d) 
resultiert, der zwischen den beiden Tonqualitäten liegt. Treffen 
zwei verschiedene Tüne gleichzeitig unser Ohr, so kann der Geïübte 
aus dem Zusammenklang zwei Tüne heraushôren. Es gibt also 
keine Mischung von der Art, wie sie bei den Farben beobachtet 
wird. Was man Tonverschmelzung genannt hat, sind Erscheinungen 
ganz anderer Art (Konsonanzerscheinungen). Es lag daher die 
Annahme nahe, daf die psychophysische Organisation, die dem Hôren 
zu Grunde liegt, eine wesentlich andere sei als die dem Sehen zu 
Grunde liegende. 

Es ist uns gelungen nachzuweisen, daf ein solcher tiefgehender 
Unterschied nicht besteht, daB sich vielmehr hinsichtlich der 
Mischung optischer und akustischer Eindrücke weitgehende Ana- 
logien finden. Es gibt eine Tonmischung, die der Farben- 
mischung entspricht. 

Bedingung für das Eintreten dieser Tonmischung ist es, da 
man nicht ein Ohr oder zwei gleichgestimmte Ohren mit 
zwei verschiedenen Tünen reizt, sondern zwei verschieden 
gestimmte Ohren mit einem und demselben Tone. 


1) So nennen wir die Eigenschaft der Tonempfindungen, die ihren musika- 
lischen Namen (c, d, c oder dergl.) bestimmt. Siehe die Mitteilung von G. Révész: 
Nachweis, daf in der sog. Tonhôhe zwei voneinander unabhängige Eigenschaften 
zu unterscheiden sind, in diesen Nachrichten, math.-physik. Klasse 1912. 
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Bei dem eïnen von uns (L.) findet sich der pathologische Zu- 
stand des Falschhôürens: die Tône werden seit der Erkrankung 
mit anderen Qualitäten gehôürt als ehedem. Die Abweichung ist 
an den beiden Ohren von verschiedenem Betrage; trifft also ein 
Ton das linke Ohr, so ist die Qualität der Empfindung anders, 
als wenn er das rechte Ohr trifft. Wir haben nun festgestellt, 
daB, wenn ein Ton auf beide Ohren zugleich einwirkt, 
er mit einer Qualität empfunden wird, die zwischen 
den beiden Qualitäten der monauralen Tône liegt. 
Eine theoretische Erwägung hatte dies voraussehen lassen. Wie 
der eine von uns (R.) in der oben zitierten Arbeit nachweist, 
müssen wir an den Tonempfindungen zwei musikalische Merkmale 
unterscheiden: die Qualität, die beim normalen Hôren eine pe- 
riodische Funktion der Schwingungszahl ist, und die Hôühe, die 
mit zunehmender Schwingungszahl kontinuierlich steigt. Bei L. 
‘ist von diesen beiden Eigenschaften nur die Qualität gefälscht, 
während die Hôhe vom Krankheïitsprozef verschont geblieben ist. 
In einer früheren Mitteilung ‘) hatten wir gezeigt, da auch die 
Beurteilung eines Zusammenklanges von zwei Tünen (ob z. B. 
eine Terz, eine Quart oder dergl. vorliege) normal geblieben ist, und 
wir stellten die Hypothese auf, daf das Vorhandensein einer der- 
artigen normalen Beurteilung an das Eintreten normale: Hôhen- 
eindrücke gebunden sei. Nach dieser Hypothese entstände der 
Zusammenklang einer Prime immer dann, wenn zwei akustische 
Erregungen gleichzeitig hervorgerufen werden, die einzeln zu zwei 
Tonempfindungen gleicher Hühe führen, unabhängig davon, 
welche die Qualitäten der Einzelerregungen sind. Wenn also ein 
Ton in beiden Ohren des anomal Hôrenden Empfindungen von 
normaler Hôhe hervorruft, so muB er den Zusammenklang einer 
Prime, d.h. den Eindruck eines einzigen Tones erzeugen. Dies 
hat sich in nächstdem zu verôffentlichenden Versuchen bestätist. 
Es erhob sich nun die Frage, wie sich die Qualität der unter 
solchen Umständen eintretenden einheitlichen binauralen Tonemp-. 
findung zu den Qualitäten der monauralen Empfindungen verbhalte. 

Um diese Frage zu entscheiden, bedienten wir uns einer ein- 
fachen Versuchsanordnung. Ein Schallrohr, welches den Ohren 
der Versuchsperson den Ton eines Sternschen Tonvariators 
(Pfeife) zuführte, teilte sich im Beobachtungszimmer in zwei Âste, 
die zu den beiden Ohren liefen. Wir konnten nun den einen oder 
andern Ast verschliefien oder beide offen lassen und dadurch die 


1) Über Orthosymphonie, Zeitschr. f. Psychologie, Bd. 48, 1908, 
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rechte, linke und binaurale Qualität des Tones vergleichen. Wir 
wendeten dabei zwei verschiedene Methoden an: 

1. Die Versuchsperson hielt abwechselnd den linken und rechten 
Zuleitungsschlauch zu, wodurch sie den Qualitätsunterschied links 
zu rechts wahrnahm; dann verglich sie den binauralen Eindruck 
mit dem Eindruck links und mit dem Eindruck rechts. Die Quali- 
tätsunterschiede äuBerten sich als Intervalleindrücke. Es hatten 
nun die Schritte bisaural zu links und binaural zu rechts ent- 
gegengesetzte Richtung!) und sie waren beide kleiner als 
der Schritt links zu rechts. Damit war bewiesen, daB die binau- 
rale Qualität zwischen den monauralen Qualitäten liegt. 

2. Um den genauen Ort der binauralen Qualität zu finden, 
suchte die Vp. zu den drei Pseudoqualitäten — so heifen die 
Qualitäten beim Falschhôüren — die drei Tüne auf, die bei suc- 
cessivem Erklingen als Quinten zu den Pseudotônen er- 
schienen*), und zwar stellte sie die Unterquinten her, die in ihrem 
normalen Hürgebiete *) lagen; die drei Quinten wurden auf einem 
zweiten Tonvariator hergestellt. 

Diese Methode hat vor allem ergeben, daB die Quinte des 
binauralen Tones zwischen den Quinten der monauralen Tône liegt, 
womit das Resultat der ersten Methode bestätigt ist. Die Quinten- 
methode erlaubt aber auch den genauen Ort der binauralen Qualität 
festzustellen; er bestimmt sich durch ein hôchst einfaches Gresetz. 
Bezeichnen wir als korrespondierende Schwingungszahl 
einer Pseudoqualität die */2 oder ?/sfache Schwingungszahl ibrer 
Quinte, d. h. die Schwingungszahl eines Tones, der bei normalem 
Hôüren eine Empfindung von derselben Qualität hervorruft, so lautet 
dieses quantitative Mischungsgesetz: 

Bei gleicher Empfindungsstärke des rechten und 
linken Tones ist die korrespondierende Schwin- 
gungszahl des binauralen Tones das arithmetische 


1) Da die drei Qualitäten in derselben Hühe liegen, künnte es unverständ- 
lich scheinen, daB Richtungseindrücke entstehen. Der Grund liegt in der Er- 
fahrung, die zur Illusion führt. DaB der Schritt f—>e bei gleichen Hühen 
absteigend erscheint, kommt daher, daB beim normalen Hüren die beiden 
Qualititen stets in verschiedener Hôhe erschienen waren und zwar so, daB bei 
kleiner Hühendifferenz f hôüher lag. Siehe darüber Näheres bei G. Révész: 
Theorie der Tonempfindungen. Kapitel 9, Abschnitt Distanz und 
Richtung. 

2) Simultane Vorführung hätte wegen der Orthosymphonie die objek- 
tive Quinte ergeben. 

3) Das Falschhüren L.s beginnt bei d? und erstreckt sich von da aufwärts 
bis zum oberen Ende der musikalischen Tonreihe. 
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Mittel aus den korrespondierenden Schwingungs- 
zahlen der monauralen Tône. 

Erwecken die beiden monauralen Tône Empfindungen von 
verschiedener Stärke, so liegt die Qualität des Misch- 
tones der des stärker beteiligten Ohres näher. Der 
binaurale Ton läBt sich daher durch Variieren der Intensitäten 
des rechten oder linken Tones oder beider Tône zugleich beliebig 
zwischen den monauralen Qualitäten verschieben. 

Als z. B. bei einem Ton von der Schwingungszahl 760 die 
untere Quinte des rechten Tones 436,0, des linken 452,5 Schwin- 
gungen betrug, ergab sich als die untere Quinte für den binauralen 
Ton bei gleicher Empfindungsstärke der monauralen Tône ein 
Ton von der Schwingungszahl 444,5. Wurde nun die Intensität 
des rechten Tones verstärkt, so verschob sich die untere Quinte 
des Mischtones auf 440,2, bei weiterer Verstärkung auf 437,2. 
* Wurde jedoch der linke Ton verstärkt, so rückte die untere Quinte 
des Mischtones derjenigen des isolierten linken Tones näher, indem 
sie sich zuerst auf 448, bei grôBerer Intensität auf 449,5 verschob. 

Die theoretische Bedeutung dieser Ergebnisse besteht vor 
Allem in der Erkenntnis, daB sich Ton- und Farbenqualitäten hin- 
sichtlich der Mischungserscheinungen analog verhalten, daB also 
die psychophysiologische Einrichtung für beide Sinne eine gewisse 
Âhnlichkeit aufweist: sie zeigen insbesondere, daB auch eine 
zwischen zwei Tonqualitäten sich erstreckende Qualitätenreihe 
darch Ânderung des Stärkeverhältnisses der diesen beiden Ton- 
qualitäten entsprechenden psychophysischen Prozesse zustande 
kommen kann. 

Weiter erscheint die Tatsache, daf unter gewôhnlichen Um- 
ständen keine Tonmischung zustande kommt, in ganz anderem 
Lichte als bisher. Letztere wird nämlich dadurch verhindert, daB 
verschiedene Tonqualitäten beim normalen Hôren stets in 
verschiedener Hôhe erscheinen. Bestände unter normalen 
Verhältnissen diese Einrichtung nicht, so würden die Eindrücke der. 
Harmonie nicht entstehen kônnen. 

Farben mischen sich binocular nur dann, wenn die Lichtreize 
auf korrespondierende Pankte der Doppelnetzhaut fallen; eine 
solche Mischung tritt nicht ein, wenn es sich um nichtkorrespon- 
dierende Punkte handelt. In Analogie zu diesen Verhältnissen 
tritt offenbar bei Tonqualitäten auch nur dann eine Mischung ein, 
wenn korrespondierende Stellen der beiden Hôrorgane (vermutlich 
in der Schnecke) getroffen werden, nicht aber wenn es sich um 
nicht-korrespondierende Stellen handelt. Vermutlich treffen die 
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Erregungen von korrespondierenden Stellen an einer gemeinsamen 
Stelle des Gehirnes zusammen, äbnlich wie es die anatomische 
Hypothese für die Netzhautkorrespondenz annimmt. 

Die vorgetragene Anschauung steht im besten Einklange mit 
dem, was wir über die Sammation der Intensitäten von 
Tonempfindungen wissen. Eine solche tritt nämlich, monaural 
wie binaural, stets nur zwischen Empfindungen gleicher Hôhe 
ein; dies bringt für das normale Hüren das Verhalten mit sich, 
daB die Saummation nur bei gleichen Qualitäten zustande kommen 
kann. In unserem Falle aber, wo verschiedene Qualitäten bei 
gleicher Hôhe bestanden, war damit nicht nur für die Mischung 
verschiedener Qualitäten, sondern auch für die Summation der 
Intensitäten von Tonempfindungen verschiedener Qualität die Be- 
dingung hergestellt: der binaurale Ton erschien, wie unter nor- 
malen Verhältnissen, stärker als die monauralen, der Qualitäts- 
unterschied war also irrelevant. Die Bedingungen der Mischung 
und der Stärkesummation sind also dieselben, und sie werden durch 
die anatomische Hypothese leicht verständlich. 

Wir heben noch hervor, daf die Analogie zur Farbenmischung 
es sehr wahrscheinlich macht, daB die binaurale Tonmischung in- 
sofern physiologisch ist, daB sie auch unter normalen Verhältnissen 
eintritt; nur gewähren die pathologischen Verhältnisse besonders 
günstige Bedingungen für ihre Beobachtung. Die von verschiedenen 
Forschern konstatierte Tatsache, daB sich auch bei normal Hôrenden 
binaurale Qualitätsdifferenzen, wenn auch kleineren Betrages, finden, 
ohne daB es zum Doppelthôüren käme, drängt zu dieser Annahme. 


Uber die Konvergenz einer Fourierschen Reihe. 


Von 
J. Thomae. 


Vorgelegt von D. Hilbert,. 


Riemann bezeichnet mit (x) eine Funktion von x, deren Wert 
der positive oder negative Überschu von + über die nächste ganze 
Zahl, an den Sprungstellen aber, z. B. für x — 4, Nullist. Diese 
Funktion ist ungerade und hat die Periode Eins. Aus ihr bildet 
Riemann weiter eine in jedem noch so kleinen Intervall unendlich 
oft unstetige und doch integrable Funktion 


_ & (a), 
S(x) = eu 

Sie hat auch die Periode Eins, und ist auch ungerade. Es ist 
leicht, durch Addition der Fourierschen Reïhen, die die einzelnen 
Glieder der Reiïhe S(x) darstellen, diese Funktion formal in die 
Form einer Fourierschen Reïhe zu setzen, und es findet sich diese 
Darstellung in meinen , Vorlesungen über bestimmte Integrale und 
Fouriersche Reiïhen, Leipzig 1908“ auf Seite 65. Da aber die 
Reïhen für die (mx) nicht gleichmäfig, und noch weniger absolut 
konvergent sind, so ist es fraglich, ob die zur Herstellung der 
Fourierschen Reiïhe für S(x) notwendigen Umordnungen zulässig 
sind, ob die Reïhe konvergiert, und ob sie die Funktion S(x) wirk- 
lich darstellt. Diese Frage soll hier beantwortet werden. 

1. Zu dem Ende betrachten wir zunächst die überall, wenn 
auch nicht gleichmäfig, konvergente Reihe 


T(x) = kzx(1— x) = 


sin 27x sin 37x sin Mxx 
2 su 3 FA mn 


sin x + 
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und fragen nach einem Schätzungswerte der Summe der ersten 
n-Glieder dieser Reïhe, des Ausdruckes 


T (x) = sin xx + re. +. Ho ue 


Es ist nach bekannter SchluBweise 


2sinkxxT,(x) —= cos + xx — 4 cos à xx — SE 


1 2n —1 1 2n +1 
T'ECDA PS) Ta avoit p] ! 
2sin 4 xx T(x) = cos xx — cos à xx — 
wi 2m + 1 
“(MLD 1 +0 
für jedes x zwischen — 1 und +1. Da nun 
1 rot 
— 1 
cs 08 à 
ist, so folgt 
1" 1— 008 A3 22 
i sh Lu nploui li alt ériléon à 
2sinkzrx T,(x) cos 4 xx — 1 + 2, INT 
-+( ne 1) 
2 
und 
à 2m +1 
— sin? int = 
sintax T,(x) = —sin°} xx FE CES z 
L e 2n+1 
HER EU | 
. , 2m+l 
. de 
sintxx T(x) = — sin" }xx pre TT sin —7 — av. 
in? 2n+1, Sin? 2m + 1 
À PR ar Ce LAMPE M ut 
4 nsin$az  sinix jm M(m+l)sinkrx 
se 2m+l 
sin © did 
biere sin } xx T ÉenEDels da ee ART 


Woraus, wenn 


ax : n sin # xx 


= sin? Te 
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gesetzt wird, folgt für positive x 
T (x) < T(a)+6, <kr+s 


Der Grôfe s, geben wir die Form 


On + 1 
Pr À TD nx:4 2n+1 . 2n+1 
SU es Un ER ——— sin ——— 7% 
* 2n +1 sin 7x n 4 
Mod 


Abgesehen vom Vorzeichen ist hierin der erste Faktor für 
jedes x kleiner als Eins, der zweite für æ zwischen 0 und 1 eben- 
falls kleiner als Eins, der vierte kleiner als Eins, der dritte kleiner 
als Drei,- und &, ist für positive æ positiv. Somit sind wir zu dem 
Satze gelangt. Die Summe T,(x) der ersten n-Glieder der Reihe 
T(x) ist abgesehen vom Vorzeichen unabhängig von n kleiner als $x. 

Diese Zahl läft sich verkleinern, für meine Zwecke genügt 
diese Schätzung. Sie gilt auch für die Reïhe 

à m+1 sinmaz 


gas = Ÿ (1) u 


die aus T(x) durch Substitution von 1— 4 für x hervorgeht. 


2. Formale Herstellung der Fourierschen Reihe 
für die Riemannsche Funktion S(x). Die Reïhe 


a SE 1)" sinmes 
a 1%) m 


von der die Summe der ersten #-Glieder absolut genommen für jedes 
æ die Zahl Drei nicht übersteigt, stellt die Funktion + zwischen 
— 1 und + 1 dar, sonst die nach dem Modul Zwei periodische Fort- 
setzung. Für x = +1 ist sie Null. Ersetzt man + durch 2x, 
so stellt die Reïhe 


Lex 1)" +1 sin 2mxx 
Æ 1(m) m 


die Fanktion x nur zwischen —4% und +4 dar, weiterhin aber 
deren nach dem Modul Eins periodische Fortsetzung, woraus ohne 
weiteres flieft, daf sie überall die Riemannsche Fuanktion (x) 
darstellt. Man kann deshalb ohne Umstände x durch nx ersetzen, : 
wodurch man die Gleichung erhält 


œ 1)" + sin 2mnxx 
(nx) = 12. ) EU 
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und die Summe der ersten n-Glieder dieser Reihe übersteigt dem 
absoluten Betrage nach, unabhängig von #, niemals die Zahl Drei. 

Wir bilden nun formal die Fouriersche Reïhe für die Rie- 
mannsche Funktion S(x) — 5 (mx) :m?, indem wir die Fourierschen 
Reïhen der einzelnen Glieder dieser Reïhe, die alle nur die sinus 
Vielfacher von 2x enthalten, so addieren, daB wir das zusammen- 
nehmen, was einen sinus desselben Bogens enthält. So liefern nur 
diejenigen (nx) : n° darstellenden Reïhen zum Koeffizienten b,, von 
sin 2mxzx einen Beïitrag, in denen n# ein Teiler vonmist. Ist n — 1’ 
ein Teiler von "”, 80 liefert (1'x):1'1, wenn tr — m ist, zu b,, den 
Beitrag 


Bol-LAN Von ti 1 TG, Fe ere. 


! 


= IT x mT x m° 
Es ist demnach 
24 1 T+1 
M= ENT" 
wo die Samme }},, über alle Teiler von » zu erstrecken ist. Die 


so formal erhaltene Darstellung der Funktion S(x) durch eine Fou- 
riersche Reïhe ist deshalb 


12 (1) s6in2mar _ 1 2 3,((1) * :r)sin2mxr 
T 1m) m° ET. m 23 


wo die Summe Z,, über alle Teiler von »# zu erstrecken ist und 
t' = m:7 der Ergänzungsteiler zu r ist. 

8. Nachweis der Konvergenz dieser Reiheundihrer 
Gleichheit mit S(x). Die Fouriersche Reïhe, die (mx):m° dar- 
stellt ist für jedes »m überall konvergent. Die Zahl o werde be- 
liebig klein vorgegeben. Die Reïhe S(x) zerlegen wir in zwei Teile, 
S,(&)+ S,(x), wo 


sQ = à me, 


Si(x) = S(x)—S$, (x) ist. Dann kônnen wir, weil die Reïhe S(x) 
für jedes x absolut konvergent ist, n so groB annehmen, da8 


abs 5 (x) < 39, S, (x) SE 30,6 


wird, wo Ü, ein positiver oder negativer echter Bruch ist, und daf 
zugleich 
S" (&) = 40,6 


wird, wenn S(x) aus S/(x) dadurch hervorgeht, daB man darin 
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(mx) durch + 3 ersetzt, über welche Zahl die Summe der ersten 
n-Glieder jeder der Reïhen für (m4) nicht hinausgeht, und wo 6, 
ein positiver oder negativer echter Bruch ist. 

S,(x) besitzt zwischen — 1 und +1 nicht mehr als n(n+1) 
Sprungstellen, und ist zwischen ihnen monoton, graphisch wird 
sie zwischen den Sprungstellen durch Stücke gerader Linien dar- 
gestellt; sie erfüllt überall die Dirichletschen Bedingungen für die 
Entwickelbarkeit in eine Fouriersche Reïhe. Die Fouriersche $, (x) 
darstellende Reiïhe 


DÉPART ET L'Un 
SC) en SDS robes, 


T 1(m) m 1 


in der die Summe Z}, über alle Teiler + von "» zu erstrecken ist, 
deren Ergänzungsteiler r' = m:T kleiner oder gleich # sind, kon- 
vergiert für jedes x. Es läft sich deshalb für jedes x eine ganze 
Zahl n’ so angeben, daf 

l'ir zx! (— 10 lr sin 2mrx 


D 


wird, wo 6, ein positiver oder negativer echter Bruch ist. Es ist 


S(x) = S,(&)+40,0, 


"4 2-1) Tr: sin 2mxr 


S(x) = 1 m° EE à 3 (D, Œe 6) G. 


Schreiben wir weiter 


L'AE#023(— 1 TH. sin 2mwx 
S(x) ES x 2, ECD EE +4 (0,0) 04, 


so ist À die Summe von je einer bestimmten von *' abhängenden 
Anzahl von Anfangsgliedern der die Funktionen 


(n+1x) (n+27)  (n+n'x) 

(n+1} 7 (n+2)' (a+n') 
darstellenden Fourierschen Reiïhen, und ist deshalb nach der über 
n gemachten Voraussetzung gleich 40,6, so da 


1v+n 2(—1) Ÿlrsin 2m 
— 5 —— + 0G 
T Ï(n) m 


S(a) = 


wird, wo 6 = 4(0,—6,—0,) ein positiver oder negativer echter 
Bruch ist. 
Ist © eine beliebig klein vorgegebene Zahl, so läBt sich eine 
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Zabl N = n+n' finden, so daf die Samme der ersten N Glieder der 
zunächst formal gefundenen Fourierschen Reïhe sich von S(x) um 
weniger als 6 unterscheidet. Das heift 

Die für die Riemannsche Funktion S(x) formal gefundene Reihe 
konvergiert für jedes x, und stellt die Funktion S(x) dar. 

Nebenher noch eine Bemerkung. Die Funktion Fo (nx) dx ist 

0 

eine fortwährend positive stetige Funktion, deren Wert nirgend 
über 1:8n hinausgeht. Deshalb ist 


© mx) d. 
lie 


eine absolat konvergente Reïhe, und stellt eine stetige Funktion 
dar. Hingegen ist nach Riemann das Integral 


Fe 


nicht vorhanden. 


Über die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Be- 
reichen. 


Von 


Edmund Landau in Gôttingen. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 18. Mai 1912. 


Einleitung. 


Diejenigen Probleme der analytischen Zahlentheorie, welche 
mit der Verteilung der Primzahlen nicht unmittelbar zusammen- 
hängen, sind leichter angreifbar gewesen. Alles von Dirichlet, 
Herrn Mertens und anderen hierbei erreichte ergab sich durch 
elementare Methoden. Darunter verstehe ich Abschätzung der 
auftretenden Summen mit den Mitteln der Integralrechnung für 
reelle Variable, ohne das Studium der zugehôrigen Funktionen 
für komplexe Variablen. 

Viele jener Fragestellungen beziehen sich auf die Anzahl der 
Gitterpunkte (d. h. Punkte mit ganzzahligen Koordinaten) auf dem 
Rande und im Innern gewisser 2,'8, ..., k-dimensionaler Bereiche 
und lassen sich ebensowohl als Probleme eines gewissen Zweiges 
der Geometrie wie der Zahlentheorie ansprechen. 

Die für die tiefer liegenden Probleme der Primzahltheorie von 
anderen und mir ausgebauten analytischen Methoden (die in be- 
stimmten Anwendungen des Cauchyschen Integralsatzes und 
einiger Diskontinuitätsfaktoren gipfeln) sind bisher niemals von 
Nutzen für jene andersartigen Probleme der analytischen Zahlen- 
theorie gewesen. Erst kürzlich fand ich einen Kunstgriff'), der 
mir jetzt gestattet, in zahlreichen Füällen u. a. bekannte Gitter- 
punktabschätzungen (in bezug auf die GrüBenordnung des Fehlers, 
nicht etwa blos numerisch) zu verschärfen und, was damit meist 
eng zusammenhängt, unsere Kenntnis über das Konvergenzgebiet 
gewisser Dirichletscher Reïhen wesentlich zu erweitern. 


1) Es handelt sich um die Einfübrung der unten als Hilfssatz 10 bezeich- 
neten Abschätzung. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1919. Heft6, 46 
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In zwei bestimmten Fällen komme ich etwas weniger weit, 
als neuere elementare, aber äu$erst komplizierte spezielle Unter- 
suchungen anderer Mathematiker geliefert haben. Aber gerade 
von diesen beiden Problemen will ich zunäçhst reden, weïl ihr 
Studium mich zu meiner neuen Beweismethode gefübrt hat, die 
in zahlreichen nr über die klassischen Resaltate weit hinaus- 
fübrt. 

Das erste Problem ist die Frage nach der Summe 


#() = È T(n) 


n—= 
wo T'(#) die Teiïlerzahl von n bezeichnet. Dirichlet!) hatte 
(1) t(z) = zlogz+(2C—1)x+O(Vx) 
bewiesen, wo C die Eulersche Konstante ist. Die Frage, ob das 
O(Vx) verschärft werden kann, hatte die Mathematiker dann sehr 


beschäftigt. Ein vermeintlicher, von Herrn Pfeiffer?) 1886 
publizierter Beweis der Relation 


(2) t(x) = xlogæ+(20—1)z+ 0(xi + ©) 


für jedes s 0 ist nicht einwandfrei*) Doch gelang es Voro- 
noï‘) 1903 durch eine ca. 40 Seiten lange und dabei komplizierte 


1) Abhandlung 12 in der Numerierung meines Handbuchs der Lehre von der 
Verteilung der Primzahlen, Leipzig und Berlin (Teubner), 1909. 

2) 1. 

8) Insbesondere schlieBt Verf. ganz am Ende, auf S. 18, daraus, daB erstens 
eine gewisse in + stetige Funktion von x und #”, die ich kurz f,,(x) nennen will, 
für jedes ganze m => 1 einer Ungleichung 


J'n@a|<e 


genügt, und daf zweitens 
(8) Jin fn) = f(@) 


für a < x < b existiert, daf 


J'reaæ|<e 


sei. DaB etwa die Gleichung (3) gleichmäfig gelte, beweist er nicht, kônnte es 
auch nicht, da f(x) unstetig (übrigens integrabel) ist. Übrigens ist es mir ge- 
lungen, die Pfeifferschen Hilfsbetrachtungen mit Rücksicht auf gleichmäBige 
Approximation von Anfang an derart umzuarbeiten, daB ich auf dem Pfeiffer- 
schen Wege doch zum Ziele gelangen kann. Allerdings ist der so entstehende 
Beweis recht lang; ich will ihn bei anderer Gelegenheit ausführlich auseinander- 
setzen. 
4) 1. 


on tt 
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Hilfsmittel der reellen Analysis benutzende Beweisanordnung, sogar 
die Relation 

rx) = zlogz+(2C—1)x+ O(xt log x) 


zu beweisen. 
Es sei entsprechend T,(n) für jedes ganze k 2 die Anzahl 
der Zerlegungen von n in 4 Faktoren und 


T 
(2 = ZX T(n), 
.— 
d. h. die Lôsungszahl von 


M, M. MS D 
in positiven ganzen Zahlen. Obiges (x) ist der Spezialfall 4 = 2 
hiervon. Unter Verwendung der einfachsten Eigenschaften sog. 


Dirichletscher Reihen hatte Herr Piltz') 1881 


1 
Fa 
2.) = 2(6,, serbe sictbse D k tp e) 


bewiesen, wo die b gewisse Konstanten sind. Aus Voronoïs 
Ergebnis lieBe sich unschwer?) auch für jedes kZ3 die Ab- 
schätzung des Restgliedes verbessern, insbesondere bei beliebigem 
se 0 


ia 
r,(2) = 20, , log z+...+b,)+0\z * 


beweisen. Doch ergibt*) schon ein allgemeiner Satz‘) von Herrn 
Schnee und mir über Dirichletsche Reïhen für jedes 4Z 2 


k 
— + 8 
| n@) = sé ar stabatols Eu ] 
also für jedes 43 mebr, als Herr Piltz gefunden hatte, z. B. 


1) 1. Einen neuen Beweis, auch der entsprechenden Piltzschen Formel für 


a@o) = 4%, 


nebst Verallgemeinerung auf beliebige algebraische Zahlkôrper, gab ich in meiner 
Arbeit: Über eine idealtheoretische Funktion [Transactions of the American Mathe- 
matical Society, Bd. XIII (1912), S. 1—21], in welcher ich mit Absicht (vergl. 
ebenda, S. 4, Anm. 1) nur selche Überlegungen anstellte, die für jeden Kôrper 

2) Vergl. unten, $ 8. 

8) Vergl. unten, $ 8. 

4) Es handelt sich um den Satz 54 in $ 238 des Handbuchs. 

46* 
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für 4 = 3 jetzt O(xt+°) statt O(zt log 2); für jedes 4256 ist 
Auch für 4 — 2 ist eigentlich erst durch 


sta 1 ——— 

bre péeer | 
2 

die Anwendung jenes Schneeschen') Satzes ein Desideratum er- 

#üllt, welches Kronecker?) folgendermafen formuliert. Nachdem 

er festgestellt hat, daB aus (1) die Konvergenz der Dirichlet- 

schen Reïhe auf der linken Seite von 


D T(n)—-logn—2C 
S FOR 


= £'(s)+6(s) —2CE(s) 


n=]1 


für s - folgt5), fährt er fort: ,Hätten wir diesen Satz direkt 


beweisen kônnen, so künnten wir auch aus ihm leicht den Mittelwert ‘) 
für die Anzahl der Divisoren ermitteln; jedoch ist bisher dieser 
direkte Beweis stets vergeblich et worden, es ist dies einer 
der Fälle, wo die Arithmetik mehr vermag, als die Analysis, wo 
sie imstande ist, ihrerseits die Analysis zu fürdern“. 

In der vorliegenden Abhandlung werde ich in $7 für die 


(allerdings schon durch Voronoï, sogar mit at log x statt st 7° 
bekannte) Relation (2) einen funktionentheoretischen, verhältnis- 
mäBig kurzen neuen Beweis geben und mit denselben Mitteln in 
$ 8 auch für jedes kZ 3 


k—1 7, 
& 2,(x) = 20, , log 'z+.. nt AD 1 ] 


beweisen, was in jedem Falle, bereits für 4 — 3, ein neues Re- 
sultat darstellt. Übrigens war — seit wenigen Monaten — durch 
Herrn Littlewood®) schon bekannt®), daf (4) unter der Annahme 
der Richtigkeit der Riemannschen Vermutung über die Nulistellen 


1) Hier kommt nur der von Herrn Schnee allein herrübrende Teil des 
Satzes in Betracht (der mich später zum Beweise des anderen Teils führte). 

2) Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben von Herrn Hensel, Bd. I, 
Leipzig (1901), S. 351. 

8) Hierzu hätte statt O(Vx) im SchluBglied O(xt TE) genügt. Natürlich 
konvergiert die Reihe als Dirichletsche in der ganzen Halbebene 6 > 4. 


4) Nämlich die Formel (1) mit O(æxt + ©). 

5) Quelques conséquences de l'hypothèse que la fonction £(s) de Riemann 
n’a pas de séros dans le demi-plan R(s) => 4 [Comptes rendus hebdomadaires des 
séances de l’Académie des Sciences, Paris, Bd. CLIV (1912), S. 263—266]. 

6) Vergl. unten, $ 8. 
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; ui ie Au k—1 
der Zetafunktion richtig ist, sogar mit 5 statt UE Ich be- 
weise aber (4) in $ 8, komme also speziell im Falle 4 — 3 auch 


bis DJ ohne Benutzung der Riemannschen Vermutung. 


Ich sagte oben, da bei zwei Problemen meine neue Methode 
nicht ganz bis zu den Grenzen des anderwärts schon erreichten 
heranführt. Das eine war Voronoïs Satz über r(x); das andere 
ist ein Ergebnis von Herrn Sierpinski über die Anzahl A(x) 
der Paare ganzer Zahlen w, v, für welche 

W+v<zx 
ist, d. h. die Anzahl der Gitterpunkte im Kreise mit dem Radius 
Vz um den Nullpunkt (inkl. Rand). Trivial ist’) 


G) A(x) = Jz+0(Vx), 


“wo J den Inhalt des Kreises #’+v° — 1, d.h. die Konstante x 
darstellt. Anders ausgedrückt ?): Wenn £,(s) die zum Gau$schen 
Kôrper P(i) gehôrige Zetafunktion ist, so konvergiert die Di- 
richletsche Reïhe für 


Es) — LE(S) 


in der Halbebene > ; in der Tat liefern ja stets vier asso- 


züerte Zahlen u + vi, i(u+ vi), — (u+vi), —i(u+vi), wo uw + > 0 
ist, ein Ideal, so da die Anzahl der Ideale des Kôrpers mit N° 
Æ£ x nach (6) 


Ta + O(Vx) 


ist. Durch Anwendung der Voronoïschen Methode gelang es 
nun Herrn Sierpinski*) 1906, wiederum mit einer ca. 40 Seiten 
langen speziellen Beweisanordnung, die schärfere Relation 


(6) A(z) = #z+0(Vx) | 
zu beweisen und damit die Konvergenz jener Dirichletschen 


Reïhe für 6 => Le Diese Konvergenz für 6 > . vermag ich durch 


1) Vergl. z. B. GauB, De nexu inter multitudinem classium, in quas formae 
binariae secundi gradus distribuuntur, earumque determinantem [Werke, Bd. Il 
(1863) 8. 269—291], S. 277. 


2) Hierfür würde o(et+e) statt O(Vx) ausreichen. 
8) 1. 
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meine Methode relativ kurz auch zu beweisen; (6) jedoch nicht 
vôüllig, sondern statt dessen nur die für jene Konvergenz hinreichende 
(and notwendige) Relation 


A(x) = at + O(xt T°), 


Aber ich erhalte gleichzeitig sehr viel Neues. Zunächst, wenn 
an Stelle des Kreises #°+v*=zx eine beliebige Ellipse au? + 2buv 
+ceÿ"<zx mit ganzzahligen (oder, was nicht tiefer liegt, kommen- 
surablen) a, b, c zugrunde gelegt wird, die Relation 


Q A(a) = Jz+0(rt +) 


wo J (= =) der Inhalt der Ellipse au°+ 2buv + cœ° = 1 
ac — 


ist; dies werde ich in $ 15 auseinandersetzen. 


k 
Auch für das Ellipsoid Y R Guy lu 4, ZT (Wo die & ganz sind) 
U, v — 
in der ten Dimension (4 2), wo die triviale Abschätzung 


k k—1 
(8) pr ee mure À : ) 
lautet, gelingt es mir (vergl. $ 16), 


x —1 x}, 
(9) er en Hit ) 


zu beweisen. 

Ich kehre zur zweiten Dimension zurück. Aus (7) lieBe sich 
leicht') schlieBen, daB für jeden imaginär-quadratischen Kôrper die 
Anzahl der Ideale mit Norm =x 


ex +O(xt + 
ist, also die Dirichletsche Reïhe links in 
CO F(n)— 
FO 2 49-04) 


NET n 


(F(n) Anzahl der Ideale mit Norm ») für 6 = Es konvergiert, was 


bisher nur — durch Herrn Sierpinski — für den einen Kôrper 
P(i) bekannt war. Es gelingt mir nun aber durch einen anderen 
Ansatz (der auch für den imaginär-quadratischen Kôrper aus- 
reicht), dasselbe Ergebnis für jeden reell-quadratischen Kôrper zu 
erzielen, wie der Leser aus $ 12 ersehen wird. 


1) Vergl. den Anfang von & 14. 


Ces ec ue 


RES Er ue nee 
RE  — = 


| 
k 
| 
1] 
Î 
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Herr Sierpinski ist noch in einer späteren Arbeit') auf eine 
Frage zurückgekommen, die mit seinem Ergebnis (6) zusammen- 
hängt. Er schlof aus (6) zum Zweck einer bestimmten Anwendung, 
da die Anzahl der Gitterpunkte der Kugel w° + v°+w° = x 


Jz° + 0 (xt) 
ist (7 natürlich — D) Meine Relation (9) liefert hierfür sogar *) 
O0 (et + Là 


Ich füge noch hinzu, daB ich auch für diejenigen Gitterpunkte 
des k-dimensionalen Ellipsoids, welche beliebigen Kongruenzbedin- 


gungen 
u, = 4, (mod. M), ..., u, = 2, (mod. M,) 


genügen, d. h. für die Gitter mit beliebigem Ausgangspunkt und 


beliebigen Weiten, alles ganzzahlig vorausgesetzt, dasselbe Ergebnis 


J L2 ( k—1 k ps 

ti: 2 k+1 ) 

sde Mani Mae 

in $16 finden werde. Dies liefert (vergl. $ 17) gerade bei der 
dreidimensionalen Kugel interessante Anwendungen auf Klassen- 
zahlabschätzungen und damit indirekt auch auf die Anzahl der 
Gitterpunkte in einem bestimmten dreidimensionalen Bereich, der 
von einem zweischaligen Hyperboloid und Ebenen begrenzt ist. 
Bereiche, die keine Ellipsoide sind, wurden auch schon durch die 
oben genannte Funktion r,(x) geliefert. Der damaligen Verbesse- 


k—1 . : k—1 k—1 k : 
Tung Von —— im Restglied zu PTE NT TE ET entspricht 
genau die Verbesserung von est zu LE _. beim Übergang 


k 
von (8) zu (9); daB dort der Nenner k se im Hauptglied x x) 


1) O pewnej sumie potréjnej (Sur une somme triple) [Comptes Rendus de . 
la Société Scientifique de Varsovie, Bd. II (1909), S. 117—120]. 

2) Für Herrn Sierpinskis spezielle Anwendung, soweit sie im franzôsi- 
schen Résumé und in dem Lehrsatz zu Beginn des polnischen Textes besonders 
hervorgehoben ist, hätte sogar irgend ein echter Bruch =—+# ausgereicht; das 
Endergebnis der Untersuchung im polnischen Text selbst [es handelt sich um S(x) 

1 
== ————— |) làBt sich allerdings jetzt mit Hilfe von 
RP Ra rare) 8 J 
(9) verschärfen, nämlich zu 


SG) = 4m a+ e+ O(e TT), 
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k 

hier der Nenner 2 a im Hauptglied x :) auftritt, liegt daran, 
daf bei jener k-dimensionalen Figur x durch x, bei dieser x durch 
x* ersetzt werden muB, damit die Begrenzungsfläche in #,,..., u,, x 
homogen ist. ‘ 

Die genannten Ergebnisse über Gitterpunkte môgen — zumal 
die berühmten Untersuchungen Minkowskis über die Geometrie 1 
der Zahlen nicht in dieser Richtung liegen — von geometrischem | 
Interesse sein; für die analytische Zahlentheorie am interessantesten 
dürfte aber folgendes Ergebnis sein (welches sich in die Sprache 
der Gitterpunkte nur bei Einführung komplexer Gewichte über- d 
setzen liefe), das ich in $ 10 entwickle. 

Es sei y,(x) irgend ein Charakter nach irgend einem Modul 
k, und y,(#) irgend ein Charakter nach irgend einem Modul #,, aber ni 
weder #,(#) noch %,(»r) Hauptcharakter. Es werde À 


ZE 40 26, 
5 40 2 1,6) 


n=1 * 


gesetzt. Diese beiden Dirichletschen Reïhen konvergieren be- 
kanntlich für 60 und stellen übrigens ganze Funktionen dar. 
Das formal gebildete Produkt 


(10) LOL = S & 


(ro also c, — > 4(d)% (5) st) konvergiert einem allgemeinen 
din 


Reïhensatze von Stieltjes zufolge für pou auch die An- | 


wendung des schon oben erwähnten Satzes von Herrn Schnee }l 
liefert nicht weniger (vergl. Kroneckers oben erwähntes Desi- 
deratam) und nicht mebr. 

Ich kann beweisen, daf die rechte Seite von (10) für > + 


konvergiert, was auch in jedem einzelnen Spezialfall neu ist. Ein- 
fachstes Beispiel: Das formale Quadrat 


.k 1 1 1 " 2 2 +70 
Catane kg 


D MORE RO em M me Da 


konvergiert für s > _. 


hdi + dune es ne Re 
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Wie gesagt, beweise ich alle meine Ergebnisse mit derselben 
Methode. Um Wiederholungen zu vermeiden, schicke ich im ersten 
Teil ($$ 1—5) der vorliegenden Abhandlung einen einzigen Satz 
mit Beweis voraus, aus dem sich dann im zweiten Teil ($$ 6—17) 
alles durch Spezialisierung ergibt. Jener Hauptsatz hat allerdings 
einen etwas unfôrmigen Wortlaut; damit derselbe nicht noch 
komplizierter wird, habe ich gewisse naheliegende Verallgemeine- 
rungen unterdrückt und gerade eine solche Form gewählt, aus der 
sich alle Spezialfälle bequem ableiten lassen. Auch sind die Vor- 
aussetzungen des Hauptsatzes durchaus nicht unabhängig; sie sind 
aber eben in allen Spezialfällen sämtlich erfüllt. 

Eine Reïhe von Anwendungen, die ich in dieser Einleitung 
nicht genannt habe, kommt des ferneren in Teil 2 vor; ich nenne 
hier nur $9, $ 11, $13 und den Satz des $ 16. Teil 2 zerfällt 
in 3 Kapitel: 1) Teilerprobleme, 2) die Dirichletschen Funktionen 


* L(s), 3) Ellipsoidprobleme. 


Für meine Bezeichnungen sei auf mein Handbuch verwiesen, 
auf das ich auch bei zahlreichen benutzten Hilfssätzen Bezug 
nehme, unter genauer Angabe der Stellen. AuBerdem setze ich 
im zweiten Teil zahlreiche nicht im Handbuch vorkommende Eigen- 
schaften der auftretenden Funktionen aus der genau bezeichneten 
Literatur als bekannt voraus. Dagegen reproduziere ich in $ 2 
aus einer dänisch geschriebenen Arbeit von Herrn Jensen einen 
besonders eleganten Beweis für eine ältere Abschätzung in der 
Theorie der Gammafunktion und im $ 3 einen Spezialfall allge- 
meinerer Untersuchungen der Herren Phragmén und Lindelôüf, 
der für mich sehr wichtig ist; beides kommt im Handbuch nur 
in geringerem — für die dortigen Zwecke ausreichendem — Um- 


fang vor. 


Erster Teil. 
Beweis des Hauptsatzes. 


$ 1. Formulierung des Hauptsatzes. 
Voraussetzungen: Es sei eine Folge komplexer Zahlen 


d, Gb ces ART, 
gegeben. 
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Es sei müglich îhr zuzuordnen : 
Ein «a Z 0; 
ein yanzes w= 1; 
reelle «,,...,&,; 

positive 8, ..., B,; 

ein ganzes v= |]; 

reelle y,,...,y,; 

positive Ô,,..., à,; 

komplexe e,,...,e,,... ad inf.; 

reelle 1, <Â,<...<1,...ad inf. wo À, mit n unendlich wird, 
mit folgenden Eïigenschaften : 

Erstens ist bei jedem s > 0 


(11) e, = Ofn* T5), 


also a fortiori die Dirichletsche Reihe 


12 S 
( ) ,2 Ti V2 (s) 
für 6 a+1 absolut konvergent. 

Zweitens ist die durch (12) definierte Funktion Z(s) in der ganzen 
Ebeñe meromorph und besitzt in jedem festen Streifen 6, <6<5,, 
w0 6,> 6, ist, nur endlich viele Pole. 

Drittens ist die Reihe 


[ee] 

1,58 
2 «,c” 
n—1 


für 6 <O absolut konvergent ?). 
Viertens ist für & <0 


P(a,+ 8,5)... (a, + 8,5) Z(s) 


CO 
9 À =re-89..rp 89 À ed 
n —="1 
Fünftens ist 
(14) Bite Bird. F6,. 
Sechstens ist, wenn 
(15) ntetn= tete) HE 1 


gesetzt wird, 


1)D.h Ÿ |e,|en% konvergiert für y < 0. 
n=1 
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(16) Zi 
und 
(17) nZ=a+ . 


Siebentens gibt es zu jedem festen Streifen 6, = 6 < 6, eine Kon= 
stante y = y(0,,0,) (die natürlich von der gegcbenen c-Folge, nicht 
aber von © und t abhängen darf), so daf für 6, <o < 6, und wach- 
sendes positives t, sowie absolut wachsendes negatives t 


(18) Z(s) = O(e’l*) 
ist. 
Behauptung: Dann ist für jedes s — 0 


(19) 2,®= os 0 (+0 ET r+) 
w0 R(x) die Summe der Residuen der Funktion 
(20) 16) 
für alle ebwaigen Pole von 20 im Streifen 
(a +1) ds <6<u+i 


bezeichnet. 
Vorbemerkung über R(x): Falls s — e ein irgendwo in der 


Ebene gelegener Pol gter Ordnung (9 1) von 20) ist, hat die 


Funktion (20) in der Nähe eine Entwicklung 


(++ pra) d40 


= (146-0082 +62 eo log” x +. Le Gt" ++) 
also das Residuum 


A “ 
#( rte 2+++ 41082 + 4). 
Für He) <(«+1) 2271 jst dies 


al (& +1) mer +), 


’ 
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da nach Voraussetzung der Streifen 0<£6=(x«+1) È = : 


endlich viele Pole enthält, ist die Behauptung (19) identisch mit 
der Behauptung 


aur 


z (es HD + 
(21) 2, c = sey+0(- ‘air ) 
n = 


wo S(x) die Summe der Residuen von (20) für alle etwa dem 
Streifen 0<6<a+1 angehôrigen Pole von _e ist. In dieser 


Fassung (21) wird der Hauptsatz in der Folge bewiesen werden. 


8 2. Hilfssätze über die Gammafunktion. 


Hilfssatz') 1: Es beseichnen log l'(s) sowie alle anderen?) auf- 
tretenden Logarithmen diejenigen Funktionen, welche für s 0 reell 
und in der von O bis —co längs der reellen Axe aufgesehnittenen 
Ebene regulär sind. Dann ist 


log T'(s) = (logs -5+0 


Ce 1 s+m+1l | 
l 
+ S fç+n+s re Fur — 1}, 


wo c eine absolute Konstante ®) ist. 


Beweis: Bekanntlich ist 
Lu Te = 8\ nn 
Ter AU (+ )e 


1) Der Satz ist von Gudermann, Additamentum ad functionis T'(a) 
_ px € .a%"1 8x theoriam [Journal für die reine und angewandte Mathematik, 


Bd. XxIX (1845), S. 209—212], der obige Beweis von Herrn Jensen, Gamma. 


funktionens Theori à elementær Fremstilling, 1 [Nyt Tidsskrift for Mathematik, 
Bd. 1IB (1891), 8. 33—55]. 
2) Im Satz und beim Beweise; es handelt sich um 


log 8, log dE RS , log (1 + + , log(s+n), log(s+m), log(s +1), 


8+m 
log (8+ m + 1), Log TS, log RER 


8) Auf den Wert von c, übrigens _ log (2x), kommt es mir nicht an, 
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(ee) s S 
— log l'(s) = Cs+logs+ > log (1++)- À 
n=1 Li n 


1 Rs oi Wie S-llgl1+-) 
= $ lim —— logm}+logs+ li {og Fe 
2% “ ) ; ue È T7 n 


m—= CO "nn 


m—1 s 
ARE 1m à (S 2 log (1+#)-slœm) 


== Pi Z. dou t.nie- 108 ie 11 log m), 


Les 
log l'(s) = lim L" S Lo (5m) + log (m— 19146 log (54m). 
m—©ol n—0 


Wird diese geschweifte Klammer mit w,, bezeichnet, so ist also 


CO 
. (22) log T(s) = u,+ ZX i (vues — Um )e 
mm = 
Nan ist 
(23) u, = —logs+slog(s+1), 


Unss — Um = —1log(s+m) + log m+s log (s +m+1)—s log (s + M) 


EM 1 stm+i ne Lee 


1 S med. a" S+m 


(24) 


Ferner ist wegen 


1 m +1 HN 7 1 1 
(+ pe re (ets) ste) 


(2) 


m—=1 


konvergent und wegen 


M s+m+i 1 S+m 
2 f(nt-gjne Er (n-g)e 2) 


m—=1l 
M+1 1 
= (a+ js Et Lost 
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= = log (s +1); 
aus (22), (23) und (24) ergibt sich also 
log l'(s) = —logs+slog(s+1) 


E 1 s+m+il À 1 
+ S {tm phrog ile —S$+ log (s+1) 


C9 
HE {o+m+)log tte 1} 


+(s—5)logs-5+1—0 


womit der Hilfssatz 1 bewiesen ist. 


Hilfssatz') 2: Bei festem © und sogar gleichmäflig für jeden 
Streifen 6, = 6 < 6,, wo 6, und 6, => 6, fest sind, ist 


log T'(s) = (s- gJrss-s+e+0(+). 


Beweis: Für |2| = 1 ist) 


+5 )108 a 1 = ++. 


also gibt es eine absolute Konstante a derart, daB für |2| Z 2 


1 
(e+ gros il < À TP 


ist. Es sei nun 42; dann ist dies, z — s+m gesetzt, auf jedes 
Glied der im Hilfssatz 1 auftretenden Reiïihe anwendbar und er- 
gibt 


[og (5-5) ogs+5—e| <a Re Lee 
2 = naols+mP 
[t] 1 co 1 
ag n 20 G+ (G+m} + 7 n +1 (o+m) +6 


1) Stieltjes, Sur le développement de log T'(a) [Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, Ser. IV, Bd. V (1889), S. 425—444]. Der obige Beweis ist 
von Herrn Jensen (1. c.). 

2) Vergl. (25), wo z = m positiv-ganz war. 


rpg nt 


ahnear a de 


Re nee 


ete TUE 2m. À Le 4 


EEE 
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Nun werde # s0 groB gewählt, da 
= 9 42) 
also im gegebenen Streifen durchweg 
t>2(1— 06) 
ist; dann ist in der letzten Summe durchweg 


2? 


C+m>eo+tZ> 5 


+10; 
also ist 


log r'(s hi sh ; : 
[1 @-(s-) e+o—e|<a rte À ny 


[él +1 PS du 
<a — + a haies 
ë ; 
Ce] (Go + u) 
t+i a 
een el 
2a a 
t ii G+it—1 
2a a 
ri èe Ÿ 4 
Ey 
4a 
= Na 


womit der Hilfssatz 2 bewiesen ist!). 
Hilfssatz?) 8: Für festes & ist bei wachsendem positiven t 


26) log T(s) — CE PR logt+ti(logié—1)+c,+0 le : 
2 NE ê 


wO c, nicht von t abhängt, und für absolut wachsendes negatives t 


a 


log T(s) = + (=) lél+ og lel- 1) +6 +0( TL), 
WO C;, die au c, konjugierte Konstante ist. 

Beweis: Aus Symmetriegründen braucht nur die Behauptung 
(26) bewiesen zu werden; es ist ja log l'(c+ti) für 4<0 zu 
log l'(o +|1|) konjugiert. 


1) DaB à von 6, und 6, unabhängig ist, ist unerheblich. 
2) Stieltjes (1 c.). 
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Nach Hilfssatz 2 ist 


log T'(s) = (o-5+#)log (o+t)-0-t+e+0() 


is (- 3 +1) (log (4) + log (1 +5)-#i+0 Le F) 


1 ; x. 6 1 , 1 
(- gtt)(lost+Si++0(5)-H+e+0() 


1 ; a ! 1 
= (o—)logt+tlogt-Ft-ü+e+0(). 


Hilfssatz') 4: Für 0o,<Zo=o, ist gleichmäflig bei absolut 
wachsendem positiven oder negativen t 


und 


Beweis: Aus Symmetriegründen brauchen beide Behauptungen 
nur in der oberen Halbebene bewiesen zu werden. Nach Hilfs- 
satz 2 ist für den gegebenen Streifen gleichmäfig 


log T'(s) = (6-5 +4) lo8(o+ti)-t+ 0 (0 
s. (o-+#i)(ogt+5i+0(7)-ù+00 


Er k , 
— (5 +ti)(lgt+ à i)—ti+ 0 (1) 
also 
log|T(s)| = RlogT(s) 


1 x 


IT(s)| = e 


woraus die Behauptungen folgen. 


1) Vergl. die Literaturangaben auf S. 309 von Herrn Mellins Abhandlung 
Abrif einer einheitlichen Theorie der Gamma- und der hypergeometrischen Funk- 
tionen [Mathematische Annalen, Bd. LXVIII (1910), S. 305—337]; auf S. 308—309 
ebenda befindet sich ein recht kurzer Beweis eines Satzes, der den Hilfssatz 4 
enthält. Der Hilfssatz 4 selbst ist bereits in einer Abschätzung von Lipschitz 


PP EN PE LE 


Über die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen. 703 


8 3. Hilfssätze aus der allgemeinen Funktionen- 
theorie. 


Hilfssâtz') 5: Es sei 6,60, und eine Funktion F(s) regulär 
im Gebiet 6, <o<o,,tZt,. Auf beiden vertikalen Rändern sei 
F(s) = O(1), 
so dal F(s) auf dem gansen Rand 
6,+ooi...6,+i,1...6,+ti... +001 
beschränkt ist. Im Innern sei bei passender Wahl einer Konstanten y 
gleichmäflig 
(27) F(s) = O(e), 
so dal | F(s)| et im ganzen Innern beschränkt ist. 
Dann ist auch im Innern gleichmüfig 
F(s) = O(1); 


d.h. F(s) ist im Innern beschränkt. 
Beweis: Eine Konstante c sei so gewählt, daf auf dem ganzen 
Rande 


(28) IF(I<e 


ist. Die grôfere der beiden Zahlen 6, 6; werde = b gesetzt. 
Es sei « eine beliebig gegebene Konstante => 0. Dann ist die 
Funktion 


G(s) = °° F(s) 


im ganzen Gebiet 6, <0 <6,, tt, regulär; ebenda ist 
(29) &@1 = ST IF()] 
(30) ser p(s]. 


enthalten; vergl. S. 20 seiner Arbeit Ueber die Darsiellung gewisser Functionen 
durch die Eulersche Summenformel [Journal für die reine und angewandte Ma- 
thematik, Bd. LVI (1859), S. 11—26]. 

1) Phragmén und Lindelôf, Sur une extension d’un principe classique 
de l'Analyse et sur quelques propriétés des fonctions monogènes dans le voisinage 
d'un point singulier [Acta Mathematica, Bd. XXXI (1908), S. 381—406], S. 387 
oder S. 388. Übrigens ist dort — was ich hier nicht brauche — gezeigt, daB 
die Voraussetzung (27) auch durch die geringere 


F(9 = O(e(), 


ja sogar durch noch weniger ersetzt werden kann. 
Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math-pbys. Klasso. 1912. Heft 6. 47 
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Auf dem Rand ist also nach (28) 


OIE DRM 
= eŸ c; 
innen ist wegen (27) und (30) gleichmäBig 


lim G(s) = 
t = CO 


Jeder innere Punkt kann also in ein Rechteck (Begrenzungslinien: 
6—=6,60—6,,t—=t,,;t — 1, bei passender Wahl von é,) ein- 
geschlossen werden, auf dessen Rand 
(81) COIE CE 
ist. Daber gilt (31) im ganzen Innern des gegebenen Bereiches; 
nach (29) ist also im Innern 
FC) = 00186) 

< AE #0 Da 
Das ist für jedes s 0 bewiesen; in jedem inneren Punkte ist 
also 

I F(s)1£ c. 

Hilfssatz') 6: Es sei 0,0, und f (s) regulür für aZ0Z0,, 

(Zt,. Auf dem linken Rand sei 


(82) f(s) = 0(€), 
wo k konstant ist; auf dem rechten Rand sei 
(33) f(s) = 0(1); 
im Innern sei gleichmäfig 

(84) f@) = o(#), 


wo y konstant ist. Dann ist für 6, <o < 0, gleichmäflig 


f(s) = o(e° au), 


Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei 4,0. Es 
werde 


ak 
g(s) = 6% 4 Poe 0 Era) 01 


1) Genau nach dem Vorbilde von Herrn Lindelôf (5, S. 346—848) bei 
einem analogen Fall. 


SRE PES — 1 


— 
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gesetzt, wo logs wie im Hilfssatz 1 erklärt ist; diese Funktion 
g(s) ist im gegebenen Gebiet regulär und +0. Für 6, <e<o, 
ist UE 


” mi ZE = 6 — di) log (6H + Co 6) 
g(s) =e 


k : De ds 1 ak 
ana eo (Lee tofs) t+0(D) 


PAL Pom re 


Ig(s)| = e 


jet Ji 
AP CS 0 


ak ak 
0 D AR 0 


also gleichmäBig 


( L 25 
(35) g(s) = de ua) 
und 

1 SA 
(36) 5 — 6 
Ich setze nun 
É(G}ser 
roues 


Diese Funktion erfüllt alle Bedingungen des Hilfssatzes 5. 
Denn erstens ist sie im Gebiet regulär; zweitens ist auf dem 
linken Rand nach (32) und (36) 


F(s) 


O (1) 
O(); 
drittens ist auf dem rechten Rand nach (33) und (36) 
F(s) =40 (1 .F) 
= O(1); 
viertens ist im Innern nach (34) und (36) gleichmäBig 
F(s) = 0 (et Max. QE TR) 
= 0 (er. 
Nach Hilfssatz Bb ist also für 6, < 6 < 6, gleichmähig 
F(s) = O(1), 


47 * 
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also nach (356) 


IF) = 1 F(s)11g(s)] 


k Ta — 6 
= o(e as) 
Damit ist der Hilfssatz 6 bewiesen. 
Genau ebenso ergibt sich der 
Hilfssatz 7: Es sei 6, 0, und f(s) regulür für 6, <o<o,, 
t=t, Auf dem linken Rande sei, alles bei zu — oo strebendem t, 


f(s) = O(tP, 


auf dem rechten Rand 

f(s) = 0(1), 
im Innern gleichmällig 

fs) = O(e”lil). 


Dann ist für 6, = 6 < 6, gleichmäflig 


f(s) = ol *=«) 


$ 4 Einige weitere Hilfssätze. 
Hilfssatz') 8: Es sei s fest und — 0, x eine positive ganze Zahl. 
Dann ist für wachsendes x 


œæ 1 
log — | 


>, Pie ie 
wo in >) das Glied n = x fehlt. D.h. | X'| ist unterhalb einer 
nur von & abhüängigen Schranke gelegen. 
Beweis: Siehe $ 228 meines Handbuchs. 


Hilfssatz 9: Es sei a 0, y=—0, T0; es werde A = A(y) 
= Qi be. = ni besw. = O für y>1 bezw. y = 1 bezw. y <1 
gesetst. Dann ist bei gerader Bahn 


= 0 (1), 


cu 
: ür O<y<1iund y>1i, 
a+ Ti Ë < T |log y Tai y y 
“_ ds — À 


a— Ti 


2 ” 
T4 für y = 1. 


Beweis: Siehe z. B. $ 86 meines Handbuchs. 


1) Landau, 84, S. 266. 


. rene He 


DRE a 


SLA 


ES 
6 


A RME LE 


| 


| 
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Hilfssatz') 10: Für UZ 1, y>0, w&0 ist 


U + ‘ 
(87) [ pren Qogu—«) | Log +? 
1 : 


und infolgedessen auch 


[we into eat? 
1 


e”"1 
2 — bis w = e(1+—) 
1 


Vo 
VO 


gehôrt ganz oder zum Teil oder gar nicht dem Innern des Inter- 
valls # = 1 bis # — U an; falls mindestens teilweise Uberdeckung 


stattfindet kr ET que Folge : ist die gemeinsame 


dre. 


Beweis: Die Strecke w — 1 


Weglänge 


1) Der springende Punkt ist, da » auf der rechten Seite von (37) nicht 
vorkommt, was man à priori nur durch die für meine Zwecke unbrauchbare Ab- 
schätzung 


[ur ein Corus) du 


v 
] <f uY du 


erreichen kann, die bei festem y nur O(U!+?), statt, wie behauptet, O(U+T?) 
liefert. Die Zahl 28 lieBe sich leicht verkleinern; darauf kommt es aber nicht 
an; es wäre sogar für meine Zwecke ausreichend, wenn an ihrer Stelle eine von 
y sbhängige GrôBe stände. Daf in (87) die Zabl + rechts durch keine kleinere 
absolute Konstante ersetzt werden kann, ist sicher. Denn sonst wäre gleichmäBig 
in 


[7 en ces 0) au = o(0t), 
1 | 


[TT einer 0 gy == e(ut), 
1 
U 


u—VT 


was, wie man leicht konstatieren kann, bereits bei der speziellen Festsetzun, 
w = 1“—+logU nicht statthat. 


em Qog uw) y — o(US), 


708 Edmund Landau, 


Le (pts 
TT og PEL — mc vu : 
vu S Rte 
j Ü 
so 
Le (+5) 

= 2VU +1 


£ 8VT. 
Der Beitrag jener Teiïlstrecke (falls sie überhaupt vorhanden ist) 
zum Integral ist daher absolut = 3 VU.U’. Der Hilfssatz ist also 
bewiesen, wenn es gelingt, 
Jets 0 
1 


(88) zou? 


zu beweïisen, wo f bedeutet, daB nur solche Punkte in Betracht 


kommen, für die DR — oder ni d. h. 
e td VT 
VU 
1 
1 | >1 fi —) 
| 0g : 2 log [1 + VU 
ist. Falls also überhaupt für À noch Weg übrig geblieben ist 
(sonst ist Î= 0, also (38) richtig), ist in jedem Punkte des Weges 
1 
(89) [log u + ET; 


mag der Weg aus zwei getrennten Teilstrecken bestehen oder eine 
Strecke (die von 1 bis U reicht oder kürzer ist) sein, stets ist 


TU 1 "11 
Share 
1 U, 


Wo 1SUSUSsU SUEU ist und für U,<u = Un, U,=u 
< U, die Ungleichung (39) gilt. 
Non ist für u Ze" 
JS RE 7 


— du (log u — w) . u? 
= [: ÉGog +1) PTE) du 


| 
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= 4 (108 u — 0) u* 


i(log u + 1 —w) 


EE à Î RON SERA UE. AE A d 
Ü log 4 + 1 — w masi) 7 


Daher ist 


[ares 0, < A CH 


2VU  2VT 
U, put uY"1 
+ f JL serrer) 
u \ayu 


: U U; {1 
<guytt';opttro L v-1 f Lu MU SENS 
£20°"7+ FAMEf a #8" du 0 nes ti up 


U, 
<4U +2VU.U'+LU 3 Em Lens du 


1 


= TU (- US) 
ou HE Let File EU Li 


<évtT?+ur(2VU +20) 
=1ouit? 


ebenso 


<iouit? 


womit (38) bewiesen ist und damit der Hilfssatz 10. 


$ 6. Beweis des Hauptsatzes. 


Es sei 50 gegeben und zwar s0 klein, daf Z(s) für 
—E&£<6<0 regulär ist). Bei wachsendem |{| ist nach (12) 


Z(a+1+e+ti) = O(1); 
nach (13) und dem Hilfssatz 4 ist 


1) Nach der zweiten Voraussetzung des Hauptsatzes haben alle hinreichend 
kleinen positiven s diese Eigenschaft. 


40) 
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T(y,+8,6— 0, ti)... T(y,+0,e — 0, ti) Le e eine +t) 
To B,e+Biti)... Ta, —B,e+ 8, ti) 21 ü 

—+alt| n+èe—S . 1€] mL 
-0ol° é| ‘6 lé | .O(L), 


1 
Bt mes  —SBltl œ—bie— 
lé] ser lé 


also nach (14) und (15), wenn der gemeinsame Wert beider Seiten 


von (14) mit Fe bezeichnet wird, 


( ANT A) 
Z(—s+ti) = 0\|t| 


(]E au | 
Mit Rücksicht hierauf und auf die Annahme (18) ergibt sich nach 
den Hilfssätzen 6 und 7 für —-s<o=<a+1+e gleichmäbig 
a+l+es— J 


(a+ He) SES 
(41) Z(s) = o(4 US ER à 


Nan sei x eine positive ganze Zahl. Über eine Funktion 
T = T(x) 0, die mit x unendlich wird, werde ich noch ver- 
fügen. Alle folgenden Abschätzungen beziehen sich, das obige s 
fest gedacht, auf ganzzahlig ins Unendliche wachsendes x. 

Den Ausgangspunkt bildet die — aus offenbar erlaubter Ver- 
tauschang von Hpescanes und Summation hervorgehende — 
Identität 

œ+l+e+Ti œ+l+e+T Ce) 
[TE z@& = AMAR ET 


s 


œ+l+e—Ti œ+l+ts—T 


x 8 
00 œ+l1+e+ Ti () 4 
= = ds 


n é s ? 
ME id 
œ+l+e+tTi,s 
ï» — Z(s) ds — 2xi » Cn — A, 
s'ÉrLenré tr? 
(42) 
00 tPITsLT _ à 
SE f Las-4($) 
n=1 œ+1—+e— Ti a ÿ 


wo Æ(y) die im Hilfssatz 9 erklärte Bedeutung bat. 
Nach Hilfssatz 9 ist, wenn in Z' das Glied n = x weg- 
gelassen ist, É 
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x 8 
oe) œ+1+e+Ti (F) 
nn" f Aus peus (2 
si Veridten è 
& œ+lLe 
(5) 


2 2 co 
= Ze+l+aelcl+z Z'lel 
n—1 [og + 

n 


2 2 TEE lc, | 
43) = («+1+e)lc|+£x , n 
G3) = Z@+1+s)lel+7 Sete 


u 


x 
Log À | 
wo Ÿ’ nicht nur konvergiert, sondern sogar O(1) ist, da nach 


Voraussetzung (11) für alle n 
€ 


œ + — 
le, | < cn 
ist und Hilfssatz 8 (mit + statt +) Platz greift. (42) und (43) 
ergeben also, wenn noch zic, zuvor von (42) subtrahiert und 
c, = 0 (x° je ÿ 


verwendet wird, 
fs + 1 + € + Ti x 


: 
— Z(s)ds—2ri D c, 
8 n=1 


œ+l+e—T 
œ+e œ+l+e 
se aœ+e CA FA 
= o6*+94+0(27)+0(2 77) 
a+l+e 
(44) = pr OR) 


Jetzt wende ich den Cauchyschen Satz auf das Rechteck 
mit den Ecken «+148 + Ti, —e + Ti an. zx sei gleich so grof, 
daf alle Pole von Z{(s), die etwa im Streifen 0 £ 6 £ « + 1 liegen, 
dem Innern des Rechtecks angehôren. Dann ist der Integrand 
auf dem Rande des Rechtecks regulär; die Summe der Residuen 
im Innern ist genau das S(x) der Behauptung, und der Cauchy- 
sche Satz ergibt 

c+l+e+Ti,s , — & — Ti — Ee+ Ti 
[ D Z(s)ds = IxiS(x)+ + 
œ+l+te—T $ œ+i1t+e—Ti —#—Ti 
œ+l+e+Ti 
+f 


? 


—e+T 
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also in Verbindung mit (44) 


x de UD Ti 1 Ti 
ai © 0,5) = ENS OIRE: ro 
(4ë) = 1 œHlte—Ti Ve Ti V—s+4 Ti 


| +ole*+1)40(27 7") 


Hierin ist im ersten und dritten Integral rechts, die sich auf 
die horizontalen Wege beziehen, nach (41) gleichmäfig 


Fe 0 2 Jet 


x DT ere se re 7 à 


folglich, da die GrôBe hinter O die Gestalt e hoch einer linearen 
Funktion von 6 hat, also ihren grôBten Wert in mindestens einem 
der beiden Endpunkte des Intervalls —s...a+1+: annimmt, 
gleichmäfig 


a ” n + He 


Das ist, da der Weg feste Länge hat, zugleich eine Abschätzung 
des ersten und dritten Integrals; (45) verwandelt sich dadurch in 


Sue 
T 


—s8+Ti a 


È o—5(+) == = Z(s)ds + 0(x* ©) 


Em 
Mob mr 
Hierin ist 


1 
—e+Ti —£——i un —s+ Ti 
ana à it de + ES VER DS ous 
—e— Ti —e— Ti Là 
—t+-ri 


Nach Hilfssatz 8 ist für o — —:+ und positiv oder negativ 
absolut wachsendes # 
T(n—ds)...T(y,—0,s) _ T(y, + 0, e — d, ti) … 
T(a,+8,s)...T(a,+B,5) | T'(a, — B,s+ B,ti) 
til Ye, st : l 
AE el 2 pa M Go lil Flog # D. 1 -0(Rr) 


, 


=. EPRPRE 
Re uar REZ fatiGoglt|+ log —1) 
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wo B je’) eine von O verschiedene komplexe Konstante ist, also 
nr spi tre Feu (14 0(0) 
(61/7? 
Zd(log8—-1)+SB(logB—1— 4 
gesetzt ist. Andererseits ist 


En “ (+07) 


CRE « (1 +0(%) 


Die Gleichung (40) ergibt also, + iB — A4 gesetzt, 
Z(—e+ti) 
— e+ti 
a n—1+He — Htilog|t|—ti4 na Mn (— 8 + ti) 
= A|t| e (+0(7) SE ae 
gs Ajé— + He, — Htilog|t| — #4 S e em(—e+ti) 
(48) n=1" 
+o(a—?+#) 


Das O-Glied in (48) ist für alle [2 absolut <c[4f—2+ A 


Wo 


Das Integral seines Produktes mit &7°#%#; von —T bis —-L 


H 
oder — bis T'ist also mit Rücksicht anf (16) 


fe 
pet ie = 1} Pat diet td 
1 


H 


also gegen das letzte Glied in (46) zu vernachblässigen. Hieraus | 
folgt in Verbindung mit (46), (47) und (48) 


a+l+e ; 
j J+ote—tpn1+# 


È 8-5) = o(*+)+ of 


1 
À 5 “if Hg tqn—l+He,— Htlog|t|— #4 S een t+6 
s' UE n =1 


n=1 


T = Ë dE O0 
+5 4 f x ttün—l+ He — Htilogt—ti4 S entree 
1 


H 
1) Für => 0 bezw. t < 0. 


714 Edmund Landau, 
Diese beiden Integrale sind, &é — — F bezw. té — _. gesetzt, 


n—1+ He +uilog + iA oo (27) 


HT Te dar 
. > (2 
s. € e, € D 4 
(x) n2i : H 

FA log x 
R. Shi HT n—1+He, “D ui[logu — log + À — SEE — 

Éd p1+Æe 2,e u 
n = 1 


Nach dem Hilfssatz 10 ist für alle bhinreichend grofen x 


(srenn nur T2 > a st) 


en + wi (log u — log H + + H H 
1 


AT Ji 


wo der Buchstabe x herausgefallen ist, ohne daB hierdurch die 
aus (50) entstehende Reïhe divergent wird. Im Gegenteill 


[ee] 
Sete sidi 
M : 

ist sogar eine von x unabhängige Konstante; die rechte Seite von 
(60) ist daher 

OV DT PP) 
und (49) liefert 
æ œ+l+e 
SD c,—8(x) = 0(*T°) +0(2—, 7) 
=1 


(61) F4 
+0( m1 ++ Hi) 


Hierin setze ich 


dann liefert (51) 


2 A PAL 


PP 


nt pre 


dent mme = di 
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dies gilt für alle hinreichend kleinen 60. Für jedes & 0 
ist also 


2n — 1 
æ (œ + 1) ——— + 
E c,— S(x) = ol*+) + 0e si à ) 

n =]1l 


also, da nach (17) 


2n — 1 
a =(a+1) Mm+i 
ist, 
2n — 1 
æ @+D + 
(82) SE a = 50+0le FU ] 


(62) ist für ganzzahlig wachsendes z bewiesen; daraus folgt 
es aber auch für sie 2 wachsendes æ; denn beim Thergeng von 


x zu [x] ändert sich pe €, gar nicht und S(x) um eine endliche 
Anzahl von Gliedern de su) 


à 
A(a log" x — [x] log” [x]) = À J : re (u£ log” w) du 


Ha 
= À [ (out log” u + mue log”! u) du 
[x] 
re) (2 (e)—1 
0 (* + ‘) 
2n — 1 
KB 


Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 


log” a) 
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Zweiïter Teil. 
Anwendungen des Hauptsatzes. 
Erstes Kapitel. 
Teilerprobleme. 


$ 6. Hilfssätze über Teileranzahlen. 


Hilfssatz') 11: Die Anzahl T(n) der (positiven ganzen) Teiler 
der (positiven ganzen) Zahl n genügt für jedes & 0 der Relation 


T(n) = O(n°). 
Beweis: Wenn #2 und, in Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen zerlegt, 
n = I]? 
pin 


ist, 80 ist 
T(n) = TLC +1) 
pin 


Nun ist (e fest gedacht!) bei festem p und variablem » = 1, 2, 


der Ausdruck he beschränkt, da er ja für » — © gegen 0 
1 

strebt; für jedes p Z 2 * und jedes zugehôrige » > 1 ist er sogar 

Æ£1, weil ja dann 


ist; daher ist, falls es überhaupt mindestens einen Primteiler von 
1 


n gibt, der 2° ist, 


1) Dieser Satz kommt zuerst bei Herrn Runge vor: Über die auflüsbaren 
Gleichungen von der Form x$ + ux + v — 0 [Acta Mathematica, Bd. VII (1885), 
8. 173—186], S. 181—183. Ich gebe hier die Rungesche Begründung in un- 
wesentlicher Vereinfachung an, obgleich ich in $ 60 meines Handbuchs einen viel 
schärferen Satz über T(n) im Anschluf an Herrn Wigert bewiesen habe. 
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1 


da nur endlich viele Primzahlen p<2° existieren, ist also <t 
beschränkt, d. h. unterhalb einer von # unabhängigen Schranke 


gelegen. 
Hilfssatz') 12: Es sei kZ1. Die Ansahl T,(n) der Zerlegungen 
von n in k positive ganse Faktoren, d. h. der Lüsungen von 


MU = N 


in positiven ganzen u genügt für jedes & —O der Relation 


T(n) = On‘). 
Beweis: Für & — 1 ist dies wegen 
T(n) = 1 
trivial; für 4 — 2 ist es durch den vorigen Hilfssatz bewiesen. 


+ Es sei also 42, und die Behauptung werde für k—1 als be- 
wiesen angenommen. Offenbar ist 


HORDE (} 


Nach dem als bewiesen angenommenen gibt es eine (nur von # 
und & abhängige) Konstante c, so daB für alle n > 1 


€ 
Ti (n) £ en * 
ist; alsdann ist für alle » = 1 und alle u/n 


2 
n 
Za(r)£e() 
. 
£ en ° 
und daher für alle n=>1 
€ 
T\(n)< Z en? 
u/n 
Le 
= n° T,(n) 
SES 
(, 1 7) 
= 0 (n°) 


1) Wird erst in $ 8 gebraucht. 
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$ 7. &*(s) und das Dirichletsche Teilerproblem. 
Ich bebaupte, daf die Funktion 
Z(s) = F(s) 


alle Voraussetzungen des Hauptsatzes erfüllt. 
1) Es ist nämlich für 6 > 1 


Zb)= © + S 1 
S). = eo Fie 
n = n° 2, n° 
HV Tin) 
PE : 
und nach Hilfssatz 11 
T(n) = O (n°), 


womit (11) mit « = 0 erfüllt ist. 

2) Ferner ist bekanntlich!) £*(s) in der ganzen Ebene mero- 
morph und besitzt nur den einen Pol zweiter Ordnung s — 1, 
übrigens, was bald zur Konstantenbestimmung gebraucht wird, mit 
der Reïhenentwicklung ?) 


ZG) = (—r+0+.) 


wo C die Eulersche Konstante ist. 
3) und 4) Nach Riemann*) ist 


(53) r(i)x 0) ._ r (2 )x pre 
also speziell für 6 < 0 
T° ro … nf) a # (is) 
ke: r'(S) 2 5 1) 
= rh) 5 Le 


1) Riemann,; vergl. z. B. Handbuch, & 67. 

2) Vergl. z. B. Handbuch, $ 43 und die historische Bemerkung auf 8. 887 
ebenda. 

3) Handbuch, $ 70. 
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1 : >| Sat AE dont à % Tin) slog(x?n) 
r(g+)r(3:)20 ga r(; mn de s'est 
wo die Reïhe rechts absolut konvergiert; (13) ist erfüllt, wenn 
gesetzt wird: 
T(n) 
n 


CS re DE log (x° n), 


,, 


1 
uw = 2, a —= 0, = 0, BB 5 


1 
v = 2, Fe "NE He es 


Wie erforderlich, sind die 8 und à positiv. 
b) Es ist 
ZB = 50 = 1. 
6) Es ist 
u—v 
2 


n = Zy — Zu + 
= 1, 


so da (16) und (17) gelten. 
7) In jedem festen Streifen ist bekanntlich !) 


&(s) = 0(4P, 
Z(s) = 0(|f°) 
= O(ei). 
Der Hauptsatz ist also anwendbar; es ist R(x) gleich dem 


also 


Koeffizienten von à 1 


2h in 
Lz() = es) Z(s) 
= 2046 Dlogz+.) (6-04) pr + +) 
pute sHlogs +020 lee | | 
nt ol Gt lines 


1) Vergl. z. B. Handbuch, S. 813. Hier und bei jeder Z-Funktion, die die 
Voraussetzungen 1) bis 6) erfüllt, braucht übrigens 7), d.h. die Relation (18) 


1 FER Ê 
nur z. B. für — _ <6<a+l+ En) verifiziert zu werden, indem Z(s) für 


6> «+1 + _ beschränkt ist und bei festem 06,  — ee für G<6< —. 


nach (13) und dem Hilfssatz 4 gleichmäBig 0(147— Aa) ist. 
Kgl. Ges. d. Wies. Nacbrichten. Math.-phys, El. 1912. Heft 6. 48 
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die Relation des Hauptsatzes ergibt daher 
(2). li oies ‘sh T(n) = log +(20—1)z+ (st +4) 
Ich môchte nachträ glich konstatieren, da die Anwendung des 
Satzes 54 meines Handbuchs auf £(s)+6£'(s)—2C£(s) genau zu 


5 ++ führen würde. 


Jener Satz') lautet in der hier in Betracht kommenden Spe- 
zialisierang: ,Es sei für jedes & > 0 


On = On), 
und die für 6 = 1 durch die Reïhe 
[ee] 
(54) ES = 
n=1 7 


definierte Funktion F(s) sei für 67, wo y< 1 ist, regulär und 
gleichmäBig O(|t|), wo 80 ist. Dann konvergiert die Reihe 
. 7+B à 
(54) a re T | 
Im vorliegenden Fall ist nach Hilfssatz 11 
a, = T(n)—-logn—2C 
= 0 (n°). 
Die durch (54) definierte Funktion £(s)+£'(s)—2C£(s) ist eine 
ganze Funktion. Bei festem & 0 ist bekanntlich') für eZ=0 
gleichmäBig À 
6@ = o(#* +) 
und 
g() = O(#} T°) 
F(s) = E(s)+ 6 (s) —2C6(s) 
| = 0(4" T7) 
B kann also, wenn y = 0 gesetzt wird, jede Zahl > 1 bedeuten; 
Satz 54 liefert also die Konvergenz der Reihe (54) für © = 
Das bedeutet aber | 


T æ 
DT (on). Sidi a CS AO à ofat+®), 
n= 1 n=1l n=1 


also 


1) Handbuch, $ 238. 
2) Vergl. z. B. Handbuch, S. 818. 
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Ç t+e 
> Tin) = #logæ—2+ 0 (log +) + 20x + 0 (1) +0 (x ) 
n=1 


(55) = slogr+(20 —1)xz+ 0 (xt +) 


Kein y=0 wäre vorteilhafter als y—0. Für 6=>7(0<y<1) 
gilt zwar nach Herrn Lindel6f!) gleichmäBig bei jedem s> 0 


LPS 
——<—+e 
£(s) = o( ds ) 
woraus leicht*) auch 
AP: à 
———+e 
Es) — or Hal | 
folgt, also 
Fe) = 0(4 7 7**#);, 


aber Me D == 1742 kom dock nus jode Zabl 2 PF UEE) 


1 1 1+(1—7) 
= Her heraus, wodurch nr: nicht verbessert wird®). Auch kein 


7 <0 wäre besser als y = 0. Denn für 6Z=7, wo y <0 ist, 
hat man nur : 


&(s) = Of TTS), 


: AL a à RTE DIS 
Was ét jeder Zahl 7 1+(1—2) == DJ fübrt. 

Ubrigens läft sich der Satz 54 ohne weiteres, wie ein Blick 
auf seinen Beweis lehrt, so modifizieren, daB auf Regularität von 
F(s) für o=>7y verzichtet und nur verlangt wird, daf F(s) für 


67 meromorph‘) sei und dort bloB endlich viele Pole habe. 


1) Handbuch, $ 240. 


2) Es ist, wenn 0  & y angenommen wird, IMOIE mal Maximum von 


1 Vs 
Et + 9 
1$(8)| auf dem Kreis um s mit dem Radius &, also res # À 


( ; ste) à (+ a+: “e 

= O\|t| ; daher ist £’(s) = O \|t| bei jedem € > 0. 
8) Übrigens rechtfertigt obiges die in der Einleitung gemachte Andeutung, 

da8 für die Erfüllung eines Kroneckerschen Desideratums der von Herrn 

Schnee allein herrührende Teil 0 << f-< 1 des Satzes 54 genügt. Denn man 


nehme das positive 8 4 an, setze y — 8e, wodurch obiges f = 1—s5<1 


8 
wird, etc. 


4) Natürlich l48t sich noch weiter verallgemeinern. 
# 48* 
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Dann kommt eben nicht 


Se 06°) 


heraus, sondern, wenn S(x) die Summe der Residuen von _. F(s) . 
für 6 >.y bezeichnet, 


E a _ soroL Et) 
dafür kann cg ñ 
Su re+ole 8 +) 
gesetzt werden, Li R(x) sich nur auf die Pole des Streifens 


eus <6ZÆ=1 bezieht. Die Anwendung des so modifizierten Satzes 


auf £*(s) direkt erspart die Betrachtung von £’(s) und liefert 
genau (55). 


$ 81). £&“(s) und das Piltzsche Teilerproblem. 
Ich setze jetzt für ein festes ganzes &Z 2 
Z(s) = Es) 
und behaupte, daB diese Funktion alle Voraussetzungen des Haupt- 
satzes erfüllt. 
1) Für 6 > 1 ist 


Z{s) = ne. ÿ ie 


und nach Hilfssatz 12 
T,(n) = O(n°), 
so daf & — O0 genommen werden kann. 
2) £*(s) ist bis auf den Pol ter Ordnung s = 1 regulär. 
3) und 4) Nach (63) ist 


r* ) 26) — r*( 


I 
4 


( LE 5°) S L,(n) 62108 (min) 


n= 1 a°n 


1) Dem Leser, der gern schneller fortschreiten will, sei gesagt, da der 
wichtige $ 10 unabhängig von $$ 8—9 gelesen werden kann. 
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also (13) erfüllt und dabei 
_ T(r) 
STE 


RUE k 1, = log(z'n), u=#v=k, = ee QE À, 
n°n 
1 1 
=... =hR= 570, Pau bon ÉRN € 
1 
à, = +. = Ô, — 5 > 0 
5) Es ist 
k 
ZB = 2 on 
6) Es ist 


des t'ind Ze++ st: 


7) In jedem festen Streifen ist 


£(s) = O(|#f), 

also 
Z(s) = O(|f*) 
= 0 (el). 


Der Hauptsatz liefert also 


æ Le rie 
(X) = 2740 - RG + 0 (FF |] 
n —= 
wo R(zx) das Residuum von 
8) 
im Punkte s — 1ist. Dasselbe hat aber bekanntlich') den Wert 
x (4, log" z ++ + À,), 


wo die À gewisse Konstanten bezeichnen. 
Der Schnee-Landausche Satz 54 in der ursprünglichen °) 


1) Vergl. oben, $ 1. 
2) Zur Erzeugung einer für > 0 regulären Funktion sind nur die Konstanten 


B,,..., B, 50 zu wählen, daB £#(s) + B, £%-9 (8) +... + B, £(8) im Punkte s = 1 
regulär, also eine ganze Funktion ist. 
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0 + 3 k 
oder der oben modifizierten Form hätte offenbar zu 2 
1 k k+2 
+ paré 
2 
statt des klassischen Piltzschen Wertes = 4 gefühbrt; für k= 2 
sind beide Zahlen gleich (pämlich 5) für jedes 42 8 ist His 
< _- wegen À —k+4k-—92, Andererseits ist mein Fi für 
sedes L = 8 besser als rer inde! Le P 3 E jet, 


Nan ist es noch von Interesse, festzustellen, was durch die 
Piltzsche oder meine elementare Reduktionsmethode!) aus Vo- 


ronoïs Wert . bei 4 = 2 für die grôBeren k folgt. Da es sich 


für mich nur um die Exponenten von zx handelt, ist es eine hin- 
reichende Ausnutzung des Voronoïschen Ergebnisses für meinen 
vorliegenden Zweck, wenn ich es nur in der Form 


(66) (2) = zlogæ+(20—1)x+ 0 (rt T°) 
verwende. Es fragt sich zunächst, ob bei 5,(x) im O-Glied vor 


dem +s mein heutiges _ sich aus dem La bei r,(x) ergibt oder 


nicht, u. 8. w. für die k=—8. Die Antwort lautet für # — 3 und 
für jedes 43 negativ. Ich môchte — wenn auch unter nur 
kurzer Andeutung der Zwischenrechnungen — dies ausführen, um 
alsdann für jedes 4 das Ergebnis der verschiedenen Methoden 
[1) Voronoï, 2) Piltz, 3) Schnee-Landau, 4) der heutigen] 
za vergleichen. 

1) Es handelt sich also darum, von (56) ausgehend sukzessive 


dadurch zu r,(x) aufzusteigen, daB man elementar aus der Iden- 


tität 
1Qe Left, 2) 010 


bezw. allgemeiner, wenn v eine beliebige positive ganze Zahl < 


1) Abschätzung endlicher Summen und SchluB von k#— 1 auf & in der an- 
fangs zitierten Abhandlung aus den Transactions. 


a 
PAT EE TS 


gene 


Lea 


= > 


= 


=. 


a Æ == 
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ist, aus der Identität!) 


=, 2, 382) 


Bee. y LE Y Bi... dy LS ss 
— 1, (2), (y) 
weiterschlieft; hierbei bezeichnen y and z beliebig wählbare Funk- 
tionen von x, deren Produkt x ist und die > 1 für grofe x sind. 
D.h. für r, und r,, wird die schon gefundene Abschätzung ein- 
gesetzt, und es werden für die bei der Rechnung auftretenden 
Summen 


log? (a, … a,) Let S T,(n) log? n 
Œ... dy LE a,...0, v=1 n 


(and entsprechend mit n—» statt ») die aus r, bezw. T,- flieBenden 
Abschätzangen benutzt. Dabei ergeben sich — wie der Leser un- 
- schwer”*) konstatieren wird — als grôBte O-Glieder, wenn die Ab- 


schätzung von r, auf O(&+) die von r,_, auf O(x?+4) genau 
angenommen wird, wo a < 1, b< 1 ist, its 


y gts £ Abste 
2,2, 40) ape t0 Z T,() n+e 
RE: bte £ 1 
= Get Es > 75)+0(: %) 
"219 "2 n° L 
Lil 0e" T eg TE O (er Pret 
die günstigste Wahl ist, daf man y durch 
a l—a b 1—b 
x y = +8 
b—1 
= 2 
1) Das folgt aus 
es SAN RSR TD 


Gi EX 


indem erst die Systeme mit a … As y, dann die mit 4, ... a <3 be- 
rücksichtigt werden und dann die dabei doppelt gezählten in Abrechnung gebracht 
werden. 

2) Vergl. S. 11—14 meiner Arbeit in den Transactions. 

8) Übrigens ist auch ohne den Hilfssatz 12, den ich hier anwende, leicht für 
D <l+e 


5,20 = o@:-°+9 


beweisbar, nämlich durch partielle Summation. 
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bestimmt, d. b. 


setzt, was 
A—a) 


EE tam Re DU RUE 
APS peer " — ot ) 
liefert. Mit anderen Worten: Aus a bei r,, b bei z, (vZ1, uZ=1) 


ergibt sich cn bei r,,,. Das ist genau dieselbe Zahl, welche 


— à 
ein allgemeiner Satz!) (der aber hier nicht anwendbar ist, da es 
sich nicht um konvergente Dirichletsche Reiïhen handelt) für 
das Konvergenzgebiet einer Dirichletschen Reihe 
© 4, Lg 7 VB co Do 
n Zn sde "2 n° RE n° 
liefert, falls rechts die erste Reihe für 6 > a (a < 1) konvergiert, 
für 6 > 1 absolut, die zweite für 6 =D (b < 1) konvergiert, für 
6 > 1 absolut. 
Was ist nun bei r, die durch elementares WeiterschlieBen auf 
Grund der Rekursionsformel 


à 1—c,c,, 
h Mises 
1 ; 
vom Voronoïschen Anfang €, = 0, c, = Z aus sich ergebende 


Zahl c,? Es wird übersichtlicher, wenn man 
1—c, = 0, 
einfübrt, also 
v,vU 
3 Ve Max. 77 
Ÿ 1<v<k—1 DT 


setzt. Man erkennt unschwer*), daf herauskommt : 


2 pie - 1 RAT Eu der 2 
9 


= 1, Le Mur L LE Fomde À FRET ET (Mers Ha? 


1) Vergl. $ 214 des Handbuchs, wo zu setzen ist: 
e—=ate, T—1—a ç —b+e, v = 1—b. 


2) Die Zahlen w, = _ genügen nämlich der Rekursionsformel 
k 


VUy = Min. (w, + Wyv)s 
1<v<k—1 


bilden also die abwechselnd um 1 und 2 fortschreitende Reihe 2, 3, 5, 6, 8, 9, .... 


LI 


en ST I TE 


Lee OO CR A ie AS 
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allgemein 
4 1 4 ; k 
H=TT bei geradem 4, 
v, = 4 1 4 : 
T0 eg re bei ungeradem k#. 
3 La 


Es gibt v, abgesehen vom & die Abweichung des Exponenten von 
æ im O-Glied der Formel für r,(x) von 1 an. 

2) Das Piltzsche Resultat ergab bloB, wenn p, die ent- 
sprechende Zahl ist, 


As 1  ! Mes: AL ou 
UT à Pa en Ps = 3 D PER Dr 
allgemein 
1 
: Marti: 
für jedes 4 > 1 ist 
Vx > D}; 


also v, besser. 
3) Die Anwendung des Schnee-Landauschen Satzes 84 


bezw. der im vorigen Paragraphen genannten Modifikation ergab, 
wenn die zugehôrige Zahl s, genannt wird, 


k 
8, —= ET 
sd 
449 
Es 1 2 
Er 2% 
1+— 
d.h 
2 1 2 1 2 il 
dm FT BTE my FLE Eu TANT L'oT à. Se. ei 
Für jedes & > 4 ist 
7 Cr; 


für k = 4 und & = 8 stimmen beide Zahlen überein; für 4 = 2 
ist v, besser; für & — 1 ist der Wert 1 sogar trivial. 
4) Die Methode der vorliegenden Arbeit ergibt, die betreffende 
Zahl mit /, bezeichnet, 
2 1 2 


1 2 
A = 1, l, = 3" LÀ = PÉ 1, = 5? l = 3? ‘2 F-——+ LA QU, 
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allgemein 


Es ist 


Ferner ist 
VE En HR e Let 
k— 00 Px k= oo ?x 27 k=co & 
so daf die Verbesserung des !, gegenüber s, immerhin für grofe 
k nicht so bemerkenswert ist wie z. B. für 4 — 3. 
Wenn die Quotienten *# +. 
Ur Dr S 
geben sich die vier Zahlenfolgen 


; + eingeführt werden, er- 
‘% 


pr [] 
2) 2, 4, 6, 8, 10, 12, ...; allgemein 24. 

3) 3, 4, 0, 6, 7, 8,...; allgemein 4 +2. 

4) 2, 3, 4,5, 6, 7,...; allgemein 4 +1. 


Ich erwähne noch, daf Herr Littlewood') kürzlich die 
wichtige Entdeckung gemacht hat: ,Wenn die Riemannsche 
Vermutung, daf alle nicht reellen Nullstellen von £(s) den reellen 


Teil ss haben, richtig ist, so ist bei jedem festen Ô > 0 und jedem 


festen & > 0 für 6 > 2 + 0 gleichmäfig 


£(s) = O(t°).“ 
Daraus folgt sofort nach dem Schnee-Landauschen Satz 54 
oder seiner in $ 7 angegebenen Modifikation, daf in r,(x) für jedes 
k das Restglied durch 
OfœtT®) 
ersetzt werden kônnte, also — unter der Annahme der Richtig- 
keit der Riemannschen Vermutung — die Zahlenfolge 


1}° Vergl. die in der Eiïnleitung zitierte Note. 


ar re —— 


C] 


— 


DM 


er re 


Co 


Re de or 
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1 
L, = ZT 
and für die Quotienten _. respektive 
k 


4, 4, 4, 4, 4, 4, ...; allgemein 4. 
Aber ich habe insbesondere die Relation ÿ 
rt, = A,zlog"x+4,xlogx+ A,x+0 (xt T° 


in meiner vorliegenden Arbeit zum ersten Male bewiesen, d. h. 
ohne Benutzung der Riemannschen Vermutung hergeleitet. 


$ 9. Die Piltzsche Funktion 5,(x;s). 
Hilfssatz 13: Es sei o(u) für jedes x >1 von u — 1 bis 
w = x eigentlich integrabel. Es sei ferner für jedes s > 0 
o (x) ya O(&1T®), 


wo mn eine gewisse Konstante ist. Dann ist bei konstantem s für 
jedes s 0 


[ae Le our-+ 
1 


wO C eine passend wählbare, von s (aber nicht von x und €) abhängige 
Konstante ist. 
Beweis: 1) Im Falle 6 £ y ist 


æ x ,ATE 
CE = 0 f u AA 
+1 y ue Ti 
= rc ptagt 
1 
= 0+0(277°+8) 


2) Im Falle 61 ist, wenn das positive se 6—7 gewählt 
wird, was keine Beschränkung der Allgemeinheit ist, wegen 


1 


das Integral 
[0% 1 
1 


1) Literatur über r, (x) vergl. in meiner Arbeit 7 und auf S. 3 meiner Arbeit 
in den Transactions. 
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konvergent und 
FA OO 
; @(u) du à. e+0 f PR en 
1 æ 


“T1 


= c+0(7T ST, 


Der Hilfssatz 13 ist also bewiesen. 
Mit Hilfe meines Ergebnisses des $ 8 


k 
(67) n(&) = 2 4; log" x+o(x), 
VY = 
wo 


e() = oLrrr +) 


ist, will ich nun den Piltzschen') Satz verschärfen, welcher lautet : 
Für jedes feste komplexe s ist 


æ k+1 
aGn= À 0 us S Blg-r+B 
(58) n =]1l n v = 1 
k—1 
pe 
| +0\x y 


wo B,,..., B,,,, B nur von s und # abhängige Konstanten sind und 
B,,, für s + 1 den Wert O hat. Ich werde nämlich in (58) das 
Schlaëglied durch 


k—1 
—6+es 
AWTE ) 
ersetzen. 


Es ist hinreichend, dies für ganzzahlig wachsendes x zu zeigen, 
da alsdann der Übergang von x zu [x] den expliziten Bestandteil 
der rechten Seite von (58) nur um O(x °**) ändert, also zu 
vernachlässigen ist. Nun ist für ganze x > 1 


mx; s) = E , LA PT . me. 


Mer à 1 1 t,(x) 
= Eat mt z° 
æ—1 HT du tr, (2) 

D 8 2, %) $ Vis A HS 


T &,(u) du x 
= $ J . Fa) 


1) 1; vergl. auch meine Arbeit in den Transactions. 
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Wird hierin für r,(x) und entsprechend 7,(w) die rechte Seite von 
(67) eingesetzt, so ergibt das Fehlerglied @ nach dem Hilfssatz 13 


Kk—1 


k—1 
x =——— —6+6 ——6+e 
sf és rt = + 0 (F1 APRES ) 
1 
k—]1 
= RAA T ÉR 


Der ANSE rechts in (57) ergibt 


“A 
s $ ns (de son à 2 À, log” 


v= 1 


was mit PS: des c’ durch eine elementare Rechnung') 
zum Hauptbestandteil rechts in (58) führt. 


Zweites Kapitel. 
Die Dirichletschen Funktionen L (s). 


$ 10. Das Produkt zweier L-Reihen. 


Es sei # eine ganze Zahl Z 1, y(») ein Charakter modulo 4. 
Die Dirichletsche Reiïhe 


OO 
Se LE 
=1 À 
konvergiert bekanntlich?), wenn y(#) der Hauptcharakter ist, für 


6 > 1, sonst für 6 => 0. 
Nun seien 


und 


zwei solche L-Reïhen; y,(») ist dabei ein Charakter modulo #,, 
t:(n) modulo %,. Es werde 


(9) LOLO = S 


1) Vergl. S. 10 meiner Arbeit in den Transactions. 
2) Vergl. z. B. Handbuch, $ 114. 
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gesetzt. Die rechte Seite von (59) konvergiert, wenn mindestens 
einer der beiden Charaktere Hauptcharakter ist, für o—1 und 
— da bekanntlich') kein L(s) für s — 1 verschwindet — natür- 
lich nicht über 1 hinaus. Wenn keiner der beiden Charaktere | 
Hauptcharakter ist, konvergiert jene Reïhe 


(60) Din = En E2@n(T) 


nach einem bekannten Satz von Stieltjes?) für >. Der 


Beweis ist übrigens in der folgenden kurzen Rechnung enthalten, 
welche auch den Fall umfaft, daB mindestens einer der beiden 
Charaktere Hauptcharakter ist: Es ist 


LE u@) = e2+0() 


p(&,) 
k 


wo @, für den Hauptcharakter , sonst O ist, ebenso 


4 


LE nn) = er + 0(0, 


WO @, = 0) bezw. O ist. Daher ist 


LA 


C(2) =, 2, 


z =: Vz . x x 
=$ ur) 2 À A1 (m) + 2 am) Z (nr) = È 26) 5 AG 


E dou We ge 
= Ê soe£+0 $ 145 re £+0 2: 


T æ 
= Q,% $ 20) + ex ÿ 1Q) — 0,0, + O(Vx). 
n=1 ? m—=1 


1) Vergl. z. B. Handbuch, $$ 105—106. 

2) Vergl. z. B. Handbuch, $ 215. Übrigens hat Herr Bohr ein Beispiel ent- 
deckt, in welchem zwei Dirichletsche Reihen für o > 0 konvergieren und ihr 
formales Produkt die Gerade o — _ zur genauen Konvergenzgeraden hat; vergl. 
seine Habilitationsschrift: Bidrag til de Dirichi&’ske Raækkers Theori [Kopen- 
hagen (1910), 136 S.], S. 88—39. 
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Nan unterscheide ich drei Fälle: 
1) Falls weder %, noch %, NE TETE ist, ist @, = 0, 
= 0, also 


C(x) = O(Vx). 
Das liefert die oben genannte Konvergenz von (60) für 6 — 


2) Falls genau einer der beiden Charaktere, z. B. 7,, Haupt- 
charakter ist, ist o, = 0, o, — 0 und 


ce = ee( 3 202+0(7)+0( 


e, L,(1)z + O(Vx) 
Az + O(Vx). 
Dies besagt die Konvergenz der Dirichletschen Reihe rechts in 


AOC RETORS ECE 
für © ue à auch die der rechten Seite von 


2 
L, (s) L, (s) — L, (s) L, (1) = > = 10) LC 


: 1 
für e > DÉ 
8) Falls beide Charaktere Hauptcharaktere sind, ist mit Rück- 
sicht auf die bekannte Relation 


UT A 0 (1) 
JE, + + lbezter0 z 
(n, k)=1 


0,7 [SÈ ) logz + 0, + 0( =) 


+as(20 log x + 0,+ (TE) eee + 0 (VR 


A, x log x + Az + O(Vx), 


C() 


wo À, = EAN von Null verschieden ist. Dies besagt die 
Konvergenz ti DirrobLetethon Reiïhe rechts in 


L() (+ AO (4+4)E0 =  HÉMER AA 


für > +. 
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Diese Ergebnisse sind als bekannt anzusehen. 3) liefert z. B. 
im Spezialfall #, = 1, 4, = 1, 7,(n) = 1, 2,(n) = 1, wo @, — 0: 
= 1,0, —0,—0C, also 4,=1, À — GO +0 0-00, = 20—1 
ist, die Dirichletsche Relation (1). 

Ich beweise nunmehr den allgemeinen 

Satz: 1) Wenn keiner der beiden Charaktere Hauptcharakter ist, 
ist für jedes 8 > 0 

Ce) = 0(t +!) 


also die Reihe (60) für se > £ konvergent. 


2) Wenn genau einer der beiden Charaktere Hauptcharakter ist, ist 
C(x) = Ar+0(ei ts). 
3) Wenn beide Charaktere Hauptcharaktere sind, ist 
C(x) = A,slogz+ A+ 0 (xt T°) 
Beweis: Bekanntlich') ist 
LG = > 10 
n=1 


#1” 
mit Ausnahme des Poles s — 1 beim Hauptcharakter, für jeden 
Charakter nach jedem Modul # überall regulär. 

Bekanntlich?) gibt es zu y(*) und X ein gewisses X/k und 
einen sog. eigentlichen Charakter X(#) modulo X derart, daB für 
6>1 

S 40 2 ph) $ 20 
Pr n' 1, . p, "2 n° 
ist, wo c eine gewisse ganze Zahl > 0 ist, die p, Primzahlen, die 
&, Einheïtswurzeln sind (» = 1,...,c) und J] im Falle c — 0 die 
Zahl 1 bedeutet. Ferner genügt bekanntlich®), wenn X(#) den zu 
X(x) konjugierten Charakter, A(s) die zugehôrige Funktion be- 
zeichnet, die durch 


S À(r) 
NZ 1 n° 
definierte Funktion A(s), welche entweder (nämlich für X = 1) 
gleich £(s) oder (nämlich für K => 1) eine ganze Funktion ist, der 


1) Vergl. z. B. Handbuch, $ 124. 
2) Vergl. z. B. Handbuch, 8 125. 
3) Vergl. z. B. Handbuch, $ 128. 


| 
| 
| 
| 
| 


RO A me TR er, er il 


EN TT à MS eo UNE 


TL ere dal 
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Fanktionalgleichang 
ET D de 


(7) rfio-() | rte 


wo @ eine Konstante vom absoluten Betrage 1 ist und a einen 
der beiden konstanten Werte O0, 1 hat. Daher ist 


r(e) ao = 4(x) 


Mit Rücksicht auf 


8 — 


trfi= > *)4G 0, 


ë € 
L(s) = (1 +) A(s 
(s) LE, pe (s) 

und 

6 S VE 

L@ = 1 (1-#) 46 
wo L(s) die dem zu y konjugierten Charakter % entsprechende 
Funktion, &, die zu &, konjugierte Einheitswurzel = ist, ist daher 


LA 


s+a HAT ad / 1 states os 
r( )z = (+ r'( a ” ns dog di ht: 
6) L ser Vo qaneni ions 
Für 6 <0O ist daher, weil sowohl 
AFS a 
Tic De8 
n=1"* 
als auch 
rte 
: pP, ; ë, 
? = x » À) (+ 1=5 DE 
1— . Ëe 
D, 


= (e+(1+ à p°+ Fe ) 


absolut konvergente Dirichletsche Reïhen in —s sind, 


ér(5)e ee 3%) 


8 — 


+ si CO 
rfi) en D Gun, 
Fos 
v =] 


wo die Reiïhe rechts für 6 <0 absolut konvergiert. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1412. Heft 6. 49 
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Liegen also zwei L-Funktionen vor, denen die Zahlen a,, @,, 
X,, c,, p, bezw. a,, @,, K,,t,, p;' entsprechen, und wird 


L(s) L,(s) = Z(s) 


gesetzt, so ist nach (61) für o <0 


s+a, s+a, 
T(É Jr )z® 
1 NÉ ils 1—s+a, 1 = 
AL NÉ NEL ANS 
(T1 I») 
= 1 v =] 


wo die Reihe rechts absolut konvergiert, d. h. 


mire) S VX, K, { an 


ie r(e 2 2 n = 1 x6, 6, TE II ' IT 11 
1 2 P, P, 
v=L y =T 
+ À COQ 
œ =(iss)riaste) Sat 
n=]1 


wo die e, und 4, den Bedingungen 3) des Hauptsatzes genügen. 
Dessen Voraussetzung 1) gilt mit « — 0 wegen 


= |2202 (7) 
£T(n); 


2) gilt offenbar, da (s— 1) Z(s) ganz ist. 4) wird durch (62) veri- 
fiziert, mit den Parametern 


a a 1 
u=v=—= 2, CAE = D) be bé 


1+a, 1+a 1 
Pis . ni Pe RE eu mn ot 
5) gilt, 6) auch wegen 
n = 27 Zu + 


1 
7) auch, da bekanntlich') in jedem endlichen Streifen 
L(s) = 0(1) 
ist. 


1) Dies folgt z. B. aus $ 124. 
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Der Hauptsatz ist also anwendbar. Für R(x) ergibt sich (die 
Verifikation ist sogar unnôtig auf Grund der obigen elementaren 
Rechnungen, die beim Endergebnis O(Vx) stehen blieben) in den 
drei Fällén resp. der Wert 


0, 4x, À,xlog x + Ar. 
Und die Abweichung des C(x) von R(x) ist, eben nach dem Haupt- 


satz, 
O (ct + ÿ 


Damit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Ich mache aber besonders darauf aufmerksam, da8 der Kern 
desselben in seiner soeben mitbewiesenen Geltung für zwei eigent- 
liche Charaktere 7,(»), 4,(n) liegt. Daraus läft er sich leicht 
allgemein schliefen (was durch den obigen Beweis mit einem Schlage 
. geschah). Denn es sei schon bewiesen, daB in 


SL) les me ds 
NET n21 n° Zi 
æ 
CG) = À 0, = Uzlogæ+Ux+0(rt +‘) 
n=1 


ist (wo A, — 0, wenn X, und X, nicht beide identisch 1 sind, 
{ —0, wenn weder X, noch X, identisch 1 ist); dann folgt daraus 
auf Grund der für 6 > 1 giltigen Identität 


LOLO = I (=) 1 (1-5) S à 


CES À ?, n=i* 


=. 2 
Le Sd 
—,2; n° "2 n° 
(wo =» endlich ist) sofort 
m 
C@ = à 9,0(%) 
n=1 n 
2 æ x ie æ sue 
= Zu, lg +N Z +0 ] 
n 


m m 
= (Ù, x log x + Ux) D pra »à ét bn (étrt 
n = n = 1 


= A,xlogz+ Az+O(xt T9), 


Was nun alle môglichen Paare eigentlicher Charaktere bezw. 
zugehôriger Funktionen L,(s), L,(s) betrifft, so ist mein allgemeiner 
49 * 
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Satz in zwei speziellen Fällen schon bekannt gewesen. Gerade 
diese regten mich zu meiner allgemeinen Untersuchung an; es sind 
eben die in der Einleitung schon genannten (und um & _besseren) 
Ergebnisse von Voronoï für 


£(s) ES) 


und von Herrn Sierpinski für 
ENS RE à 
EG)L — 3 LT 7 +.) 


In jedem Fall würde der Schnee-Landausche Satz 54 
(bezw. seine in $ 7 angegebene Modifikation für meromorphe 


Fanktionen) nur nicht = ergeben. 


Wegen der Wichtigkeit des in diesem Paragraphen bewiesenen 
Satzes über Z,(s) L,(s) will ich für ihn noch einen zweiten Beweis 
angeben, gleichfalls durch passende Spezialisierung des Hauptsatzes 
dieser Arbeit. Der oben gegebene Beweis benutzte allerdings nur 
solche bekannten Eigenschaften der vorkommenden Funktionen, 
welche in meinem Handbuch entwickelt sind; jetzt muf ich auf 
andere Stellen der Literatur Bezug nehmen. Der zweite Beweis 
wird aber insofern ein neues Licht auf die Sache werfen, als er 
lehren wird: die Multiplikationseigenschaft 


an") = 4(n) 4 (n°) 
der Charaktere ist für den vorliegenden Zweck unwesentlich, und 
nur ibre Periodizität 

n+k) = (0), 

A(n+k,) = 2(2) 


kommt zur Anwendung. Diese Periodizität liefert für 6 = 1 sofort 
die Identität 


k : œæ 1 À 1) 1 
RO 2e à > 
n = À (mod.k;) 42 (mod. #3) 
k; ke 131,0 CO 1 E 1 
=,2,,2,4 AE 2) 2, ne es n° 


n=lh(mod.k) n= D imôd2) 


und lehrt: Der obige Satz ist enthalten in dem folgenden, jetzt 
zu beweisenden 

Satz: Es seien À,, k,, À,, k, ganz, O1, <H,, 0 <1, = ke Es 
werde für > 1 
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Ce) 

GOET Note 
n=1 

n = À, (mod. k;) 


A - Es 
G, (s) = >> FE, 
n=1 L 
n = 2 (mod. k;) 
cad n 
G, (s) G,(s) = 2 ps 
n=1 
gesetzt. Dann ist 
x 
> db, = B,xlogz+Bz+0 (xt *°). 
n=1 


Beweis: Der Hauptsatz wird nicht auf G,(s) G,(s) unmittelbar 
anwendbar sein, wohl aber, wenn für 61 vier Funktionen 


| D(s), B,(s), B,,(s), B,,(s) durch die Gleichungen 


œ res 1 = d 
u (8) ca .ZÀ, Re 2 n°? 
n = À, (mod. k;) n = — À, (mod. k) 
a 1 ue 1 
® = = — 
12 (s) Fe 2 1 m° 2 1 n° 
n = À, (mod. k:) n = — À; (mod.t;) 


und ®,,(s), D,,(s) entsprechend mit 4,,#, eingeführt werden, auf 
jeden der vier Saummanden der rechten Seite in 


46(s) G(s) = 8,(s) 8,,(8)+ (5) D, (s)+ D, (5) D, (s)+ D, (s) ®,, (s). 


Der obige Satz wird jedenfalls bewiesen sein, wenn für jede der 
vier Dirichletschen Reïhen (« = 1,2; v — 1,2) 
ure 
D,,(s) D, (s) Eu D) ca 
n=1 
gezeigt werden kann: 


a 
Dre Dix log x + De +0 (xt +). 
n=1 

In der Tat genügt bekanntlich') bei festem w der Strecke 
0<wÆ<1 die für 61 durch 


1) Vergl. z. B. Kinkelin 1, S. 11; Piltz 2, S. 20; Hurwitz 1, S. 93; 
Lipschitz 7, S. 138; Bachmann 1, S. 346; de la Vallée Poussin 2, 
S. 290. 
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_ 1 ; 1 

rer (m + 10) + a (m — w) 
(wo im Falle w = 1 in 5’ das Glied m = 1 fehlt) definierte 
Fanktion £,(w,s), die bis auf den Pol erster Ordnung s — 1 über- 
all regulär ist, für 6 < 0 der Funktionalgleichung 

, Pa Ce) 

F5) r60,9) n. tr (| :) S cos 2nxw 


2 Npant nn 


die für 6 > 1 durch 
(ee) 1 œ 1 
His T LE rm A 
m=0 (m+w) m1 (m—) 
definierte ganze Funktion £,(w,s) (die übrigens in den Füällen 


w = s und # — 1 identisch Nall ist) der Funktionalgleichung 


r(EE) 6 a #tr(i-+) S sin 2nmw 


ee 1 ns 


Non ist offenbar 
1 1, 
®,, (s) Sixt FIV s), 
1 À, 
D, (s) =. = PR (& s); 


also genügt jede der vier Funktionen 
Z(s) = D,(s) D, (s), 


wenn à, und a, bezw. den Wert O oder 1 bezeichnen (je nachdem 
u oder v den Wert 1 oder 2 haben), einer Funktionalgleichung 


(Se) (ES) 26 = r( ste s r( Eee Po à e* 


im Sinne der Voraussetzungen 3) und 4) des Hauptsatzes. Die 
Voraussetzung 1) ist wegen 


1,1 £ 4T(n) 


mit «= 0 erfüllt, die Voraussetzungen 2), 5), 6) offenbar mit 
n = 1 auch; 7) gleichfalls, weil bekanntlich!) in jedem endlichen 
Streifen 


1) Dies folgt z. B. aus $ 124 des Handbuches. 


D NE 


LR rom. 


2 A le PO — 


ah va EME org Le + Te du LE rit 


gas 


ss 
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6, (, s) = 0 (141%) 
be (w, s) = o(1#1%), 
also 


C; 
z( = o(s1°) 
ist. 
Der Hauptsatz ist also anwendbar: er liefert 


æ 
D a = D,zlogx+Dx+ Ofxt +!) 
n =1 


und damit den behaupteten Satz. 


$ 11. Das Produkt mehrerer L-Reihen. 
Es seien & (2 2) Funktionen L,(s), ..., L,(s) gegeben. Es hat 


zx 
“ L, (s) .. L,(s) 
im Punkt s — 1 das Residuum 


E(x) = z(4,, log“"z+.. + 4), 


wo von oben an so viele À, verschwinden, als Nicht-Hauptcharaktere 
unter den k gegebenen vorhanden sind (also eventuell R(z) = 0 
ist). Die ältere Schnee-Landausche Methode würde für die 
sammatorische Funktion in 


L(s) 46) = S 
ergeben: 


æ ea +e 
kLo2 

$ «= Re+0lF+ ] 

n—= 


meine neue Methode liefert den schärferen 
Satz: Es ist 


z Rare 
Die rOEO CET! ) 
n = 1 


Beweis: Ich branche nur den Hauptsatz auf 
Z(s) = L,(s) … L,(s) 


anzuwenden; nach (61) ist für o <0 
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(+) -r(58) Z(s) 


= (cite). (its) S abs 


wo 3) gilt; ferner ist nach dem Hilfssatz 12 
ll = lt 2  2)..2%(m)l 
M M=N 
ZT, (n) 
ge O (n°), 


also 1) mit « — O0 erfüllt. 2) gilt natürlich, 4) nach der obigen 
Identität mit 


a 1 

u=v= k, nd E EG ie Mi B, = :.. = 6, ne F 
1+a Es 1 
dar CR | Fa fut à ARE E 


b) gilt, 6) auch wegen 
n = Zy- Zu A 
k 


7 


= 


Wegen 
NS 


CHOSE HET 
liefert also der Hauptsatz den oben ausgesprochenen Satz. 
Übrigens würde im Falle keines Hauptcharakters der in $ 8 


erwähnte allgemeine Satz über Multiplikation Dirichletscher 
7 führen; denn, wenn dies bis #—1 als be- 
wiesen SRE CEUeR wird, s0 ergibt sich Konvergenz der Dirichlet- 
schen Reïhe für 


L,(s).…. L,(s) = (Z,(s)...L,(s).(L,:(9)...L.() (Z£r=<E-1) 


im Gebiete 1 
1 1 1 1 
(1) k—1v +(1 fe )s+ v(k—v) 


Reïhen nur zu & 


6> 1 1 
YF k—"v 
4 Dal FE Sreltel 
Le k 
k—1 
=  E n 


so daB sogar für jede Wahl von » das Ergebnis gleich gut ist. 
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Natürlich läft sich der obige Satz auch auf dem zweiten der 
in $ 10 angegebenen Wege beweisen. 


$12. Anwendungen auf den quadratischen Zahlkôrper. 


Es sei x ein quadratischer Zahlkôrper, D seine Grundzahl. 
Dann ist bekanntlich die zugehürige Zetafunktion für o—1 durch 


& (s) EE 


n 


œ. mm DE 
à n° 


——- 
n=1% n— 


«eo 5 (7) FU 


definiert. Bekanntlich ist eo Charakter modulo |D|, natürlich 


nicht Hauptcharakter. Der in 8 10 bewiesene Satz sagt also, wenn 


der Summationsbuchstabe n die Ideale des Kôrpers durchläuft, aus: 


COQ 
2 1=2 5 (F);+oltt) 
Ni < x n=1\2/n 


(63) ex+O(r +), 
was im Spezialfall D = —4 durch Hermm Sierpinski!) (sogar 
ohne das &) bekannt war. Also 

a (s) rer a (s) 


ist für o > . durch eine Dirichletsche Reihe darstellbar. 


Anders formuliert: Es ist 
ÉD \PEM I PrRMEeS D\1 $+e 
6 E()]=:26)4+06t+ 


Das gilt nach dem soeben gesagten für jedes D, das fühig ist, 
Grundzahl eines quadratischen Kôrpers zu sein, d.h. für jede s0g. 
Fundamentaldiskriminante. Natürlich ist (64) auch für jedes nicht- 


quadratische D, das = 0 oder = 1 (mod. 4) ist, giltig; denn (©) 


ist auch hier bekanntlich Charakter modulo |D[|. Diese D sind 
diejenigen Zahlen, welche fähig sind, Diskriminante einer nicht 
zerfallenden binären quadratischen Form aw+buv+ cv zu sein. 
Übrigens liegt dieser scheinbar weitergehende Satz nicht tiefer, 


1) Vergl. die in der Einleitung zitierte Arbeit vom Jahre 1906. 
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da jede solche Diskriminante D bekanntlich gleich einem Quadrat 
Q* mal einer Fundamentaldiskriminante D, ist und wegen 


Lente) Se 


N—21 
RE RD E F 
Eat = 6,5 (ne) to 
aus 
PRRTCÉEETE 
folgt : Fe 


I 
R 
s 
+ | 
ss 


Von (63) läBt sich z. B. eine interessante Anwendung auf die 
Anzahl Q(x) der quadratfreien Ideale eines quadratischen Kôrpers 
mit Norm <z machen; allerdings hat Herr Axer!) hier schon 
vorgearbeitet, und ich habe, da ich ein bestimmtes Desideratum 
von ihm erfüllt habe, nur bei ihm abzuschreiben, und zwar blof 
das Resultat, indem ich für den Beweis auf die genannte Stelle 
verweise. 

Im Kôrper der rationalen Zahlen war für die entsprechende 
Funktion (Anzahl der quadratfreien Zahlen = zx) vor mir 


Q(x) = Fo “+005 


bekgnnt, und ich?) hatte mit den Mitteln der modernen Primzabl- 
theorie 


2) = 7 +0 (V® 


1) Über einige Grenswertsätse ritssginerée der kaiserlichen Akademie 
der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXX 
(1911) Abteilung Ila, S. 1258—1298], S. 1258—1259 und 1261—1262. 

2) 20, S. 287—241. 
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bewiesen. Für jeden quadratischen Kôrper hatte ich, was leicht 
war, 


Q@ = Ey2+ 0 (Vrlog x) 
bewiesen, und Herr Axer hat gefunden, daB für jeden quadra- 
tischen Kôrper, bei dem 


1 = O(x® 
ME » sd 2 
mit irgend einem & <= wahr ist — was bisher nur für P() 
durch Herrn Sierpinskis Verdienst feststand —, 


Q(x) = 1@ “+ o(V 


ist. Dies ist also auf Grand von (63) für jeden quadratischen 


Kôrper negativer oder positiver Diskriminante wahr. 

Ich nenne noch eine andere Anwendung. Es sei bei gegebenem 
quadratischen Zahlkôrper kÆ 1, T,(#) die Anzahl der Lüsungen 
von N(a,...a,) — n#, ferner 


m(x;s) = È He) 


n =] 
1 
de ul N(a...a) 


und 


n(@) = 1(&; 0) 


die Anzahl aller Zerlegungen aller Ideale mit Norm <x in 4 Fak- 
toren ‘). Dann ist bekannt *): 


1 


k+1 (gs 
m(t;s) = 2" S B,log”'x+B+0\x ; 
v =]1 


wo B,, …, B,,,, B von s und # abhängige Konstanten sind und D 'AR 
für s+1 verschwindet. Im Falle x = P(i) lieBe sich dies natürlich, 
von Herrn Sierpinskis Satz ausgehend, verschärfen, aber — 
analog zu den in $ 8 durchgeführten Überlegangen — mit geringerem 


1) Ich wähle mit Absicht dieselben Bezeichnungen wie in $ 9 für den Kôrper 
der rationalen Zahlen. 
2) Vergl. meine Arbeit in den Transactions. 
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Ergebnis als bei Verwendung meiner direkten transzendenten Me- 
thode. Immerhin brauche ich — wiederum analog zu $ 8 — jene 
Methode nur auf r,(x) anzuwenden, da dann der Übergang zu 
t(x;s) durch partielle Sammation leicht ist. Die zu r,(x) gehôürige 
Fuanktion ist 


Z(s) = (E,(s)) 
= (5, (to). 


also ein Produkt von 24 Funktionen L(s) im Sinne des $ 11, von 
denen genau % zu Hauptcharakteren gehôren. Nach dem Satz des 
$ 11 ist daher 


k 2k — 1 Le 
(65) (x) = x X À,log'x+ o si ] 
v=1 
Ë 2k—1 ap one Me 
Die Zahl SE = 1- im Exponenten ist besser als das 
+1 1 
k+— 
2 
‘à 
alte 1 "DE 
Aus (65) folgt aber würtlich wie in $9, nur im ÆExponenten 
k—1 k y 
hier CTEE E statt Fri geschrieben, 


2k — 1 ; 
as ( FES 44) 

z,(t;:3 =2" » B,log”z+B+0\x A 
v= 1 


$ 13. Anwendungen auf den Kreiskôrper. 


Herrn Sierpiñskis Ergebnis habe ich (um & verschlechtert) 
auf jeden quadratischen Kôrper ausgedehnt. Es ist interessant, 
daB es auch auf jeden Kreisteilungskôrper verallgemeinert werden 
kann, so daf also nur der Spezialfall m = 4 (nebst den trivialen 
m = 1, m —= 2) des folgenden Satzes bekannt ist: 


Satz: Im Kürper der mten Einheitsiwurzeln ist, g(m) = h gesetet, 


(ir) 
(66) S 1=07+0\ù "? 
Nn<x 

Bekannt war nur 1 pen à statt M LP 
h h+1 
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Beweis: Bekanntlich ist 


1 

&(s) = L,(s)...L,(s) TT TETE 
A7 

p’ 
wo alle zu den h Charakteren modulo m gehôürigen Funktionen 
multipliziert werden und das endliche Produkt am SchluB (bei 
welchem f und g gewisse von # und p abhängige positive ganze 
Zahlen sind) eine für 6 = 0 absolut konvergente Dirichletsche 
Reïihe 

n= 1 Da 


darstellt. Nach dem Satz des $ 11 ist in 


EU LE os 


FAO AU 
Fe = À fe = pe+0(e ‘ht ) 
n = 


daber ist, wie aus 


1 = .F(S) 
ME à »21° LL 
2 
à MOREL 
= px 5 +0 Y |, 2 ? 
n=1" ï AIR Late 
h+1 
wegen der Konvergenz von 
S LAaEMR 
2 
Med; Marre 
UT 
und der Relation 
x | 
de SU (#) 
NZ; ñ =,2, de LA LE 


ist also 
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2 
(ee) 1—-——— +e 
1=pr Style PE ) 
n=1 


LL ——— +s 
(66) = rR Ye ] 


Weiter gilt der 
Satz: Im Kôrper der mten Eïinheitswurzeln ist 
L 


TL; S) = SR Es ee 
A4 RES N(a...a) 


2 
k+1 ln ee 
(67) mnt ue THE le Dpt ] 
v—=]1l 


1 ne 
Bekannt war bisher ) nur Î RE statt 1 — LE Hit . 


Bewels: Es ist 


BG = (OH ON IT de 
sin (17) 


also im Spezialfall s — 0 die Behauptung (67) nach dem Satz des 
$ 11 und genau derselben Überlegung, die soeben bei 4 — 1 zum 
Beweise von (66) angestellt wurde, richtig. Daraus folgt (67) für 
jedes s würtlich wie in den $$ 9 und 12. 


Drittes Kapitel. 
Ellipsoidprobleme. 


$ 14 Hilfssätze. 


Es sei D eine ganze, nicht quadratische Zahl Z 0, die = 0 
oder = 1 (mod. 4) ist; mit anderen Worten: eine Diskriminante 
im Sinne der Theorie der binären quadratischen Formen au* + buv 
+cv’. Bekanntlich läBt sich D in die Form Q° D, setzen, wo 70 
und D), eine Fundamentaldiskriminante ist. Es sei 


{a,; d,,c,, .. ja, ds, ci} 


1) Vergl. meine Arbeit in den Transactions. 
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ein Repräsentantensystem der primitiven zu D gehôrigen Klassen 
im Falle D = 0, der primitiven positiven Klassen im Falle D < 0. 
Dann ist bekanntlich, wenn in jeder Summe w,v alle die zugehôrige 
quadratische Form zu Q teilerfremd machende!) Paare ganzer 
Zabhlen exkl. 0,0 durchlaufen, wobei im Falle D —0 der Punkt w,v 
noch einem bestimmten *) Winkelraum angehôren muñ, 


ts 1 
2 (au + b,uv + cv) HT 2 que rar) 
ES LE DAMES" 1 

= T x ne: 


n=1 n° 12 


n 


wo bezw. t = 1,2,4,6 für D—0, <—4, = —4, = —3 ist 
und # in >) alle zu Q teilerfremden positiven ganzen Zahlen 
durchläuft. Der in $ 10 bewiesene Satz über das Produkt zweier 


. L-Reïhen sagt also aus: Die Anzahl der Gitterpunkte, bei denen 


die Form zu Q teilerfremd ist, 1) für D  O in den Ellipsen 
au +buv+ou =z,..., au +buv+ec,r < x 


bezw. 2) für D = 0 in den À Hyperbelsektoren, die durch diese 
Ungleichungen nebst linearen Nebenbedingungen bestimmt sind, ist 


ax + O(zt + <). 


für jedes einzelne dieser k Gebiete und auch für ihre Summe war 
bisher nur 

Ba + O(i) 
bekannt. Es entsteht nun die Frage, ob man auch für jedes ein- 
zelne der À Gebiete die Zahl verbessern kann. 

Für D —0 kann ich es nicht; für D < O0 kann ich es aus- 
nahmslos. Es sei also ein beliebiges System ganzer Zahlen 0, b, c 
gegeben und D = b* — 4ac < 0, a > 0; die Zahlen a, b, c brauchen 
jetzt nicht teilerfremd zu sein *). Dann werde ich für die Anzahl 
der Gitterpunkte des Gebietes 


1) Hierzu ist notwendig und hinreichend, daB « und v gewissen Q p(Q) 
Restklassenpaaren modulo Q angehôren. 

2) Auf dessen nähere Gestalt kommt es hier nicht an. 

8) Natürlich wird die Aufgabe dadurch nicht schwerer, da man ja einen 
konstanten Faktor wegdividieren kann. Aus der Richtigkeit der Behauptung für 
ganzzablige a, b, c folgt sie aus demselben Grunde sofort für rationale oder über- 
baupt- in rationalem Verhältnis stehende a, b, c mit D 0° a = 0. 
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au? + buv + co? < x 
mit den Nebenbedingungen 


u = 2, (mod. M), 


3, (mod. M), 


wo z,, M,,z,, M, fest sind, beweisen, daf sie 


Il 


U 


ma s+0kt) 
1 3 


ist, wo J den Inhalt der Ellipse 
au” + buv + cv? < 1, 
d. h. die Zahl = darstellt. 
Ich will rs den Beweis einer viel allgemeineren Tatsache :) 
führen und schicke dem Ganzen einige Hilfssätze voraus. 


Hilfssatz 14: Es seien a,b,c ganze Zahlen und 
D = b—4ac <0, a > 0. 
Dann ist für jedes 8 — O die Anzahl der Lüsungen der Gleichung 


au+buv+c = n 


gleich 
(9) (n°). 
Beweis: Aus 
au Lbhuv+cv = n (n = 1) 
folgt 


4an = (2au + bo) — Dr’ 
= (2au + bo + v VD) (Qau + br — v VD). 
Die Anzahl der ganzzahligen Lôüsungen u, v dieser Gleichung ist 


offenbar hôchstens gleich der rt-fachen Anzahl der Ideale des 
Kôrpers P(VD) = P(VD,), die 4an zur Norm haben, also 


S; à () < 5T(4an) 
= 0 (n°). 


(Natürlich läft sich der Beweis dieses Hilfssatzes auch im 
Rahmen der Theorie der quadratischen Formen führen.) 


1) £te Dimension; Gitterpunkte mit gewissen komplexen Gewichten. 
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Hilfssatz *) 15: Es seien a, b,c gans, b'—4ac <0,a=>0. Es 
sei T' eine gegebene positive Grôlle. Dann gibt es su jedem & > 0 
eine (nur von a, b,c, T,s abhängige) Zahl G, so dal für jedes n = 1 
und jedes System ganzer Zahlen d,e,f, für das 
dl < DVn, le] < TV, |f1< In 
ist, die Lüsungszahl von 


(68) ax” + bay +cy + dx+ey+f = n 
hôchstens 

Gn° 
ist. 


Beweis: Nach Hilfssatz 14 gibt es ein H = H(a,b,c,6), s0 
da$ für alle ganzen »m = 0 die Lôsungszahl (in ganzen U, V) von 


aU"+bUV+cV = m 


hôüchstens 1+ Hm° ist. 

Non sei x,y eine Lôsung von (68). Dann ist, 4ac—b — 4 
gesetzt, | 

a(Ax + 2cd — be) + b(A4x + 2cd — be)(Ay + 2ae — bd) 
+ c (4y + 2ae — bd)" + A°f — a(2cd — be) — b (2cd — be) (2ae — bd) 
— c(2ae— bd) = An. 
Wird 
Ax+2cd—be = U, Ay+2ae —bd = V 

gesetzt, so entspricht also jeder Lôsung x, y von (68) eine Lüsung 
U, V von 
69 aU*+bUV+cV" = Sn 4°f + a(2cd — be) 
(69 + D (2cd — be) (2ae — bd) + e(2ae — bd)" 
und umgekehrt jeder Lôsung U, V von (69) eine oder keine Lôsung 
æ, y von (68), je nachdem zufällig zugleich 


U = 2cd—be (mod. 4), V = 2ae—bd (mod. 4) 
ist oder nicht. Die rechte Seite von (69) ist nach Voraussetzung 
absolut genommen 
< Pn+ d'Tn + a (2cT' Vn +|b|T' Vn) 
+6 (2cT'Vn +10] TV») (Car Vn +101 Vn) 
+e(2aT Vn+[o|rVn) 
— Kn, 


1) Die Hilfssätze 15 und 16 werden erst in $ 16 angewendet. 
Egl. Ges, d. Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Heft 6. 60 
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wo Æ nur von a,b,c, I" abhängt. Die Lüsungszahl!) von (69) und 
somit a fortiori die von (68) ist daher 
<1+H(Kn) 
<(1+HK')n° 
PUR Pa 
Hilfssatz 16: Es sei 4 = 2, 


k 


Q(u,,.. sen 3 Uy) = 2 Œuy us u, 
u, v—=1 


eine positiv-definite quadratische Form mit ganzzahligen ?) a, = a. 
Sie nimmt also keinen ganzzahligen Wert unendlich oft an, ‘é stets 
Z 0, und O nur für u, = -.. = u, = 0. Es sei An) die Anzahl 
der Lüsungen der Gleichung 

(70) Ou, 0) 2 


Dann ist für jedes & — 0 


A(n) = O\n ; 
Vorbemerkang: Der Fall 4 = 2 ist durch Hilfssatz 14 er- 


ledigt. Es sei also À 3. Es sei gleich bemerkt, daf in der 
Abschätzung von A(n) unmôüglich eine kleinere absolute Konstante 


als He herauskommen kann, indem offenbar 
x 
Z A(n) 
n=0 
als Anzahl der Lôsungen von 
QGu,...,u)=x 
k 


asymptotisch gleich Jx” ist, wo J den Inhalt der Ellipse Q = 1 
bezeichnet; übrigens ist bekanntlich (wie sich aus geometrischen 
Erwägungen sofort ergibt und als wichtige Anwendung meiner 
Methoden nachher verschärft werden soll) 


1) Wenn dic rechte Seite von (69) negativ ist, ist die Lüsungszahl von (69) 


Null, also gewiB < 1+7Z (KXn)°. 
2) So daB also jetzt die binäre Form in der Bezeichnungsweise a,, x? 
+ 242 Li Ty + Ass Lè, A. h. mit geradem mittleren Koeffizienten angenommen wird. 


ES-s 
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: k k—]1 
D die Pol é ) 
n =0 


Wäre also auch nur 


so wâre 


n—=0 


im Widerspruch hierzu. 
Beweis: Bekanntlich liegt für jedes n Æ 1 der Wert jeder 
Variabeln ,,...,«, in einer Lüsung von (70) unterhalb des Pro- 


_ duktes von n mit einer von unabhängigen Grôfe. In der Tat 


gibt es ja bei variablen « eine Darstellung der Form Q in der 
Grestalt 


Q = utit ee +) + (arts + +) + ee + (ut), 
wo die / reell und L,,,--.,7, von Null verschieden sind, so daf 
in (70) 


dre 
u|=——- 1° 
HS 


ist (und entsprechend, wenn irgend eine andere Variable bevorzugt 
wird). 

Es sei also eine — nur von der gegebenen Form, d. h. 4 und den 
a, abhängige — Zahl B so gewählt, daf für alle » = 1 aus (70) 


lu,| < Bni (@ = 1,...,4) 
folgt. 
Die Anzahl aller für u,,...,«, in Betracht kommenden Systeme 
ist also hôchstens 
k—2 
He her de 
Um festzustellen, wieviele Systeme ,,...,4, bei festen «,,...,u, 


môglich sind, fasse ich Q als binäre quadratische (unhomogene) Form 
in 4,,u, auf: 
Q = au + buiu, + cuÿ + du, + eu, +f, 
wo 
a= 4,0 = 2a,,c=— a,, 4 — 2(asu ++ ax), 
e = 2(aust+..+agu), f = Q(0,0,u,,...; 4) 
bO* 
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ist. Dann ist À 
Id] 2B(la,l+--+laul) Vr, 
le] £ 2B(lasl+ + lan) Vn, | 
= B°(Iasl +2 au + laut ++ lol). 
Der Hilfssatz 15 ist also anwendbar und liefert bei festem 5 => 0 


die Existenz einer nur von & und der gegebenen Form abhängigen 
GrôBe G, so daf für alle n Æ 1 beï festen v,,...,", die Lôsungs- 


zahl von (70) in ,,u, bôchstens Gn° ist. Die Gosatléeongezabl 
von (70) in w,,...,u, FRS also 


k—2 u, 
< Gn°1+2BŸ —°n ? pt ) 


$ 15. Gitterpunkte in Ellipsen. 
Satz: Es seien a,b,c ganz, — 4 = bac <0,a>0. Dann 
ist die Anzahl') der Gitterpunkte des Gebietes 
au? + 2buv + cv? = x 
gleich 


De +0Gi 7) 


Beweis: Die Dirichletsche Reïhe 


l 
(71) Z(s) = À Lau + Duo + cv) ? 
wo u,v alle Paare ganzer Zahlen exkl. 0, O durchlaufen, werde 


OO u 


n=]1 n° 


gesetzt; dann ist die Behauptung mit 


M x + € 
ee = ——x+0 (Gt ) 
à 1 VA 
identisch. 

Herr Lerch*) hat, sogar bei beliebigen ; reellen a, b,c mit 


1) Übrigens ist es nach Hilfssatz 14 gleichgiltig, ob der Rand mitgezählt 
wird oder nicht. 
2) 7, 8. 10—12. 


18 
a 


3) Natürlich ist Z(s) dann keine Reiïhe vom Typus 2 
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— A = b'—-ac < 0, a —0, für die durch (71) zunächst in der 
Halbebene 6 = 1 definierte !) Funktion Z(s) folgende drei Tatsachen 
entdeckt : 

1) Z(s) ist in der ganzen Ebene meromorph, nämlich bis auf 


den Pol erster Ordnung s = 1 “mit dem Residuum _ überall 
regulär. 

2) Es besteht die Funktionalgleichung 
(72) a T'(s) Z(s) = A x (1-5) Z(1—5), 


wo Z(s) die der sog. zu Q = aw*+2buv+cv° reziproken Form 


Due te ion ist * 
Q — 4“ "%+;% entsprechende Funktion ist ?). 


83) Es besteht — was die Eigenschaften 1) und 2) in Evidenz 
_ setzt — in der ganzen Ebene die Relation 
1 


1 ) 
DRE CT RES TE nt 22 d 
En AE NE [ Ÿ (8 (he — 1) dy 


1 vo, 
+ J (8 5 —1) dy, 


ax *T(s) Z(s) — 
(73) 


1) Nach der trivialen Abschätzung 


Ê2 
au? + 2buv + où Æ x Va 
ist Z(s) exkl. des Poles s — 1 für 6 > _ regulär. Der Lerchsche Satz be- 


sagt aber viel mehr. 

2) Mit Rücksicht auf die in $ 16 zur Verwendung kommende Epsteinsche 
Verallgemeinerung schreibe ich die Funktionalgleichung in der Form (72) und 
die Gleichung (73) in obiger Gestalt. Natürlich ist hier die Einführung des Z 
wegen der für 6 > 1 giltigen Identität 


MCE LICE ET 


= S'Z(s) 
unnôtig, und Herr Lerch hat auch die einfachere Gestalt von (72): 
—7\8 7 \i-8 
(vs) T(e) Z(e) = (4) ÉHEDZ ee) 


Auch statt (73) hat er eine andere, gleichwertige Integraldarstellung mit #-Funk- 
tionen. 
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Es — 
PURE D M 


U,0 = — O0 

ist. 
s Jedes der beiden Integrale rechts in (73) stellt eine ganze 
Fanktion dar, weïl es in jedem endlichen Gebiete die gleichmäfBige 


Grenze der ganzen Funktion ed "für © = coist. Für einen be- 
1 


stimmten Zweck muf ich auf den Beweis hierfür näher eingehen, 
nämlich überdies konstatieren, daB in jedem festen Streifen 6, = 
Æ 6, jedes der beiden Integrale beschränkt ist. In der Tat ist 
für alle y > 0 


D —1] D OS ,—um7y 
bezw. 9 (y); — 1 . 


M 


Es à 

wo u, alle Werte von Q bezw. Q exkl. 0, wachsend geordnet, durch- 
läuft (natürlich mit der zugehôrigen Vielfachheit). Für y = 1 ist 
offenbar 


Le,e] 
ae PART Pal li Ty = 2. (Un — W)7y 
n = n =]1 


IM8 


< 774 S o7 (nm) 


Daher ist in jedem Streifen 6, < 6 € 6, für y =1 


|y°-1 (8 (y) — D) PE y 
bezw. [y (9 (y); —1)1f © € 


ce 

bei passender Wahl eines positiven 8, woraus die obige Behauptung 

sich ergibt, daB jedes der Integrale in (73) eine ganze Funktion 

darstellt, die in jedem festen Streifen 6, = 6 Æ 6, beschränkt ist. 
Nan seien àa,b,c ganz. Ich behaupte, daf Z(s) den Bedin- 

gungen des Hauptsatzes genügt. 


1) Es ist nach Hilfssatz 14 
e, = Un), 
also das « = 0. 
2) Nach dem Gesagten ist Z(s) regulär bis auf einen Pol. 


8) und 4) Nach (72) îst für 6 < 0 
Re An 8 
T(s)Z(s) = T(1—s) SE e,e” 
4 ii! 


im bekannten Sinne, und zwar ist hier 
u=1l, v=1, « = 0, B=1 n=1 0, = 1, 
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ee 18 __ —4 _28—] : 
,2 n° 2 + Se 2buv + cn 
A 
4: que, ee) (AGE ue ten) 
= 21 x (er TS 3 : 
| 5) Es ist 
ze à 
— 20. 
6) Es ist 


u—v 


n = Zy — Ea + 
= 1; 
7) Nach dem über die rechte Seite von (73) bemerkten und 
Hilfssatz 4 ist für 0, < 6 <6, 
Z(s) — O(e?l#)), 
Der Hauptsatz ergibt also 


was zu beweisen war. 


$ 16. Gitterpunkte im regelmäfigen und unregel- 
mäBigen Gitter und andere Abschätzungen 
bei k-dimensionalen Ellipsoiden. 
Satz: Es sei kZ 9, 
k 
Qu, th) 209 CRT a 
uv =] 

| eme définite positive Form mit gan:zalligen Kocffizienten a, = « 
Es werde die Determinante 


ue 


a rc tdi; 


Fa 
gesetet. 
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Es seien 
M eine positive ganse Zabhl, 
Zi... #, ganze rationale Zahlen'), 
h,,..., h, reelle Zahlen. 
Dann ist die über alle Gtterpunkte des k-dimensionalen Ellipsoids 
Q(u,,..., w) = x, 
die den Nebenbedingungen 
u, = 2, (mod. M), ..., u, = z, (mod. M) 
genügen, erstreckte Summe 


k Ô EE ee 
(74) D La RSS de Se RE age 2 k+1 ] 


wo 1) im Falle durchweg ganser h, M, wenn 
k 


2 


Jr LT, 0, eu: 
VA r(g+1) 
den Inhalt des Elhipsoids Q = 1 bezeichnet, 
24 J 2ni (ha 2 +" + hy8y) 
C = D'LA 
ist, 2) sonst 
= 0 
ist. : 
Vorbemerkung: Für #4 — 1 ist der Satz nicht etwa falsch, 
sondern trivial. In der Tat ist bei ganzem (oder auch nur posi- 
tivem) a > 0 


D ri Q2%ih(@M+:) __ ,2nihe S ; 2h 
a = x a(vM+ 2) =x = Vo 
Wo 
x 
Ve FRUITS Te +0(), 
Vz 
D, = = + O(1 
M Va (1) 


ist. Offenbar ist die letzte Summe 


2 
xz+O(1) für zes hM, 
an era Vz+0(1) für gan 
O(1) sonst, 


1) Die Festsetzung 0 = z,< M (v = 1,...,k) würde nichts ändern. 


De ne 
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wegen der für Iy| = 1 exkl y = 1 giltigen Abschätzung 


$ | oh pe 
—=% 1—y ST 


Bewels: Es werde 
Ce) e 275 Où Go M + 4) ++ M (0x M + 2) 


Z(s) mp CAD ES ut ré en arr .… ,M+4)}° 


gesetzt, wo im Falle') ganzer Su .…., 2 das Glied mit dem Nen- 
ner 0 fehlt. Dies Z(s) ist eine Dirichletsche Reïhe vom Typus 
OO ce, 


2,» 


n=1l 
und für >< absolut konvergent, da ja 


Dh le, | < Anzahl der Gitterpunkte von Q <x exkl. des 
Nallpunktes mit Nebenbedingungen, 


Æ Anzahl der Gitterpunkte von Q = x 


ist. 
Non werde für 6 = S 
(75) B(s) = e— Dar (a 81 + ++ + les) 728 Z(s) 
ee) e PM ho + + xt) 


2 PA Di tige LR 
Q(u+ ES 7: 


(ohne etwaigen Nenner 0) gesetzt. | 
Herr Epstein”) hat folgende drei Eigenschaften von B(s) 
bewiesen *). 


1) Also z. B. stets im Falle M = 1. 
2) 1, 2. Der Spezialfall & — 2 und der Spezialfall Q = & u? + -.. + auf 
war allerdings schon durch Herrn Lerch (9, S. 16—18 bezw. 3, S. 66—68) bekannt. 


3) Bei denen statt TE .. #k auch beliebige reelle Zahlen stehen dürfen 


und für die à, auch gewisse komplexe Systeme zulässig sind, was beides hier 
nicht in Betracht kommt. 
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760 
1) 8B(s) ist in der ganzen Ebene meromorph, and zwar mit 


eventueller Ausnahme des Punktes s — regulär. 
2) Es bezeichne Q(u,,..., ,) die zu Q reziproke quadratische 


Form; es werde für 6 = 5 
ei (au +:..+ zu) 


x j co FS 
8® AE 0 AM O0, +, M, ….,v,+h M)}° 


(ohne eventuellen Nenner 0) gesetzt, was dort absolut konvergiert:) 
OO 
und vom Typus Y de M$ ist, so daB für o<0 
n = 1 


211 CO 
B(g-s) = E ne" 

n =1 
Dann besteht für 6—<0 die Funktional- 


absolut konvergiert. 


gleichang 
9 M k 2 pe 
= À ê big Pr À r(S-s)8(5-) 


6) x T(s)8(s) 
k oo . 
= fe) Sete 
e n = 1 

3) Es werde 

k 

— AY Q (01 + Gus +. On + 9x) + 2ni 2.%e : g 
%: =, | 2 tx 


OO 
€ 


Vis + VU = — OO 


gesetzt und entsprechend | AD definiert. Dann ist 


à) für durchweg ganze _ und k,M 


ME : 2 Toa(e 


TOGO = 5 
2-5) ° :M 

(77) à £ dm 
1 Le El ï Me 
+5 y C ls (y): Jar 


1) Die Anzabl der ganzzahligen Lüsungen von Q(u + ji, ..., % + js) <x 


+ k 
bei beliebigen reellen j ist offenbar O(x 4 ), da der Spielraum ,jeder Variablen 


O0 (æ L) ist. 
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b) für durchweg ganze Fe ohne da$ alle k, M ganz sind, 


x 
—QniS 2,h, 
v=l 


Z 
OO Fr Ts 
TBE) = + / gts 7 
é 1 hM 
(78) FA: $ 
— 27 zh, 
e 129 eo Ta La d 
ON y d |_ 2 (y); dy; 
V4 1 M es 
c) für darchweg ganze k, M, ohne daf alle + ganz sind, 
FT oo NEA 
m°T(s) 8(s) — ARR ol À y #9) M |(y). dy 
Vz(s-2) 1 hM 
(79) , 
PÉTER pe Mtsral 1 | hM Ori 25h, 
INRA Atari ÿ Z Sie = d : 
+ 5 1° y _. he "T7 y; 


d) wenn weder alle “= noch alle h,M ganz sind, 


M 
co ue 
T8 = [ vel [Gay 
- hM 
(80) jen 
LE vRr  Le aa is 
+ — y Say ou. 
{ Va 1 sal de 


Jedes der acht Integrale in diesen Formeln ist eine ganze 
Fanktion und zwar in jedem festen Streifen 6, =6< 6, beschränkt. 
In der Tat ist für y=1 bei Q (und bei Q ist es entsprechend), 
wenn uw, die positiven mit ganzen v durch QU +9... +0) 
darstellbaren Zahlen durchläuft (wo g,, +, 9, fest sind) 
| (yhel co 

< — Un Ty 
La 2 1 $ 


bezw. *) (y) —e 


1) Wenn O darstellbar ist, 
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Daher ist in jedem Streifen 6, £ 6 £ 0, für y Z 1 der Integrand 
jedes der acht Integrale 


cel 
bei passender Wahl eines festen 8 > 0. 
ist in jedem festen Streifen 


86 = 0(e°l'1, 
also auch 

Z(s) = 0(e?lfl), 
und die zweite und siebente Voraussetzung des Hauptsatzes 
sind bei Z(s) erfüllt. 

Nach (75) und (76) gelten die dritte und vierte Voraus- 
setzung, indem dabei 
L 
u=v=l, « =0, B =1, er D = 1 
ist. Es ist ferner erstens nach Hilfssatz 16 
|, |< Anzahl der Darstellungen von # durch Q mit Neben- 


bedingungen, 
Z Anzahl der Darstellungen von * durch Q ohne Neben- 
bedingungen 
= On +°) 
mit «a = 1 
fünftens 
ZB = 1 
= Z0 
and sechstens 
n = Zy-Za+ ans 
1.) 
4 R 


sowohl = 1 als auch ris = . 


Der Hauptsatz ist also anwendbar und ergibt 
n=]1l 


Eee re) 
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Hierbei ist nach (75), (77), (78), (79), (80) im Falle nicht 
durchweg ganzer h, M 


R(«) = 0, 
andernfalls 
L2 L2 
2 , 2 
R(x) ME eat the) ny — À A . 
5 VAT 2) 
Jeiate-+hm) À 
FF ET ANT MOT a 


wo J den Inhalt des Ellipsoids Q = 1 darstellt. 

Damit ist der zu Anfang dieses Paragraphen ausgesprochene 
Satz bewiesen. 
| Zusatz: In den Voraussetzungen des bewiesenen Satzes werde 
jetzt etwas abgeändert. Statt eines M seien 4 (nicht notwendig 


übereinstimmende) positive ganze Zahlen M, ..., M, gegeben und 
die ”, seien jetzt den Kongruenzen 
(81) u, = 2, (mod. M), ..., u, = z, (mod. M/,) 


unterworten. Dann läft sich natürlich auf Grund des vorigen 
Satzes die zugehôrige Summe 


Det ++ hu) 


k—1 k 
2 


€ 
auch auf ok 3 aa ‘ ) abschätzen. Es bezeichne nämlich 
M das kleinste gemeinsame Vielfache von M,,..., M, Dann re- 
präsentieren die Kongruenzen (81) PRE = si 
M, M, M... M, 
steme von Restklassen modulo X. Die Summe aller dieser 


k 
rechten Seiten von (74) hat aber die Gestalt 


Sy- 


LE 
M... M, 


k k—1 k ; 
a AAC +s 
c'x° vpte SNPAE 1 ] 
ç kann nur dann von Null verschieden sein, wenn alle #, M ganz 
sind. Wenn aber alle k, M ganz sind, ergibt sich 
ai 
M 


wo 7, alle Zahlen eines vollständigen Restsystems modulo M 
durchläuft, die = z, (mod. M,) sind, also z. B. die Zahlen 2,+ wi, 


2xih ri Yy 
c — Se HAMmaDe e 
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0 = w < ; Der zugehôrige Faktor 
M 
y 
Se ir Mes Fils 2v és e27ih, M, 
w = 0 
ist offenbar, da je Ent os ne 4 
FT e?%ih£. Definitiv kommt also heraus : 
s 0, wenn nicht alle k, M, ganz sind, 
si J 2mi (hu 4 + ++ + y 2) 
I... M, e sonst. 
Speziell für den in der Einleitung erwähnten Spezialfall 
h, =... = h, = 0 ist also die Anzahl der Gitterpunkte von 
Q<zx mit den Nebenbedingungen (81) 
k k—]1 k 
J 2 ( 5 FFT +) 
miam” ‘0 
insbesondere ist die Formel (9) der Einleitung hiermit (und schon 
als Spezialfall À, — :.. — h, — 0 des Satzes zu Anfang dieses 


Paragraphen) bewiesen. 


$ 17. Folgerungen. 


Der Satz des $ 16 soll zunächst für die dreidimensionale 
Kugel und die vierdimensionale Kugel spezialisiert werden. Für 


erstere 
| W+w+u Ex, 


kommt als Gesamtzahl der Gitterpunkte 
Last +0(rt+9 
heraus, ein neues, schon in der Einleitung erwähntes Ergebnis 
dieser Arbeit. Für letztere, 

HU+HU+Y EX, 


LE a+ 0 (at +4) 


Doch mache ich ausdrücklich darauf aufmerksam, daB das letzte 
Resultat wegen einer ganz speziellen Eigenschaft der quaternären 


ergibt sich 
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Form w+v+w*+7 keinen Fortschritt darstellt. Nach J acobi!) 
ist nämlich die Lôsungszahl c, der Gleichung 
U? + 0 + 0° + y? = À 
für jedes ganze positive n, wenn S(») die Summe der Teiler von 
n, und w den grôBten ungeraden Teiler von # bezeichnet, 
— 248S(u) für gerades n», 
— 8S(u) für ungerades ». 
Nun ist nach dem bekannten ÿ Paradigma 


2 S(n) = D +0 (x log &), 
wo S(n) die au ds Teiler von n ist, leicht beweisbar: 


Durô(u) = 395 + O (x log x), 
< x 


u 


“wo der Buchstabe « alle ungeraden Zahlen des betr. Intervalle 


durchläuft, desgl. v beim Beweise. Es ist nämlich 


12300 i M 7 


v 
= > Zu ; 
"EVE? 
wegen 
À Es 
2 
U — 2v— 1 
2", 2 
æ ES 
TN 2 
= T+0(ÿ 
ist 
à 1 
AE NH o( n 
"2 () Ze a + F,2,% 
. 1 
A 
"Æ D 
(82) = = 2° +0 (x'*®). 


1) Vergl. z.B. Tannery und Molk, Éléments de la théorie des fonctions 
elliptiques, Bd. IV, Paris (1902), S. 262—263. 
2) Vergl. Dirichlet 12. 
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Andererseits ist nach der Jacobischen Formel für zZ>2 


Dos 2 SU+A Z S@+A Z S+- 


æ 
u=— LES 
2 "= 7 


+24 >  S(u) 


U 


| + 
A 
28 


wo R = R(x) durch 
x 
PR, FRS 
Dr — Fe DH 


bestimmt ist. Daher liefert (82) 
a 


2 
DRE x (8: +24 À +24 er 


= . (162° + O(1)) + Oz") 


es _ a+ 0 (æ'+6), 


und 1 ist besser als L 

Aber für die dreidimensionale Kugel ist mein Resultat bereits 
bei der Abzählung der regelmäfigen Gitterpunkte als neu anzu- 
sehen. Ferner ist folgende Abzählung unregelmäBiger Gritter- 
punkte wegen einer nachfolgenden Anwendung von Interesse: 

++ EE, = a, v=b, w = c (mod. 2), 

wo a, b, c eine beliebige der 8 Môglichkeiten darstellt. Der Satz 
zu Anfang des vorigen Paragraphen ergibt 


Ta +0U1T)). 


Damit hat es folgende Bewandtnis. Die Lôsungszahl c, der 
Gleichung 
W+Hv+u = n 
steht für alle n = 1 mit der Anzahl F(n) der Klassen positiver 
Formen au*+2buv+cv* der Diskriminante b°—ac — —n, bei denen 
a und c nicht beide gerade sind, nach Gauf') in der Beziehung 


1) Vergl. z. B. Kronecker, Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen 
quadratischer Formen von negativer Début [Journal für die reine und an- 
gewandte Mathematik, Bd. LVII (1860), S. 248—255]; auf $S. 251, Z.6 v.u. ebenda 
lies: 3G(n) statt G(n), 5 statt 2, — statt +. 


Über die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen. 
-12F(n), falls n = 1 (mod. 4) und n dabei kein Quadrat ist, 


.. 6 
€, = 12F(n)—6, falls n ein ungerades Quadrat ist, 


] 


e, = 12F(n), falls n = 2? (mod. 4) ist, 
e. 8F(n), falls n = 3 (mod. 8) ist. 

Für # = 7 (mod. 8) ist bekanntlich c = 0, und über die durch 4 
teilbaren # will ich hier die entsprechende Untersuchung unter- 
lassen, da nichts wesentlich neues gegenüber den n des Textes 


herauskommt !). 

Wenn nun w,v,w unabhängig alle Zahlen der Restklassen 
1, 0,0; 0,1,0; 0,0,1 (modulo 2) durchlaufen, so kommen alle 
Lôsungen von 


u'+v'+w = 1 (mod. 4) 
heraus; desgleichen für 1, 1, 0; 1, 0, 1; 0, 1, 1 alle von 
u'+v'+w" = 2 (mod. 4), 


schlieflich für 1, 1, 1 die von 


w+r+u = 8 (mod. 4). 
Also babe ich, da der vom —6 der obigen Beziehung zwischen 
c und F bei ungeraden Quadraten entstehende Fehler offenbar 
O(Vx), also zu vernachlässigen ist, bewiesen : | 


= 2 
Eros 2 +0 (et T9), 
n = 1 (mod. 4) 
= Vis + 
2 Tous +0(atT5), 
n = 2 (mod. 4) 
5 Fu at+olt tt) 
n = 
n = 3 (mod. 8) 

Ës bezeichne (x) die über alle in 3 Quadrate zerlegbaren 
positiven »# (d. h. alle, die nicht von der Form 4 (8m+7), bZ0, 
mZ>0 sind) < x erstreckte Samme DF(»). Dann ergibt sich auf 
Grund der Formel 


FUN = Le (n),, wenn n kein ungerades Quadrat ist, 
2F(n)—1, wenn # ein ungerades Quadrat ist, 
1) Übrigens ist cu — © und F(4n) — 2F(n)—1 bezw. 2F(n), je nachdem 
n ein ungerades Quadrat ist oder nicht, wodurch sich natürlich auch für alle 
durch 4 teilbare,. in 8 Quadrate zerlegbare n eine Beziehung zwischen c, und 
F(n) ergibt. ù 
Kgl. Ges. d. Wies. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Hett 6. bl 


75 Edmuxzd Landau, 
leicht folgendes. Zunächst ist, wenn Z” beseichnet, da8 nur die 
in Su rerlegbaren n berücksichtigt werden, undder Index @ 
der Summe Z% angibt, da8 4 genau g mal in # aufgeht, 
H(2) = ÈF() 
= Hs4+ottte 

also 

Æ{z) — = F(s) 


SE bei passender Wal eines c = c(+) für alle 2>1 
ICE <et*® 
RQ ns nn ne du En, 


4 <zr<gs 
bestimmt ist, 
G(z) = LA F(n) 
"+5Em=+7 


= H@+K()+ ÈF(s) + ÈLF (+ + Ë, F6) 


= Ht)+K(:)+2K(2) +2&(5)+. +2 x( +) 


= Ha) *Era(s) 


de æ en que ne : nn MMS ner pme 


re rs 5x z B—1 are 
= 57402 DST DR 
= Fhioctts, sf S 1.2.1 +2 : 
Fags 57 HO T9 + 132 A RE )+0(* À sie F2 


F 
| 
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__ Bz À, À [414 
= 7 +0% ES A(2+ (= )} +00 ) 
= 2 +0U4+4, 


Aber über die Summe 
und damit 


kann meine Methode nichts Neues aussagen und daber Herm 
Mertens’'!) Satz 


_@) È F() = +2+0() 


nicht verbessern. 

Herr Mertens hatte dies durch Betrachtung der reduzierten 
Formen gefunden. Die reduzierten positiven Formen (a, b, c) der 
Diskriminante bac — —n sind durch die Ungleïichungen 
(84) 21b|<a<e 
bestimmt; je zwei sind dann und nur dann äquivalent, wenn sie 
(a, 6, c), (a, —b, c) lauten, wo b Z0Q ist, und in (84) mindestens 
ein Gleichheïtszeichen gilt Die Summe links in (53) ist also 
gleich der Anzahl derjenigen Gitterpunkte der (von einem zwei- 
schaligen Hyperboloïid und Ebenen begrenzten) Figur 

æ—W=z, 2b|<a<e, 
bei denen «a und c nicht beide gerade sind und (a, b, c) nicht ge- 
zählt wird, falls b 0 und zugleich a — 2/5] oder a — € ist. 

Auf weitem Umwege babe ich aber jetzt z. B. über die An- 
zahl derjenigen jener Gitterpunkte (unter Weglassang der soeben 
charakterisierten), für welche n — ac —} = 1 oder 2 oder 3 oder 
5 oder 6 (mod. 8) ist, im Fehlerglied Oz? * ‘) gefanden Der 
Rest von ac—b modulo 8 hängt aber nur von dem Rest der 


1)1,S. 318 Die, im übrigen nicht cinwandireie, Untersachang vez Herre 
Pfeiffer über Klassenrahleummen (vergl seine in der Kinleitung erwäbnte 
Arbeit) kommt bis ++ 6, nicht Ÿ + 2. 
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Zahlen a, b,c modulo 8 ab. Ich habe also — wie die folgende 
Abzählung zeigen wird — für 240 dieser 8 — 384 denkbaren 


Gitter, bei denen unabhängig a, b, c die Restklassensysteme mo- 
dulo 8 durchlaufen, und a und c nicht beide gerade sind, Olxt *° 
im Fehlerglied gefunden : 
b = 0 (mod. 2), ac = 1 (mod. 4). Anzahl: 4. 8 = 32 
b = 1 (mod. 2), ac = 2 (mod. 4). Anzahl: 4.16 A | 
b = 0 (mod. 2), ac = 2 (mod. 4). Anzahl: 4.16 
b = 1 (mod.2), ac = 3 (mod. 4). Anzahl: 4. 
b = 0 (mod. 4), ac = 3 (mod. 8). Anzahl: 2 
n = 8 (mod. 8) entsteht | b = 2 (mod. 4), ac = 7 (mod.8). Anzahl: 2, 
b = 1 (mod. 2), ac = 4 (mod.8). Anzahl: 4 


= 1 (mod. 4) entsteht aus | 


n = 2 (mod. 4) entsteht aus | 
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Begründung der elementaren Strahlungstheorie. 


Von 


David Hilbert in Gôttingen. 


Vorgelegt am 22. August 1912. 


Die Theorie der linearen Integralgleichangen hat, wie bekannt, 
in der Analysis, der Geometrie und in der Mechanik die mannig- 
faltigste Anwendung gefunden und zu einer Reiïhe neuer und tief- 
liegender Ergebnisse auf diesen mathematischen Wissensgebieten 
geführt'). In dieser Mitteilang beabsichtige ich, die Bedeutung 
dieses wichtigen mathematischen Hülfsmittels für die theoretische 
Physik zu erôrtern. 

In einer Abhandlung , Begründung der kinetischen Gastheorie“ ?) 
habe ich mittelst der Theorie der linearen Integralgleichungen ge- 
zeigt, wie auf Grund der Maxwell-Boltzmannschen Fundamental- 
formel — der sogenannten StoBformel — ein systematischer Aufbau 
der kinetischen Gastheorie môglich wird, derart daB es nur einer 
konsequenten Durchführung der durch die Methode vorgeschrie- 
benen mathematischen Operationen bedarf, um den Beweis des 
zweiten Wärmesatzes, den Boltzmannschen Ausdruck für die En- 
tropie des Gases, die Bewegungsgleichungen mit Berücksichtigang- 
der inneren Reïbung und der Wärmeleitung, sowie die Theorie 
‘der Diffusion mebrerer Gase zu erhalten. Zugleich gewinnen wir 
bei der weiteren Entwickelung der Theorie die genauen Bedin- 
gungen, unter denen der Satz von der Gleichverteilung der Energie 
auf die intramolekularen Parameter gültig ist, sowie einen neuen 


1) Vgl. D. Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Inte- 
gralgleichungen. Leipzig und Berlin 1912. 
2) 1. c. Kap. XXII, sowie Math. Ann. 1912. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1912. Heft 7. 52 
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Satz über die Bewegung der Gase mit zusammengesetzten Mole- 
külen, welcher aussagt, daB die Kontinuitätsgleichung der Hydro- 
dynamik allemal in einem weit allgemeineren Sinne wie gewôhnlich 
besteht, nämlich auch dann noch, wenn wir die Kontinuitätsglei- 
chung s0 ansetzen, als ob im Gase in jedem Augenblick nur die- 
jenigen Moleküle vorhanden wären, deren intramolekulare Parameter 
sämtlich die nämlichen bestimmten Werte haben bez. in bestimmten 
Wertintervallen liegen. 

Indessen gibt es ein anderes physikalisches Wissensgebiet, 
dessen Prinzipien von mathematischer Seite noch garnicht unter- 
sucht worden sind und zu dessen Begründung, wie ich neuerdings 
gefunden habe, eben jenes mathematische Hülfsmittel der Integral- 
gleichungen notwendig ist — ich meine die elementare Strah- 
lungstheorie and verstehe hierunter denjenigen phaenomenolo- 
gischen Teil der Strahlungstheorie, der unmittelbar auf den Be- 
griffen der Emission und Absorption beruht und in den Kirchhoff- 
schen Sätzen über das Verhältnis zwischen Emission und Absorption 
gipfelt. 

Die folgenden Ausführungen haben zunächst das Ziel, aus den 
elementaren wobldefinierten Begriffen der. Emission und der Ab- 
sorption die Kirchhoffschen Sätze theoretisch zu beweisen; dieses 
Ziel kann ohne Heranziehung der Integralgleichungen nicht er- 
reicht werden: in der Tat stellen sich die bisher vorliegenden Be- 
weisversuche für die Kirchhoffschen Sätze als ungenügend heraus. 

Der xy:-Raum sei kontinuierlich mit Materie erfüllt, die 
überall ruhe und die gleiche konstante Temperatur besitze, so daf 
auch die Wärme sich nirgends bewege. Der Austausch von Energie 
finde lediglich durch Strablung statt, die wir uns überall von 
gleicher konstanter Schwingungszahl denken wollen. Die physi- 
kalische Beschaffenheit der Materie ist dann an jeder Stelle zyz 
in strahlungstheoretischer Hinsicht durch folgende drei Koeff- 
zienten charakterisiert: 

1. Geschwindigkeit des Lichtes als Funktion des Ortes zyz: 


qg = g(xyz). 
Durch diese Funktion allein sind bereits die môglichen Lichtwege 
oder Strahlen, längs deren der Energietransport stattfindet, mathe- 
matisch vollständig bestimmt: nämlich als die Minimalkurven des 
Variationsproblems 


pr 
— = m 


Yi 
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wo 
ds — \Vdzr' + dy" + dei 


das Bogenelement des Strahles und x,y,2,, æys irgend zwei Punkte 
im Raume bedeuten. Denken wir uns nun durch den Punkt EAU À 
sämtliche Strahlen konstruiert und auf jedem derselben vom Punkte 
9,4 aus derart eine Strecke abgemessen, daB das Integral 


TYE ds 
q 


YA 


allemal den gleichen Wert erhält, so ist einem Satze von GauB 
zufolge der Ort der Endpunkte eine Fläche, die sämtliche von 
4, Y,2, ausgehenden Strahlen orthogonal schneidet. Nunmehr kon- 
struieren wir längst eines jener Strahlen, etwa des von LAURE 
nach xyz gehenden Strahles, einen 
Kegel mit der Spitze in x,y,2 
und der kleinen räumlichen 
Winkelôfnung dy;  derselbe 
môge aus jener Orthogonalfläche 
ein Flächenstück von dem Inhalte 
dé ausschneiden: der Wert, dem x,2, 


sich der Quotient do : dy in der Figur 1. 
Grenze nähert, wenn jener Kegel sich auf den Verbindungsstrahl 
von %,7,2, und xyz selbst zusammenzieht, môge kurz mit _ 
bezeichnet werden; _ ist offenbar eine Funktion von x,,y,,4,; 
4,7, Es werde noch 

L._ 1de 
(1) q (xyz) dy TE Sy; æye) 


gesetzt. Diese Funktion S der beiden Punkte x, y, #, und æy+ be- 
sitzt eine unter besonderen Voraussetzungen aus der Optik her 
bekannte, aber auch allgemein bereits erôrterte Eigenschaft!), die 
ich kurz folgendermañen ausspreche : 

Syrimetriesatz. Die Funktion S ist symmetrisch in Bezug auf 
die beiden Punkte x, y, +, und xyz. 

Ist q überall konstant, etwa — 1, so sind die Strahlen sämtlich 
gerade Linien und die Funktion S wird nichts anderes als das 
Quadrat der Entfernung der beiden Punkte x, y, z, und æye. 


1) Vel. Straubel, Phys. Zeitschr. IV (1903) S. 114. . 
b2* 
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2. Der Emissionskoeffizient als Funktion des Ortes 
n —= n(xye). 


Durch denselben drückt sich die Energie aus, welche an irgend 
einer Stelle xyz erzeugt und von dort aus gleichmäBig nach allen 
Richtungen hin und fortdauernd ausgestrahlt wird, und zwar ist 
die während der Zeit dé im Volumenelement 


do = dx dy dz 
erzeugte und von dort in dem räumlichen Winkel dy ausgestrahlte 
Energie gleich 


(2) 24 n dt dv dy. 


3. Absorptionskoeffizient « als Funktion des Ortes xyz 
u — a(xye). 
Durch denselben drückt sich die Schwächung aus, welche die 
Energie beim Transport längs des Strahles erfährt, und zwar er- 


leidet die Energiemenge Æ während des Transportes längs des 
Kurvenelementes ds die Abnahme 


(3) dE = «Eds; 
so daB aus der Energiemenge E,, wenn sie von dem Punkte x,y, 4, 


längs des Strahles nach dem Punkte xyz wandert, bei Ankunft in 
xyz stets die kleinere Energiemenge 


Tyz | 
— 1 À a ds 
he | 
oder 
(4) EE Bref 
geworden ist, wo zur Abkürzung 
A pi ad | 
Yi À 
bedeutet. 


Die Koeffizienten q, », « seien durchweg positiv. 

Die wichtigste Frage, die nun entsteht, ist die nach der Môg- 
lichkeit des thermischen Gleichgewichtes bezw. nach den Bedin- 
gungen, die etwa zwischen den drei Koeffizienten 9Q, 7, « nôtig sind, 
damit thermisches Gleichgewicht statthat. 

Um diese Frage zu entscheiden, berechnen wir zunächst die 
gesamte Energiedichte, die bei unseren Annahmen infolge der 
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Emission und Absorption der Materie an irgend einer Stelle xyz 
besteht. Die während der Zeit dt bei x,y,z, aus dem Volumen- 
element 

dr, = dx, dy, dz, 


im räumlichen Winkel dy emittierte Energiemenge ist nach (2) 
1 
Ar (}] (æ, CA 2,) dt de, dy; 


mit Rücksicht auf die Absorption kommt hiervon wegen (4) nur 
die Energiemenge 


1 LA 
Ye (&, Y, 2) dt dr, dy e 


in der Umgebung des Punktes zy: an. Diese Energiemenge, da 
sie während dt den Weg ds — qdt zurücklegt, erfüllt hier am 
. Punkte xy2 ein rechtwinkliges Parallelepiped vom Inhalte 


de.gdt; 
qdt 
Qu 
XYZ 
KZ, 
Figur 2. 


daher ergibt sich für die Dichte der vom Volumenelement dv, 
emittierten Energie im Punkte +yz 


1 A 
4x 7 (&, VA 2,) di dr, dy € 
dé.q dt 


und dies ist ein Ausdruck von der Form 
4dr,, 

wo Æ die Bedeutung hat: 
dy 


1 — À 
4 = as uartl (72) € 


oder bei Einfübrung der Funktion S nach (1) 
— 4 
ne) € 


here gengn 
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gesetzt ist. Die gesuchte Gesamtdichte w der Strahlungsenergie 
im Punkte zyz ergibt sich hiernach durch Integration über z,,y,,2,, 
wie folgt: 

(6) u = | 4 dv 

d. b. FAP 


1 Les 
(6) Lis me J/J<- (2, y, 2,) dx, dy, z,; 


das dreifache Integral rechter Hand ist hier über den ganzen mit 
Materie erfüllten Raum zu erstrecken, der überdies teilweise noch 
mebrfach überdeckt zu nehmen ist — entsprechend dem Umstande, 
da die von dem Punkte xyz ausgehenden Strahlen sich im allge- 
meinen jenseits ibrer zu xyz konjugierten Punkte d.hb. der ihnen 
gemeinsämen Enveloppe schneiden und mithin die Energie vom 
Punkte x,y,z, auf mehreren verschiedenen Wegen nach zyz hin 
gelangt: in dem eïnfachen Raume sind eben S und À im all- 
gemeinen nicht als eindeutige Funktionen von zyz und x, y, z, an- 
zusehen. 

Die fundamentale Bedeutung der Formel (6) wird erhellen, 
wenn wir nunmehr die Bedingung des thermischen Gleichgewichtes 
einführen. Zu dem Zwecke bedenken wir, da die während der 
Zeit dt aus dem Volumenelement dv emittierte Energie 


(?) n dt do 


einen Wärmeverlust für das Volumenelement dv ausmacht, der, 
wenn thermisches Gleichgewicht bestehen soll, gerade durch den- 
jenigen Wärmegewinn ausgeglichen werden muB, der durch die 
wäbhrend ‘dt in dv absorbierte Energie insgesamt hervorgerufen 
wird. Um letztere Energie zu finden, benutzen wir das vorhin 
erhaltene Resultat, wonach derjenige Teil der Energiedichte im 
Puankte xyz, der von der Emission des Volumenelementes dv, her- 
rührt, den Wert Zdv, besitzt; diese von dv, herrührende Energie 
durchstrômt das Volumenelement dv in der durch den Verbindungs- 
strahl zwischen xyz und x, y, z, bezeichneten Richtung. Wäre nun 
das Volumenelement dv von der Gestalt eines rechtwinkligen Pa- 
rallelepipeds, dessen eine Kante parallel jener Richtung liege, so 
daB die Energie durch die eine rechteckige Seitenfläche des Pa- 
rallelepipeds eintritt und durch die gegenüberliegende Seitenfläche 
austritt, so kônnten wir diesen stationären Energieflu8 innerhalb 
des Parallelepipeds auch als Kreislauf für ein und dieselbe Energie- 
menge auffassen, indem wir uns denken, daB jedes Energieteilchen 
bei seiner Ankunft an der Austrittsstelle momentan wieder an 
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seine Eintrittsstelle versetzt wird. Da 7 dv, die Dichte der strô- 
menden Energie ist, so zirkuliert auf diese Weiïise innerhalb des 
Parallelepipeds die Energiemenge Z dv, du und da sie während der 
Zeit dt, den Weg 


ds — q dt 


zurücklegt, so wird nach der Definition (3) des Absorptionskoeffi- 
zienten während dt innerhalb dv die Energiemenge 


a. À dv, dv.qdt 


absorbiert. Hat das Volumenelement dv nicht die vorhin ange- 
nommene Gestalt, so kônnen wir dennoch dv: in lauter solche 
Parallelepipeds zerlegen, deren eine Kante parallel der Strahl- 
richtung läuft; die Anwendung des eben gefundenen Ausdruckes 
auf jedes dieser Parallelepipede und ïhre Summation läft dann 
.erkennen, daf der erhaltene Ausdruck für die absorbierte Energie 
allgemein gültig ist. Aus diesem Ergebnis finden wir die gesuchte 
während dé in dv absorbierte Gesamtenergie durch Integration 
und mit Rücksicht auf (5), wie folgt: 


ag dv dt [ 4 dv, = aqudv dt. 
Die Vergleichung mit (7) liefert 


7 = qau 
oder 


n 
ga”? 


und mithin erhalten wir aus (6) die gesuchte Bedingung für das 
thermische Gleichgewicht in der Gestalt : 


— À 
(4 ê 
(8) np J [nt ue) de, ay à, = 0. 


Diese in x, y,z identisch zu erfüllende Gleichung fordert eine Be- 
ziehung zwischen den drei physikalischen Koeffizienten q, 7, « und 
stellt, falls wir q und « als Funktion des Ortes gegeben ansehen, 
für n eine homogene lineare Integralgleichung zweiter Art dar, deren 
Kern 

fa à 


a ds 


24 
(9) K(xyz, x, y, 2) = = ua NEA") I 


eine stets positive Funktion der beiden Variabelntripel x,y,z und 


xyz 
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% Y, 2, ist, die überdies in Bezug auf letztere wegen des anfangs 
ausgesprochenen Symmetriesatzes symmetrisch ausfällt. Da ferner 
die Funktion S beim Zusammenrücken der beiden Punkte x, 9, £, 
und +yz wie das Quadrat ihrer Entfernung zu Null wird, so wird 
der Kern X alsdann nur von der zweiten Ordnung unendlich und 
dieser Umstand bewirkt — da es sich um eine Integralgleichung 
im dreidimensionalen Raume handelt —, daB die allgemeine Theorie 
der Integralgleichungen anwendbar ist. Weiterhin wird À nur 
dann unendlich, wenn x,7,z, und y: zwei konjugierte Punkte 
eines Strahles sind, da in diesem Fall S verschwindet. Auch diese 
Singularität des Kernes — derselbe wird hier von der ten Ordnung 
unendlich — bildet kein Hindernis für die Anwendung der allge- 
meinen Theorie der Integralgleichungen, wie späterhin durch eine 
genauere mathematische Untersuchung erhärtet werden soll. 

Wenn insbesondere unser System derart ist, daf nirgends auf 
einem Strahle zwei konjugierte Punkte vorkommen, so müge das- 
selbe als brennfrei bezeichnet werden. 

Nunmehr kommt alles darauf an, festzustellen, ob die soeben 
gefundene homogene orthogonale Integralgleichung (8) für 7 eine 
von Null verschiedene Lôsung besitzt. 

Wir nehmen an, daf unser System ganz im Endlichen liege 
und von Wänden eingeschlossen ist, die entweder schwarz sind 
oder spiegeln. Dabei ist eine Wand als schwarz definiert, wenn 
der Absorptionskoeffizient « bei der Annäherung an einen Pankt 
(x y z)* über alle Grenzen wächst und zwar derart, daf das Integral 


Max. y, ds 
auf jedem nach (xyz)* laufenden Strahle unendlich wird. Die 
Eigenschaft des Spiegelns kann analytisch dadurch zum Ausdruck 
gebracht werden, da q an der Wand unendlich wird. Doch soll 
im Folgenden einfach qg bis an die Wand heran endlich und für 
den Strahl die Gültigkeit des Reflexionsgesetzes angenommen 
werden. 
Setzen wir in der Integralgleichung (8) 


UT ra 
ein, so erhält dieselbe die Gestalt : 
es a (x, y, 2) | Æ 
paye) —-, [frere F(x,9,4) Ky(x, 7,2) dz, dy dz, 0 
oder, wenn wir — wie es fortan der Kürze halber stets geschehen 
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soll — die Argumente x, y, z, durch den unteren an den betreffenden 
Ausdrack zu setzenden Index 1 bezeichnen: 


1 &, 
(10) px Ji End 0 
Diese Integralgleichung besitzt nun die Lôsung g = 1. In der Tat 
wegen 
(11) de" ds, de, = ds, D das = 9 S ds, dy, 
wird : 


81 
—f œ: ds: 
Li 


fra = [fe ad 
di ô 


* wo das Integral für dy, über die Oberfläche der Einheitskugel und 
das Integral für ds, von s, — 0 längs des ganzen Strahles zu 


2 


Figur 3. 


erstrecken ist. Wenn nun ein Strahl auf der schwarzen Wand 
endigt, so wird unserer Festsetzung zufolge 


Jai ds, no, 


in jedem anderen Falle — wegen der Reflexion an der spiegelnden 
Wand — wird der Strahl unendlich lang; da aber « wegen un- 
serer Annahme als stetige überall positive Ortsfanktion gewiB 
nicht unter einen gewissen positiven Minimalwert herabsinken kann, 
so ist auch in diesem Falle das Integral 


fa, ds, = OO: 
0 
Wegen 


folgt mithin 
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_— ) à , ds: i 
sf AN s ds, = 1; 
Ù 
demnach erhält das obige Integral den Wert 4x und mithin ist 
in der Tat 


1 a, té 
(12) 1-5. fn Ke, ep 


Da somit 9 — konst. eine Lôsung von (10) ist, so befriedigt 
die Fuanktion 


(14 
1 #5 
die Integralgleichung (8); hierdurckr haben wir erkannt, daB in 


unserem Systeme ein thermischer Gleichgewichtszustand müglich ist, 
nämlich für 


Li 
(13) _— = konst. 
oder bei Einführung der Energiedichte «, wenn 
(14) g’u — konst. 
ist. 


Nachdem wir somit die Môglichkeit eines thermischen Gleich- 
gewichtszustandes erkannt haben, fragt es sich, ob das Bestehen 
dieser Gleichung (13) auch umgekehrt für das thermische Gleich- 
gewicht notwendig ist d.h. ob die Integralgleichung (8) keine 
andere Lôsung aufer 


oder daf die Integralgleichung (10) nur die eine Lôsung g = konst. 
zuläft. Dieser Nachweis gelingt nun in der Tat; zu dem Zwecke 
machen wir zunächst die Annahme, daB unser System brennfrei 
und die sämtlichen umschliefenden Wände schwarz seien. Ver- 
môge (12) läft sich die Integralgleichung (10) in die Form bringen:!) 


(15) a EG pe, = 0; 


1) Die folgende SchluBweise ist derjenigen nachgebildet, die zur Untersu- 
chung der analogen Frage für die Integralgleichung der Gastheorie dient ; sie ist, 
wie letztere, mir zuerst von Herrn Dr. E. Hecke angegeben worden. 


ET 
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hieraus erhalten wir durch Multiplikation mit 9 und Integration 
über x, y, z die Gleichung 


[JS Ev@-pavas, = 0 


und, indem wir x,y,z bezw. mit 4,7, 2, gegenseitig vertauschen: 
- [ES ÆoG- pd de, = 0. 
Durch Addition beider Gleichungen ergibt sich 


JT 5 KG: - 9) dv dr, = 0 


und folglich ist notwendigerweise 


; n—p—=0 
d. h. 


(16) p —= konst.; 
damit ist der Kirchhoffsche Satz, wie er in den Formeln (13) und 
(14) seinen Ausdruck findet, bewiesen. 

Wenn die Materie nicht von schwarzen, sondern von lauter 
spiegelnden Wänden eingeschlossen ist, so läBt sich selbst wenn 
das System nicht brennfrei ist, der Nachweis für die Notwendig- 
keit von (16) sehr einfach auf folgende Art führen. Es nehme 
die Funktion q im Punkte xyz ihren kleinsten Wert y an; da die 
Konstante eine Lüsung von (10) ist, so wird auch die nirgends 
negative Funktion 
eine Lüsung dieser Integralgleichung (10); dieselbe sagt für den 
Puankt xyz aus, dal 


FEV de, = 0 
1 


sein mu; daher ist durchweg : 
Ÿ = 0, d.h. p = y. 

Diese SchluBweise behält ihre Kraft, auch wenn der Punkt 
xyz auf die spiegelnde Wand fällt, da für einen solchen Punkt 
die Integralgleichung (10) gültig bleibt, wenn man rechts zum 
Integral den Faktor 2 hinzusetzt, 

Im allgemeinen Fall, wenn das System nicht brennfrei ist und 
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teils von schwarzen, teils von spiegelnden Wänden umschlossen 
wird, liegt, wie schon vorhin angedeutet worden ist, eine mathe- 
matische Schwierigkeit in der Bedeutung der vorkommenden Inte- 
grale, da dann der von der Materie ausgefüllte Raum R durch 
die von xyz ausgehenden sich mehrfach treffenden Strahlen mehr- 
fach überdeckt wird und die Integration für x,,y,,2, über den 80 
entstehenden mehrfach überdeckten Raum X zu erstrecken ist. 

Es bezeichne f irgend eine stetige Funktion von xyz und 
4,Y,2,, die schon im einfachen Raume R eindeutig ist; dann wollen 
wir zeigen, daB das Integral 


(17) 4 : K f d, 


einen Sinn hat und daB dasselbe als Grenzwert eines über den 

einfach bedeckten Raum R zu erstreckenden Integrales dargestellt 

werden kann; dabei ist durch die — fortan stets zu benutzende 

— Bezeichnung dô, angedeutet worden, daB die Integration für 

Li Yy 2, über den mehrfach bedeckten Raum À zu erstrecken ist. 
Vermôge (11) erhalten wir für (17) die Darstellung 


— [a de, 
ag fxra= [fue ° ra, 
3 0 


die wir zugleich als die Definition des Integrales (17) aufzufassen 
haben ; sie zeigt, daB dieses Integral einen endlichen bestimmten 
Wert besitzt. Andererseits: wenn / eine positive endliche Zahl 
bedeutet, dann gilt wiederum vermôge (11) die Formel 


8 
o, nr "2 
(19) [ <xr = [fs fas, du, 
1 
0 


wobei durch das Zeïichen (!) links über dem Integral angedeutet 
wird, daB die Integration für x, 7,2, nunmehr nur über denjenigen 
Teil des mehrfach überdeckten Raumes R erstreckt werden soll, 
dessen Punkte x, y, z, mit dem festen Punkte xyz durch Strahlen 
von einer Länge =} verbunden sind. Unter der Voraussetzung, 
daf q eine analytische Ortsfunktion ist, und die spiegelnden Wände 
ebenfalls durch analytische Funktionen dargestellt werden, läft 
sich zeigen, da$ es auf einem Strahle durch xyz der endlichen Länge 
1 nur eine endliche Anzahl zu jenem Punkte konjugierter Punkte 
gibt — entsprechend der bekannten Tatsache, daB die Eigenwerte 
eines Systems von linearen Differentialgleichangen ohne singulären 
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Stellen sich im Endlichen nicht häufen. Demnach gibt es auch 
nur eine endliche Anzahl analytischer Flächenstücke, auf denen 
S verschwindet und die für den Integrationsbereich des Integrals 
linker Hand in (19) in Betracht kommen. Infolge dessen läBt sich 
dieses Integral auch in der Gestalt 


[Gp 


darstellen, wo das Integral lediglich über den einfachen Raum R 
zu erstrecken ist und der Ausdruck 


(D) 

ZX 
die endliche Summe derjenigen Werte des Kerns X bedeutet, die 
den sämtlichen von xyz nach x,y, +, hinführenden Strahlen von 


einer Länge =} entsprechen. 


Diese Summe erweist sich als eine Funktion von x,y,2:; x,,y,,2, 
die bei festgehaltenen Werten von xyz auch im einfachen Raume 
ER der Variabeln x,,y,,z, eindeutig ist und nur auf einer endlichen 
Anzabl analytischer Flächen unendlich wird; sie ist überdies in 
bezug auf x,7,2 und x,,y,,z, symmetrisch. Aus (18) und (19) 
folgt 


LA - 
HAE, = NET 


Multiplizieren wir diese Formel mit ra und integrieren dann nach 


æyz, und zwar lediglich über den einfachen Raum ÆÀ, so entsteht 
die Gleichung 


[Je | = [JE i(S K)f dede, 


hierbei ist die Integration rechter Hand für die Variabeln x,y,z; 
&,; Y\,2, über den einfachen sechsdimensionalen Raum (2, R,) zu 
erstrecken und die unter dem Integral rechter Hand stehende 
Samme ist für jeden endlichen Wert von ! nach den obigen Aus- 
führungen eine eindeutige Funktion in diesem Raume, die nur auf 
einer endlichen Anzahl fünfdimensionaler analytischer Räume un- 
endlich wird. 

Die gleiche Schlufweise führt uns andererseits zu der Formel 


ÎJ “hf ddr, — im fe (S Æ)f dd, 
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wo dù linker Hand anzeigt, daB die Integration für xyz über den 
mehrfach überdeckten Raum À zu estrecken ist. Der Vergleich 
der beiden zuletzt erhaltenen Formeln führt uns schlieflich zu dér 
Gleichung : 


j À . Kf do 45, = Î 4 . Kfdrde. 


Nehmen wir insbesondere 


Ê = (y, —#) 


. 80 haben wir 


(20) [ [ 2. Ko(p,—9)dvd5, = À [ + Kog(o,—9)d5 dv, 


Nunmebr sind wir imstande, den gewiünschten Nachweis rasch 
zu Ende zu führen. Ist y eine der Gleichung 


1 a, À sue 
p—7x J Eos, =0 


genügende Funktion, so ziehen wir hieraus und aus 


1 JS Käÿ, = Ô 
wie vorhin in dem einfachsten Falle die Folgerung 
(21) j 
und wegen (20) ist LE auch 
JJ£Æ 1 Ko(p, —p)d5 dv, = 0. 


Vertauschen wir Ne dde æyz bez. mit &,y,z,, so ent- 
steht die Gleichung 


C2) JE En E- para, = 0 
Durch Addition der EE Gleichungen (21) und (22) ergibt sich 


RÉ CRLLER 
und folglich ist 


— p) du do, = 0 


PORT 
d. h. 
p = keust. 
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Damit haben wir den Beweis für den folgenden Satz vollständig 
erbracht : 

Wenn irgend ein Raum durch Wände, die teils schwarz teils 
spiegelnd sein sollen, abgeschlossen ist und die darin befindliche Ma- 
terie sich in ruhendem Zustande und thermischem Gleichgewicht be- 
findet, so ist an jeder Stelle 

g'u — T7, 
und diese Grüfje hat notwendigerweise einen vom Orte d. h. von der 
physilalischen Beschaffenheit der Materie und von der Umgebung der 
Stelle unabhängigen Wert; derselbe ist also eine universelle Funktion 
der Temperatur und der Schwingungszahl. 

Dieser Satz erscheint hier als eine tiefliegende mathematische 
Wahrheït, deren Inhalt durch das physikalische Experiment ge- 


* fanden und auf Grund physikalischer Kombinationen vorausgesagt 


worden ist, dessen Beweis aber erst mittelst der Theorie der In- 
tegralgleichungen môglich wird. Er ist der wichtigste der Kirch- 
hoffschen Sätze; die übrigen Kirchhoffschen Sätze sind unmittel- 
bare Folgerungen. 

Wir wollen zunächst die Energie berechnen, die während der 
Zeit dt durch das Flächenelement df innerhalb des räumlichen 
Elementarkegels dy, hindurchstrômt, wenn dessen Mittellinie Z 
mit der Normale von df den Winkel 8 einschlieBt. Zu dem Zwecke 
konstruieren wir denjenigen Elementarzylinder, der df und ein zu 
df paralleles Flächenelement zu Grundflächen hat und durch ge- 
rade Linien von der Länge qdt und von der Richtung der Mittel- 
linie L erzeugt wird; das Volumen dieses Elementarzylinders ist 


(23) dv = df .cos ÿ g dt. 


Die gesuchte Energie erhalten wir dann gleich derjenigen Energie, 
die sich in diesem Elementarzylinder befindet und denselben inner- 
halb des räumlichen Winkels dy, durchstrômt. Letztere Energie 
ist aber zufolge unserer früheren Darlegungen gleich dem Aus- 
drucke 


(24) [a de,)às,. dv, 
0 
worin 
1 dy  —A 
fon zq do 


zu nehmen ist. Da nach dem Symmetriesatze 
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1 de _ 1 da, 
gd dy di dy 


ist, so haben wir auch 


1 du», ,—4 

_ x do, mé } 

| 

und da nach dem Kirchhoffschen Satze 
äm - TA f 

a, (2 | 

ist, so wird auch 
"a 

PUR 

7 4xga do, ie 4 


Unter Benutzung dieses Wertes für Z wird der Ausdruck (24) 
gleich 


@ eg n 
rh J ae lds,-do = dde 
oder wegen (23) gleich 
Te cos 9 dt df y, 
d. h. die Helligkeit H der Strahlung ist 
Re. rm TS 
a "nt 7° 


damit ist auch der bekannte Zusammenhang zwischen der Helligkeit 
und der Energiedichie der Sirahlung bewiesen worden. 

Ebenso folgt nunmehr leicht der von M. Planck formulierte 
Satz, wonach derjenige Teil der von einem Volumenelement emit- 
tierten Energie, welcher in einem andern Volumenelement absorbiert 
wird, stets gleich demjenigen Teil der von letzterem emittierten 
Energie ist, der im ersteren Volumenelement absorbiert wird. 

Wir haben bisher stets die Koeffizienten q, 7,« als stetig ver- 
änderlich mit dem Orte angenommen, während gerade in den Ex- 
perimenten am häufgsten die sprungweise Aenderung dieser Koef- 
fizienten beim Durchgang durch die Grenzflächen von Kôrpern mit 
physikalisch verschiedener Beschaffenheit vorkommt: doch läft 
sich diese sprungweise Unstetigkeit der Koeffizienten nachträglich 
leicht durch eine Limesbetrachtung erledigen, so daf die aufge- 
stellten Sätze sämtlich ihre Gültigkeit bewabren. 

Unsere Theorie bezog sich auf den Ruhezustand der Materie 
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und das thermische Gleichgewicht. Lassen wir Bewegung der 
Materie oder der Wärme zu, so tritt im Allgemeinen auch eine 
Bewegung der Strahlung ein und die gewonnenen Kirchhoffschen 
Sätze bedürfen dann einer Modifikation. Im Vorstehenden sind 
die Prinzipien einer solchen ,Kinetik der Strahlung“ bereits mit 
enthalten: die Bewegung von Materie bez. die Wärmeleitung kommt 
nämlich im wesentlichen in der Art zur Geltung, als ob im Raume 
noch besonders Wärmequellen und Wärmesenken angebracht seien 
und an Stelle der homogenen linearen Integralgleichung (8) für 7 
tritt alsdann die inhomogene lineare Integralgleichung 


(25) nes [Amd = w, 


wobei w die Dichte der ôrtlichen Wärmezu- und abfuhr bezeichnet 
— in dem Sinne, daf w dt du die während dt dem Volumenelement 
. dv zugeführte Wärme ausdrückt. Da die homogene Integralglei- 
chung die einzige Lôsung 


œ 
= — konst. 
W/ g 


zuläBt, und wegen der oben festgestellten Eigenschaften des Kernes 
die allgemeine Theorie der Integralgleichungen anwendbar ist, so 
besitzt die inhomogene Integralgleichung (25) dann und nur dann 
eine Lüsung, wenn die sogenannte Orthogonalitätsbedingang 


[re do = 0 


erfüllt ist d. h. wenn die Gesamtzufuhr der Wärme Null beträgt. 
Hierin liegt die grundlegende Bedeutung des Kirchhoffschen Satzes 
für die Theorie der Bewegung der Strahlung und analog, wie in 
der Gastheorie die Theorie der Bewegung des Gases sich auf die 
inhomogene Integralgleichung, wie sie aus der Maxwell-Boltz- 
mannschen Stofformel entspringt, in konsequenter Weise aufbauen 
läBt, bildet die inhomogene Integralgleichung (25) dus Fundament für 
die Kinetil: der Strahlung. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasre. 1912. Heft 7. b3 


Die Methode der Bestimmung von p-T-Linien zur 
Feststellung von Zustandsdiagrammen. 


Von 
G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 6. Juli 1912. 


Für Temperaturgebiete, in denen es schwierig ist, dauernd 
eine konstante Temperatur herzustellen, also für die Temperatur- 
gebiete über 100° und unter 0°, wird man mit Vorteil an Stelle 
der Bestimmung!) der Gleichgewichtsdrucke bei konstanter Tem- 
peratur eine andere Methode zur Ausarbeitung von Zustands- 
diagrammen, die der p-T-Linien, benutzen. Diese Methode gründet 
sich auf die gleichzeitige Beobachtung von Druck und Temperatur 
während der Erwärmung des zu untersuchenden Stoffes. 

Betreffs der äuferen Bedingungen, denen der Stoff ausgesetzt 
wird, werden wir zwei Hauptfälle zu unterscheiden haben. Das 
eine Mal ist der Stoff von einer Hülle konstanten Volumens um- 
geben, das andere Mal von einer Hülle, der diese ideale Eigen- 
 schaft abgeht. In diesem Falle wird sich das Volumen des Stoffes 
bei Ânderung von p und T' ebenfalls ändern. 

Auf Grund der p-T-Linien kônnen, wie wir sehen werden, die 
Gleichgewichtskurven (Schmelzkurven und Umwandlungskurven) 
leicht konstruiert werden. Auch die Volumenänderungen Zv bei 
konstanter Temperatur und konstantem Druck bei der Zustands- 
änderung kônnen mit Hilfe dieser Kurven und der Kompressibilität 
des Stoffes abgeleitet werden, und aus Zv und der Richtung der 


1) Krystallisieren und Schmelzen S. 192. 


ne 


Æ- un 


f 
N 
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Gleichgewichtskurve () kônnen auch die Schmelzwärmen bei 


verschiedenen Drucken berechnet werden. 

Aber nicht nur bei der Untersuchung der Einstoffsysteme, 
sondern auch bei der von Zwei- und Mebrstoffsystemen werden 
die p-T-Kurven, ebenso wie die Abkühlangskurven von grund- 
legender Bedeutung werden. 


1. Die isometrischen Geraden und die Schmelzkurve. 


Es wurde früher') gezeigt, daB die Volumenflächen eines 
Krystalls und seiner Schmelze durch die beiden Gleichungen : 


1) (3, —V3,p=0)(R+IK+p) = 0,7 
und , 
2) (02,9 — t,p=0)(K+p) = QT 


dargestellt werden kônnen. 

Das Giltigkeitsgebiet der beiden Gleichungen umfaBt das Stück 
der p-T-Ebene, welches von der Schmelzkurve begrenzt wird, 
ausgenommen das Gebiet ganz tiefer Temperaturen. 

. Wenn %,9=0 >%%,p=e ist, S0 müssen, wie früher gezeigt 
wurde, die Volumenflächen des Krystalls und seiner Schmelze sich 
schneiden. Die Projektion dieser Schnittkurve auf die p-T-Ebene 
ist die neutrale Kurve. Ferner müssen, wenn die Volumen- 
gleichungen 1) und 2) gelten, die isometrischen Linien Gerade 


sein und ibre Richtungen (E à) und (2) sind durch die Kon- 


al aT 
stanten der Volumengleichungen bestimmt. 


Aus 1) und 2) folgen für die isometrischen Linien die Glei- 
chungen: 


x PT V8, p ten ja = konst. ‘ ARE #5) 
und 
2 a rl Ep ss à = konst. &" 
Für die isometrischen Linien kônnen auch die Gleichungen: 
b) = BIT BAT 0 
und 
6) Ps —= B,.T-—B,.T:p—0, 


1) Annalen der Physik Bd. 37 S.975 1912. 
53 * 
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in denen B, — (& 


HUB, Z (ee 


a a). argus bedeuten, 


}, — konst. 
geschrieben werden. 

Vergleicht man die Gleichungen 3) und 5) und die Gleichungen 
4) und 6), so erhält man: 


ie — ) = Bud L ) =D, 
Us,p — V8,p= ©/v3 — konst. U,p — V2,p= /v3 = konst. 

und 

8) B,. T3,p=0 — K+2K und B,. To,p=0 = iK. 


Mit Hilfe der beiden letzten Gleichungen künnen die iso- 
metrischen Geraden leicht konstruiert werden. Trägt man auf 
der über ihren Nullpunkt hinaus verlängerten p-Achse die Stücke 
K +4K und X von p = 0 ab, und kennzeichnet auf der 7-Achse 
die Temperaturen 75,,=0o und 72,0, bei denen die Volumen des 
Krystalls und seiner Schmelze den geforderten konstanten Wert 
Vs,p=0 Tesp. w,p=0 haben, so sind die durch zwei zugehôrige 
Punkte der verlängerten p-Achse und der T-Achse gelegte Gerade 
die gesuchten isometrischen Geraden. 

Man kann ferner zeigen, daf, wenn v, — v, gesetzt wird, die 
isometrische Linie des Krystalls flacher verläuft und die 7-Achse 
bei einer hôheren Temperatur schneidet als die isometrische Linie 
der Flüssigkeit. 

Verbindet man die Gleichungen 7) mit den Gleichungen 1) 
und 2), so erhält man: 


11) BE ie BR EE 
Für einem Punkt der neutralen Kurve müssen in diesen 
beiden Gleichungen die p- und T-Werte dieselben sein, da sich 
über den Punkten der neutralen Kurve die beiden Volumenflächen, 
und daher auch die beiden räumlichen, isometrischen Geraden 
schneiden. 
Dividiert man die beiden Gleichungen 11) in einander, s0 


ergibt sich: 


(ax) 
12) B, 1 dT Jr; ok K+4K+p 
B, dp, K+p 
Sr 


Wenn v, — v,, so ist bei gleicher Temperatursteigerung die 
Drucksteigerung im Krystall grôBer als in der Schmelze, voraus- 


TS TE 


die Methode der Bestimmung von p-T-Linien etc. 793 


gesetzt, da bei der Krystallisation eine Erhôhung des inneren 
Drucks erfolgt, daf also ZX einer positiven Wert hat. 

Verbindet man die Gleichungen 11) mit den Gleichungen 8), 
so erhält man 


T _ K+4K+p i‘ K HA 
10) nd DT Hs Ton LA 
Liegt der Zustandspunkt (», T) wieder auf der neutralen 
Kurve, so sind in den Gleichungen 13) die 7- und p-Werte 
identisch. 
Die Division der beiden Gleichungen ergibt: 


Ts,p=0o __ (K+p)(K+4Æ) K'+K4K.p+4K.p 
Ms 0  K(K+2K+ p)  K'+KZK+K.p 


Es werden also, wenn unter der Bedingung v, — v, die Be- 
ziehung K+4K > K zutrifft, die beiden folgenden Beziehungen : 


14) et 


dp, (ee 
15 Gr = ar), 
und 
16) Tape > Ti,p=0 


gelten müssen. 

Zu denselben Bezichungen gelangt man auf geometrischem 
Wege durch folgende Überlegungen. 

Die neutrale Kurve auf der p-T-Ebene ist die Projektion der 
Raum-Kurve, in der sich die Volumenflächen eines Krystalls und 
seiner Schmelze schneiden. Da auf der Raum-Kurve, in der sich 
die beiden Volumenflächen schneiden, sich nicht nur die Isothermen, 
sondern auch die Isobaren und Isometrischen der Volamen des 
Krystalls und seiner Schmelze schneiden, so müssen auch auf der 
Projektion der Raum-Kurve auf die p-T-Ebene, auf der neutralen 
Kurve, die Isothermen-, Isobaren-Paare und die Paare der iso- 
metrischen Geraden sich schneiden. 

Die Konstruktion der isometrischen Linien ist, wenn die Kon- 
stanten, X+JX und X, die neutrale Kurve, ed, und die Schmelz- 
kurve geh, gegeben sind, sehr einfach und in Fig. 1 für die 
konstanten Volumen, v', v” und v”, durchgeführt. Auf der nach 
negativen p hin verlängerten Druckachse sind von p = 0 die 
inneren Drucke: X = bc und K+4K = ac, aufgetragen. Die Iso- 
metrische des Krystalls, die durch den maximalen Schmelzpunkt e 
geht, erhält man durch geradlinige Verbindung der Punkte a und e 
und die der Schmelze, die ebenfalls durch den maximalen Schmelz- 
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punkt geht, durch Verbindung der Punkte b und e. Da im maxi- 
malen Schmelzpunkt die Schmelzung von keiner Volumenänderung 
begleitet wird, so tritt in diesem Punkte auch keine stärkere 


Figur 1. 


Druckänderung ein. Man ersieht ferner, da8 in Übereinstimmung 
mit den Gleichungen 16) und 17) die Isometrische des Krystalls 
flacher als die der Schmelze verläuft und die T-Achse bei einer 
hôheren Temperatur schneidet als die der Schmelze, weil der 
Pankt a von e weiter entfernt ist als der Punkt b von e. 

Denkt man sich die neutrale Kurve in das Zustandsfeld der 
Schmelze verlängert, so kann man dieselbe Konstruktion für Vo- 
lamen, die grôfier als das Volumen im maximalen Schmelzpunkt 
sind, ausführen. Diese Isometrischen bestehn aus drei Stücken, 
dem Stück ai für den Krystall, dem Stück #7 für die Schmelze, 
und dem sie verbindenden Stück der Schmelzkurve, ik, dessen 
Projektion auf die Druckachse die bei der Schmelzung bei kon- 
stantem Volumen entwickelte Sprengkraft angibt. 

Führt man die Konstruktion der Isometrischen für einen 
Punkt der neutralen Kurve, die in das Zustandsfeld des Krystalls 
fällt, aus, so erhält man die isometrische Linie, amno. Bei der 
Schmelzung nimmt nun nicht wie im Gebiete links von der neu- 
tralen Kurve der Druck zu sondern ab. 

Man ersieht, daB auf die Bestimmung der isometrischen Linien 
sich eine Methode zur Bestimmung der Koordinaten der Schmelz- 
kurve und insbesondere zur Bestimmung von p und T des maxi- 
malen Schmelzpunktes gründen läft, worauf im $ 4 zurück- 
gekommen werden wird. Auch zur Extrapolation der Koordinaten 
der neutralen Kurven würde sich die Bestimmung der Isometri- 
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schen für gleiche Volumen eines Krystalles und seiner Schmelze 
empfehlen. 

Fig. 1 stellt, wie wir sahen, die Beziehungen der isometrischen 
Geraden zu der Schmelzkurve dar für den Fall, daf während und 
nach der Schmelzung das konstante Volumen erhalten bleibt. Aufer 
diesem Diagramm kann noch ein zweites, Fig. 2, abgeleitet werden, 
in dem jedes Paar der isometrischen Geraden sich auf das Volumen 
des Krystalls und seiner Schmelze in einem Zustandspunkt der 


Fig. 2. 


Schmelzkurve bezieht. Die konstanten Volumen des Krystalls 
und seiner Schmelze sind dann um die Volumänderung beim 
Schmelzen, Zv, verschieden. Zur Konstruktion der isometrischen 
Geraden des Krystalls hat man den betreffenden Punkt der 
Schmelzkurve geradlinig mit dem Punkte a zu verbinden, und 
die Isometrische der Schmelze erhält man durch geradlinige Ver- 
bindung desselben Punktes der Schmelzkurve mit dem Punkte b. 


2. Die Ermittelung der Volumenänderung beim 
Schmelzen aus den isometrischen Linien. 


Aus der Volumenfläche kann man eine Beziehung zwischen 
den Bestimmungsstücken der Isometrischen und der Kompressi- 
bilität einerseits und der Volumenänderung beim Schmelzen anderer- 
seits ableiten. 

Fig. 3 stellt ein Stück der Volumenfläche dar, welches durch 
zwei der v-7-Ebene parallele Ebenen aus der Gesamt-Volumen- 
fläche herausgeschnitten ist. Die Linien, 4’ b”b'i und kc'"'c'g', sind 
also Isobaren, die Linien, b’g' und %/c”, Isothermen und die Linie 
a'b'c"d’ eine Isometrische, für die sich das Volumen auch beim 
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Schmelzen nicht ändert. Die Volumenfläche der Flüssigkeit, 
k'hc"b", und die des Krystalls, b'c'g'i, werden von der Fläche, 
b'b"'c"'c , in den Raum-Kurven, 6''c' und b'c’, geschnitten. Die 
Fläche ÿ b"c’"'c' entsteht durch Bewegung einer Geraden auf der 
Schmelzkurve bc, die während ihrer Bewegung immer parallel der 
are verläuft. Die Isometrische im »v,p, T-Raume, die Linie, 
a'b'c"d', hat auf den drei Flächen, &’b"c"'h, b"b'c'c" und b'c'g'a' 
in mr Punkten gleiche Werte des Volumens; ihre Projektion 
auf die p-T-Ebene ist die (y, T),-Linie, abcd. 


Fig. 8. 


Aus Fig. 8 ist zu ersehen, daB die Volumenänderung, c'c”, beim 
Schmelzen im Zustandspunkte, c — T,, p,, gleich ist der isothermen 
Volumenverkleinerung des Krystalls bei der Drucksteigerung von 
», auf p, (g'g—b'b) plus seiner VolumenvergrôBerung bei Erwär- 
mung unter dem Druck, p,, von T, auf T, (c'c—g'g). Es gilt also: 


c'e" = (c'e—g'g)+(g'g—0'd) 
oder 


d 
1) Ann = ne (TT) + EE (pp) 
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Da ferner gb = -vr+2f gc oder 
2) Pb, = dont SE (T,-T) 
ist, so erhält man durch Verbindung von 1) und 2) 


d, d, d 
8) Zonn = [pere e](L-T)+ 


ste 


* Apr, . 


Nimmt man in erster Annäherung an, daB die Schmelzkurve 
zwischen den Punkten 7», und 7,p, geradlinig verläuft 


aT 
5) — konst., 
so gilt, wie aus Fig. 3 ersichtlich, 
E) CURRENT en. 
 d} d 
ns darts En 
oder 
aT 
drap 
4) T, — jh = 14m (2T) 
aT \ dp | 


Eliminiert man aus 3) und 4) 7,—T;, so erhält man nach 
einer Umformung die Gleichung: 
ds Vs (Se T Fr.) dr,v, 


AT d d 
5) TEL LUE 
hope (GE) 


Multipliziert und dividiert nun die rechte Seite der Gleichung 
Bai cs dd PerttReRuEtedhe 


d,v, 
2 MT ssl 
drts etre 
dp 
so erhält man: 
1 (Se) 
7 aT \dp dr, v 
6 Av = — 4 ne 
) Pa Ta ne db, CA PT dp 
dT \dp 
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Für den Zustandspunkt p, T, ergibt sich die Volumenänderung 
beim Schmelzen 4v,,7, in ganz analoger Weise zu: 


1 Ps es 
aT \dp dr,t 
7 Ann = dus T2 
) re 1 Ps (es PR Gp 
aT \dp 


Man kann also die Volumenänderungen beim Schmelzen für 
die beiden Zustandspunkte p, T, und p, T, aus der isometrischen 
Linie ableiten, allerdings braucht man hierzu noch einen Wert, 
der aus der Isometrischen nicht zu ermitteln ist, nämlich die 
Kompressibilität des Stoffes für das Druckintervall p,—p, im 
flüssigen Zustande bei der Temperatur 7, oder im Krystall-Zu- 
stande für die Temperatur 7. 

Aus 6) und 7) ist ferner zu ersehen, daB beim Maximum der 
Schmelzkurve, in dem die Volumenänderungen beim Schmelzen, 
Lopyts UN mr, durch den Nullwert gebhn, die Druckänderungen 
Apr, und Zp7, ebenfalls durch den Nullwert gehn. Denn, wenn 
4v,,, — 0 wird, so muB nach der Clausius-Clapeyronschen Glei- 
chung auch (a) — 0 sein, und da ferner Fe und a beim 
Maximum der Schmelzkurve endliche Werte haben, und da das- 


selbe auch für die Werte und Le gilt, so müssen Zp,, und 


4pr, durch den Nullwert gebn. Es wird also auf der (p-T'),-Linie, 
welche durch den maximalen Schmelzpunkt geht, die durch das 
Schmelzen verursachte Druckänderung verschwinden, während die 
Richtungen der beiden Isometrischen sich von einander auch im 
maximalen Schmelzpunkt anterscheiden werden. 

An einem Modell der Volumenfläche ist direkt zu ersehn, daB 
mit wachsendem Druck die Stücke bc der (p, T),-Linien, Fig. 8, 
abnehmen und bei dem Druck des maximalen Schmelzpunktes ibr 
Vorzeichen wechseln. 


3. Die Ableitung der Volumenänderungen beim 
Schmelzen aus den p-T-Linien bei variabeln Volumen. 


Eine Temperatursteigerung in einem Stoff bei konstantem 
Volumen ist praktisch nicht ausführbar. Das Volumen des zu 
untersuchenden Stoffes wird, wenn er vollständig flüssig oder 


vollständig krystallisiert ist, wachsen, wenn seine (7) und 
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à = die der ihn umgebenden Kôrper, 
während für die Le r : Werte die umgekehrte Beziehung gilt; bei 
entgegengesetztem GrüBenverhältnis jener Werte wird das Volumen 
des zu untersuchenden Stoffes abnehmen. Wenn die in Fig. 4 
gezeichnete p-T-Linie sich nicht auf eine Temperatursteigerung 
bei konstantem Volumen bezieht, so werden die Linien ab und cd 
in der Regel nicht mit den Isometrischen des zu untersuchenden 
Stofftes zusammenfallen. 


Ferner wird der Eintritt der Schmelzung, auch wenn der 
Stoff nur geringe Mengen von Beimengungen enthält, auf der p-T- 
Linie nicht als scharfer Knick erscheinen, denn durch die geringste 
Beimengung wird die Temperatur des Beginns der Schmelzung 
sehr merklich erniedrigt werden, nämlich, wenn die Bildung von 
Mischkrystallen nicht stattfindet, bis zu den binären, respektive 
ternären eutektischen Punkten der Hauptbeimengungen. Je mehr 
aber geschmolzen ist, um so mehr wird sich die p-T-Linie in ihrem 
Teile bc der Schmelzkurve ec sich nähern Fig. 4, da mit zuneh- 
mender Menge der Schmelze die Konzentration der Beimengungen 
abnimmt und damit auch ihr Einflu8 auf die Schmelztemperatur. 
Wenn hinreichend langsam erwärmt wird, so wird der Punkt c 
des Endes der Schmelzung auf die Schmelzkurve fallen. Ist beiden 
Bedingungen, hinreichender chemischer Homogenität und hinreichend 
langsamer Erwärmung genügt, so wird die p-T-Linie durch afcd 
dargestellt werden, das Mittelstück fc dieser Linie fällt dann 
praktisch mit der Schmelzkurve zusammen. 

Aus der p, T-Linie kann man die Drucksteigerung bei kon- 
stanter Temperatur, 4p,, welche durch die Schmelzung verursacht 
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wird, ableiten, indem man das Stück ab geradlinig verlängert und 
durch den Punkt c eine Parallele zur p-Achse legt. Der Abstand 
des Schnittpunktes e vom Punkte c ist gleich Zp,, der Druck- 
steigerung während der Schmelzung bei konstanter Temperatur. 

Die der Drucksteigerung Zp, entsprechende Volumenänderung 
Av, bei der Temperatur des Endes der Schmelzung Te kann ex- 
perimentell ermittelt werden. Hierzu hat man nach Festlegung 
der p-T-Linie das Gefäf mit dem Stoff in den Zustandspunkt, 
Pa T, zu bringen und mit einem Zylinder, in dem durch einen 
dicht schlieBfenden Kolben der Druck um den Betrag Zp, erhôht 
werden kann, zu verbinden. 


Beträgt die Kolbenverschiebung pro 1 kg Druckerhôhung + 
und ist g der Querschnitt des Kolbens, so ist: 


45 
1) Av; = die ni 

Dieses Av, unterscheidet sich wesentlich von der thermody- 
namisch wichtigen Volumenänderung, Zv,, ,;, bei konstantem Druck 
und bei konstanter Temperatur. 

Die Beziebung zwischen Z,, und Æv, ergibt sich durch fol- 
gende Uberlegung. Die Drucksteigerung Zp, würde hervorgebracht 
werden, wenn sich das Volumen des Stoffes bei der konstanten 
Temperatur T, um 4v, ändern würde; während dieser Volumen- 
änderang steigt aber der Druck um Zp,, und zwar entsprechend 
der Volumenverkleinerung der Schmelze bei der Drucksteige- 


rung Jp.  Bezeichnet ue die isotherme Volumenverkleinerung 


der Schmelze für die Drucksteigerung dp, s0 gilt: 
2) AU,,r = A1, — 4p, — 


Nach Division durch das vorhandene (ewicht des Stoffes 
erhält man Zv,, für die Gewichtseinheit. 


4. Die Bestimmung der Koordinaten des maximalen 
Schmelzpunktes bei variabeln Volumen. 


Auf die Bestimmung von p-7-Linien bei variablen Volumen 
des zu untersuchenden Stoffes läft sich eine Methode zur Verfol- 
gung der Schmelzkurve auch in der Nähe ihres Maxmimums 
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gründen. Da in diesem Druckgebiet die Methode der Bestimmung 
des Gleichgewichtsdruckes bei konstanter Temperatur auf Grund 
der Beobachtung von durch Volumenänderungen hervorgerufenen 
Druckänderungen versagt, so wird in diesem Gebiet die Methode 
der p-T-Linien von besonderem® Nutzen werden. 


In Fig. 5 sind ein Teil der Schmelzkurve ab und drei p-1- 
Linien für einen chemisch homogenen Stoff, der so langsam er- 
wärmt wurde, daf praktisch in allen seinen Teilen immer die 
Temperatur der Umgebung bestand, dargestellt. 

Im maximalen Schmelzpunkt beim Druck p,, geht 4p,, wie 
aus der Gleichung 2 des $ 3 folgt, durch den Nullwert, da Apr 
in diesem Punkt durch den Nullwert geht. Bei Drucken, die 
kleiner sind als p., ist Zp, positiv, weil Av,,r positiv ist, und bei 
Drucken, die grôBer sind als p,, ist Jp, negativ, weil AV,,r NEGA- 
tiv ist. Stellt man also Jp, oder 4v, in Abhängigkeit vom Druck 
dar, so kann man den Druck p,,, bei dem 4p, — 40,1 = Ô wird, 
leicht ermitteln. Die Volumenänderung beim Schmelzen 4, 
nimmt bekanntlich mit steigendem Druck auf der Schmelzkurve 
ab, hierbei kônnen die Werte Zv, und Zp, bei kleinen Drucken 
mit dem Druck zuerst wachsen, ein Maximum erreichen, um dann 
bei », durch den Nullwert zu gehn. Die Kurve cd gibt für die 
4y,;-Werte eine in der Tat vorkommende Ânderung mit dem Druck 
an. Die Art der Abhängigkeit von Zp, und Zv, vom Druck wird 
As d,v, d,v 
0 PL ee und a be- 
stimmt, sie ist also nicht leicht zu übersehen, wichtig ist hier 
nur, da8 die Zp,-Werte beim Druck »,, durch den Nullwert 
gehen. 


durch die Druckabhängigkeit von 
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Zur Bestimmung des Teiles der Schmelzkurve in der Nähe 
des maximalen Schmelzpunktes kôünnte man auch mittels eines in 
den zu untersuchenden Stoff eingeführten Thermoelementes Er- 
hitzungs- eventuell auch Abkühlungskurven bei fast konstantem 
Druck aufnehmen. Beobachtet mæn gleichzeitig den Druck, die 
Temperatur und die Zeit, so erhält man drei Arten von Linien, 
die p-T-Linien, die p-Zeit- und die T-Zeit-Linien. Da in der 
Nähe des maximalen Schmelzpunktes sich die Schmelzwärme nicht 
merklich mit dem Druck ändern kann, so werden die Haltepunkte 
auf den Temperatur-Zeit-Linien bei der Erhitzung mit Stücken 
der Schmelzkurve zusammenfallen. Man wird also auf Grund 
solcher Beobachtungen in Stand gesetzt, die Koordinaten der 
Schmelzkurve in der Nähe ihres Maximums zu bestimmen. 

Dieses Verfahren kann auch auf Mebrstoffsysteme angewandt 
werden, man kann es aber auch durch das Verfahren der Be- 
stimmung der p-T-Linien ersetzen, bei dem man die Schwierigkeit 
der Einführung des Thermoelementes in das zu untersuchende 
Gemisch vermeidet, und sich auf die Beobachtung des Druckes 
im Stoff und der Badtemperatur beschränkt. Die so erhaltenen 
p-T-Linien sind den Temperatur-Zeit-Linien, den Abkühlungs- 
kurven, ganz analog, und man hätte die p-T-Linien bei Konstruk- 
tion des Zustandsmodells ganz ähnlich wie die Abkühlungskurven 
bei der Ausführung der thermischen Analyse zu behandeln. Der 
Zeitdauer der Haltepunkte der Abkühlungskurven, würden die 
4y,;-Werte der p-T-Linien entsprechen. 
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Über die 
Singularitätenfreiheit der Modulmannigfaltigkeit. 


Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Vorgelegt in der Sitzung am 22. Juni 1912 durch Herrn D. Hilbert. 


In den Klein-Poincaré’schen Kontinuitätsbeweisen der 
Klein’schen Fundamentaltheoreme spielt eine wichtige Rolle 
die Eigenschaft, daf bei Zugrundelegung des Riemann'’schen 
Klassenbegriffs die nach irgend einem Modell kanonisch zer- 
schnittenen bzw. die unzerschnittenen Riemannschen Flächen vom 
Greschlechte p eine stetige Mannigfaltigkeit bilden, welche in der 
Umgebung von jedem ihrer Punkte ohne Ausnahme durch 
6p —6 reelle Parameter eineindeutig und stetig darstellbar ist. 
Obwohl nun die Anwendung dieser Eigenschaft, wie ich in einem 
auf der Naturforscherversammlung in Karlsruhe gehaltenen Vor- 
trage, sowie in einem am 13. Januar 1912 in der Gôtt. Gres. der 
Wiss. vorgelegten Briefe an R. Fricke gezeigt habe, bei dem 
Kontinuitätsbeweise umgangen werden kann, so môchte ich anderer- 
seits hervorheben, da wenigstens für die nach irgend einem Modell 
kanonisch zerschnittenen Riemannschen Flächen die Nichtexistenz 
von Singularitäten in einfacher Weise direkt') hergeleitet werden 
kann und zwar wieder auf Grund des Hurwitz’schen Theorems, 
daf eine birationale Transformation einer Riemannschen Fläche 
in sich unmôglich ïhre Differentiale erster Gattung invariant 
lassen kann?) 


1) d. h. unabhängig von den Fundamentaltheoremen, welche den betreffenden 
Satz natürlich auch als Folge nach sich ziehen. 
2) Mathem. Ann. 41, S. 428. 
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Um dies darzutun, betrachten wir die Menge w der kanonisch 
zerschnittenen, über die Ebene ausgebreiteten, hôchstens "-blätt- 
rigen Riemannschen Flächen vom Geschlechte p (m = 2p—2), wo- 
bei wir solche Flächen, welche sich nur um additive und multi- 
plikative Konstanten unterscheiden, als identisch betrachten. Diese 
Menge y besteht aus einer die nur einfache, im Endlichen gelegene 
Verzweigungspunkte aufweisenden "”-blättrigen Flächen!) ent- 
haltenden Menge M, welche zu jedem ihrer Elemente eine durch 
4m + 4p — 8 reelle Parameter darstellbare Umgebung besitzt, und 
einer Menge y, welche von einem Teile der Grenzelemente von M 
gebildet wird. Für hinreichend groBes m existiert dann zu jedem 
Elemente von y ein zur selben Riemann’schen Klasse gehôriges 
Element von M, soda wir nur zu zeigen haben, daf in der Um- 
gebung eines willkürlichen Elementes von M die Klassen der 
kanonisch zerschnittenen Flächen vom Geschlechte » eineindeutig 
und stetig durch 6p —6 reelle Parameter darstellbar sind. 

Sei f, eine willkürliche zu M gehôrige Riemannsche Fläche 
und f,, fs, fs, -.. eine gegen f, konvergierende Folge von zu M 
gehôürigen Riemannschen Flächen. Es existiert dann nach Ritter?) 
eine Folge von algebraischen Kurven ,(x, y) = 0, y, (x, y) = 0, 
p,(x, y) = 0,..., welche der Reihe nach zu f,, f,, f,, ... gehüren 
und gegen eine einzige, zu f, gehôrige algebraische Limeskurve 
Puw(X, ÿ) — O0 konvergieren. Von diesen Kurven dürfen wir an- 
nehmen, daB sie alle denselben Grad 2» besitzen und nur mebr- 
fache Punkte mit getrennten Tangenten aufweisen, da die un- 
endlich fernen Punkte der X- und der Y-Axe für sie alle als 
n-fache Punkte auftreten, daB die im Endlichen gelegenen mebr- 
fachen Punkte von ç,(x, y) — O0 mit Ausnahme eines einzigen 
n-fachen Punktes P gewôhnliche Doppelpunkte D, sind und daf 
von den im Endlichen gelegenen mehrfachen Punkten der 
y, (x, y) = O0 gegen jeden Punkt D, je ein gewühnlicher Doppel- 
punkt und gegen P der Rest konvergiert. 

Zu o,,(x, y) = 0 bzw. zu jeder Kurve w,(x, y) = O0 betrachten 
wir nun die Menge o,, bzw. op, der hôchstens # Pole aufweisenden 
rationalen Funktionen von æ und y; diese Funktionen setzen sich 
(abgesehen von der additiven Konstante) linear und homogen zu- 
sammen aus #—p Elementarfunktionen, in welche die m Pole 
(z', y), (æ”, y), ..., (a, y) algebraisch als Parameter ein- 


1) Die Blätter und die Verzweigungspunkte dieser Flächen denken wir der 
kanonischen Anordnung im Sinne von Lüroth-Clebsch entsprechend numeriert. 
2) Mathem. Ann. 46, S. 227. 
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gehen, während die zu den ç, gehôrigen Elementarfunktionen gegen 
die zu @, gehôrigen Elementarfunktionen konvergieren. Die Systeme 
von Verzweigungspunkten F, bzw. F, der von o, bzw. von den o, 
in # bestimmten Flächen bilden somit (4m — 2p — 2)-dimensionale, 
von 2m—p—1 komplexen Parametern abhängende algebraische 
Gebilde. Die F, konvergieren gegen F,, und zwar gleichmäBig, 
denn die Konvergenz besteht für jede Wahl der gegen f, konver- 
gierenden Folge f,, f,, f,,... 

_Sei & eine bestimmte, beliebig klein zu wählende GrôBe und 
g ein solches Wertegebiet der 2m—p—1 komplexen Parameter, 
daB das entsprechende Teilgebiet *, von F, in M enthalten ist, 
sich regulär verhält und nur unterhalb & liegende, Schwankungen 
der Differentialquotienten erster Ordnung in bezug auf die Para- 
meter aufweist. Alsdann existiert in A eine solche Umgebung B 
von /,, daf für jede zu B gehôürige Fläche f, das dem Parameter- 


* gebiete y entsprechende Teilgebiet , von F, in M enthalten ist, 


sich regulär verhält und nur unterbalb 2s liegende Schwankungen 
der Differentialquotienten erster Ordnung in bezug auf die Para- 
meter aufweist, während %, mit f, stetig variüiert und für f, in 
hk, übergeht. Wenn wir unter den k, je zwei miteinander zu- 
sammenhängende als identisch betrachten, so kann die Menge der 
h, auf ein (4m+4p—8)— (4m —2p —2) — (6p —6)-dimensionales 
Gebiet eineindeutig und stetig abgebildet werden. 

Wir behaupten weiter, da je zwei dieser h, verschiedenen 
Gebilden F, angehôren müssen. Im entgegengesetzten Falle würde 
nämlich eine solche gegen F, konvergierende Folge £,, F,,... exi- 
stieren, deren jedes Ff, wenigstens zwei der h,, welche wir mit 2, 
und x, bezeichnen wollen, enthielte. Sei p, eine zu k, gehôürige 
Fläche, p, bzw. p} eine zu k, bzw. k, gehôrige Fläche, welche für 
unbegrenzt wachsendes » gegen p, konvergiert, so kann die 2, 
und p, verbindende birationale Transformation für unbegrenzt 
wachsendes » nicht unbegrenzt klein werden, sodaf sie gegen eine 
birationale Transformation von p, in sich konvergieren. 
muB. Dies hiefe aber, daB die kanonisch zerschnittene Fläche p, 
eme das Schnittsystem in ein äquivalentes Schnittsystem über- 
führende birationale Transformation in sich zulieBe, was gegen 
das oben zitierte Hurwitz’sche Theorem verstofen würde. 

Hieraus folgt unmittelbar, daB die Menge der F, sich ein- 
eindeutig und stetig auf ein (6p—6)-dimensionales Gebiet 
abbilden läft, soda$ die Klassenmenge der kanonisch zerschnittenen 
Riemannschen Flächen vom Geschlechte p in der Umgebung von 
fws mithin wegen der vwillkürlichen Wahl von f, in der 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Ieft 7. b4 
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Umgebung von jedem ihrer Punkte sich wie eine sin- 
gularitätenfreie (6p—6)-dimensionale Mannigfaltig- 
keit verhält. 

Der vorstehende Beweis gilt für die nach irgend einem dem 
allgemeinen Klein'’schen Fundamentaltheorem entsprechenden 
Modell kanonisch zerschnittenen, nicht aber für die unzer- 
schnittenen Riemannschen Flächen. In der Tat läft er die 
Frage unentschieden, ob in der Klassenmenge der unzerschnittenen 
Flächen die Klassen der regulären Flächen nicht eine im Sinne 
der Analysis Situs singuläre Rolle spielen. 


Amsterdam, 12. Juni 1912. 


Zur Theorie des Polymorphismus. 
Von 
G. Tammann. 


(Mit 11 Figuren im Text.) 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Oktober 1912. 


Die Thermodynamik läft für die gegenseitigen Beziehungen 
der f-Flächen polymorpher Formen ein und desselben Stoffes, wie 
gezeigt wurde!), zwei verschiedene Füälle zu: 

1. Die £-Flächen zweier Formen schneiden sich nicht bei 
Drucken und Temperaturen, für die die Formen realisierbar sind. 

2. Die £-Flächen zweier Formen schneiden sich in einer räum- 
lichen Kurve, deren Projektion auf die p-T-Ebene ihre Umwand- 
longskurve ist. 

Die Erfabrung hat nun gelehrt, da8 in Wirklichkeit diese 
beiden Fälle vorkommen, denn wir kennen einerseits eine Reiïhe 
von Formen, von denen je zwei eine Umwandlungskurve besitzen, 
andererseits sind aber auch Formen ein und desselben Stoffes 
bekannt, die in den bisher untersuchten Teilen der p-7-Ebene mit 
einander nicht ins Gleichgewicht kommen, welche also die}Reïhen- 
folge ihrer Stabilitäten behalten, auch wenn man den Druck und 
die Temperatur erheblich ändert. 

Diese Erfahrung wird durch einen zweiten Erfahrungssatz 
wesentlich ergänzt. Es hat sich herausgestellt, da aus normalen 
Flüssigkeiten nur solche Formen krystallisieren, für die man keine 
Umwandlungskurven finden kann, während für die Formen aus 
assoziierten Flüssigkeiten, wenn auch nicht immer, so doch häufig, 
Umwandlungskurven gefunden sind. 


1) Gôttinger Nachrichten 1911, S. 395. 
b4* 
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Ausgehend von den beiden thermodynamisch müglichen Fällen, 
da die Differenzen der £-Werte zweier Formen ihr Vorzeichen 
bei Anderungen des Drucks und der Temperatur behalten oder 
wechseln kôünnen, klassifizieren wir die polymorphen Formen in 
Gruppen, indem wir die Formen eines Stoffes, deren £-Differenzen 
ibr Vorzeichen nicht ändern, zu einer thermodynamischen Krystall- 
gruppe vereinigen. 

Man kann dann jene Erfahrungssätze kurz dahin formulieren, 
daf aus normalen Flüssigkeiten immer nur die Glieder einer 
thermodynamischen Krystallgruppe sich bilden, während aus asso- 
züerten Flüssigkeiten die Glieder von zwei und mehr thermody- 
namischen Gruppen krystallisieren kônnen. 

Atomistisch wurde dieses Resultat dahin gedeutet, da die 
Formen einer normalen Flüssigkeit immer aus derselben Molekülart 
aufgebaut sind, die in verschiedenen Formen verschiedene Raum- 
gitter besetzt, während die Glieder verschiedener Formengruppen 
assoziierter Flüssigkeiten verschiedene Molekülarten enthalten. 

O. Lehmann unterschied zwischen enantiotropen Formen, die 
reversibel sich in einander umwandeln kônnen und monotropen 
Formen, bei denen die Umwandlungsfähigkeit eine einseitige ist. 
Schaum ‘) und Ostwald?) haben gleichzeitig darauf hingewiesen, 
daf sich die Dampfdruckkurven enantiotroper Formen unterhalb 
ihrer Schmelzpunkte, dagegen die monotroper Formen wahrschein- 
lich oberhalb ihrer Schmelzpunkte schneiden, und da zwei Formen, 
welche bei kleinen Drucken monotrop sind, bei hüheren enantio- 
trop werden kôünnen. 

Diese ältere Theorie des Polymorphismus konstatiert also 
keinen wesentlichen Unterschied zwischen den verschiedenen Formen 
und kommt deshalb mit einer erweiterten Erfahrung in Konflikt. 

Vor Kurzem ist die ältere Theorie durch A. Smits*), der 
die ÂAnderungen der Molekularkonzentration bei der Bildung und 
Umwandlung von Krystallen diskutierte, ausgebaut worden. 

Im Folgenden wird die Ânderung der Molekularkonzentration 
bei der Bildung und Umwandlung von Krystallen auf Grund 
früher geäufBerter Ideen‘) untersucht werden; die ältere und 
neuere Theorie führen hier zum Teil zu verschiedenen Resultaten. 


1) Liebigs Ann. 300, S. 215, 1897. 

2) Zeitschr. f. phys. Chem. 22, S. 313, 1897. 
3) Zeitschr. f. phys. Chem. 76, S. 421, 1911. 
4) Zeitschr. f. Elektrochemie 16, S. 716, 1910. 
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Dann werden die Kennzeichen der Zugehôrigkeit einer Reihe von 
Formen zu einer thermodynamischen Gruppe eingehender und 
besonders von praktischen Gesichtspunkten aus besprochen und 
zusammengestellt worden. à 


A. Die Anderungen der Molekularkonzentration bei der 
Bildung und Umwandlung von Krystallen. 


1. Konzentrationsänderungen beim Auftreten eines 
Umwandlungspunktes (Enantiotropie). 


Wir denken uns eine assoziierte Flüssigkeit, die aus zwei 
Molekülarten À und B besteht, die Zusammensetzung x der Flüssig- 


. keïtsgemische aus À und B wird auf der z-Achse aufgetragen, 


Fig. 1. Hätte man Flüssigkeiten, die nur aus der Molekülart À 


oder nur aus der Molekülart B bestehen, so würden ihre Gleich-. 
gewichtstemperaturen mit Krystallen gleicher Zusammensetzung 
bei a respektive D auf den {‘-Achsen liegen. Die Kurven des 
Beginns der Krystallisation we und bc der Mischungen von 4 und 7? 
würden sich im eutektischen Punkt c schneiden, bei dessen Tem- 
peratur die Mischungslücke sich von e bis & erstrecken mag. Die 
realisierbare, natürliche Flüssigkeit wird, wenn beim Übergange 
von À in B Wärme frei wird, mit steigender Temperatur A-reicher 
werden, wenn aber bei der Umwandlung von A in B Wärme 
gebunden wird, so wird mit steigender Temperatur die Mischung 
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B-reicher werden. Die Linie KX1 gibt die Anderung der Zu- 
sammensetzung der natürlichen Flüssigkeit mit der Temperatur 
an. Der Schnittpunkt der Linie X! mit der Kurve des Beginns 
der Krystallisation gibt die Gleichgewichtstemperatur der Schmelze 
t und des Mischkrystalls ». Wenn sich bei Wärmeentziehung 
während der Abscheidung von », die Molekularzusammensetzungen 
1 und » sehr schnell wieder herstellen, so wird die Folge hiervon 
sein, da die Flüssigkeit bei konstanter Temperatur vollständig 
krystallisiert, sich also ungeachtet der Zusammensetzung eines 
Zweiïstoffsystems wie ein Einstoffsystem verhält. Kühlt man den 
erhaltenen Mischkrystall weiter ab, so kônnen zwei Fälle ein- 
treten, die Linie »”9, welche die Zusammensetzung des Mischkry- 
stalls bei verschiedenen Temperaturen angibt, kann die Sätti- 
gungslinie, df, der Mischkrystalle schneiden oder nicht schneiden. 
Wenn die Linie der Zusammensetzung der Mischkrystalle mp die 
Sättigungslinie df auch in den x-7-Schnitten für andere Drucke 
nicht schneidet, so wird der betreffende Mischkrystall bei allen 
Drucken und Temperaturen stabil sein Wenn aber die Linie 
mp die Linie df schneidet, so werden die Mischkrystalle unter- 
halb der Temperatur des Schnittpunktes n übersättigt werden, 
und deshalb kôünnen sie bei der Temperatur des Punktes n in zwei 
verschiedene Mischkrystalle, den Mischkrystall #7 und den Misch- 
krystall o, zerfallen. Wenn sich die innere Zusammensetzung der 
beiden Mischkrystalle x und o mit grofier Geschwindigkeit in 
jedem Moment, nachdem sie durch Ausscheïidung von o aus # bei 
Wärmeentziehung gestôrt worden ist, wiederherstellt, indem die 
Molekülart À sich in B umwandelt, so würde die Umwandlung 
des Mischkrystalls » in den Mischkrystall o bei der Temperatur 
des Beginns der Umwandlung vollständig werden künnen. 

Vollzieht sich aber die Umwandlung der beiden Krystallarten 
in einem Temperaturintervall, wie bei tieferen Temperaturen auf 
der Umwandlungskurve des Phenols'), so ist nicht nur auf eine 
geringere Umwandlungsgeschwindigkeit der beiden Molekülarten, 
sondern vielleicht auch auf die Beteiligung von Mischkrystallen 
an der Umwandlung zu schlieBen. 

Bei allen anderen Fällen kann man sich auf Grund von Um- 
wandlungsgeschwindigkeiten allein zur Zeit weder für noch gegen 
die Müglichkeit, daB sich auch aus assoziierter Flüssigkeit Kry- 
stalle bilden, die aus einer einzigen Molekülart aufgebaut sind, 
entscheiden. 


1) Zeitscbr. f. phys. Chem. 75, $. 75, 1911 und Krystallisieren und Schmelzen 
8. 109. 
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Die reversible Umwandlung eines aus einer assoziierten 
Flüssigkeit gebildeten Krystalls ist nach A. Smits') die Folge 
einer Entmischung, und man kônnte von diesem Standpunkte aus 
schlieBen, daf, wenn die Umwandlung eintritt, zum wenigsten die 
bei hôheren Temperaturen stabile Krystallart ein Mischkrystall 
ist. Dieser Schlaf ist aber nicht zulässig, denn man hat nicht 
zu vergessen, daB der die Umwandlung führende Vorgang nicht 
die Entmischung, sondern der Vorgang der Einordnung in ein 
anderes Raumgitter ist. Daher ist theoretisch auch sehr wohl 
der Fall denkbar, daB die Begleiterscheinung der Umwandlung, 
die Entmischung oder das Sichschneiden der Linien df und mp, 
seinen Sinn verliert, wenn nämlich die Linie df mit der Axe At 
zusammenfällt, wenn der Krystall also nur aus einer Molekülart 
aufgebaut ist. 


2. Konzentrationsänderungen bei der Krystallisation 
der Glieder einer Krystallgruppe (Monotropie). 


Das Schmelzdiagramm selbst, Fig. 2, kann in diesem Falle 
dem der Fig. 1 ganz äbnlich sein. Denn nicht durch die Ver- 
schiedenheiït der beiden Schmelzdiagramme, über die man ja auch 


Fig. 2. 


nichts aussagen kann, unterscheiden sich die beiden Füälle, sondern 
dadurch, da im ersten Falle nur eine Krystallart, im zweiten 


1 TN CUS 
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zwei Krystallarten aus der realisierbaren Flüssigkeit krystalli- 
sieren. Der Krystallisation zweier Krystallarten À und 4’ müssen 
aber zwei Schmelzkurven entsprechen, die der stabileren Kry- 
stallart ac und die der instabileren Krystallart a’c'. Die Kon- 
zentration der gesättigten Mischkrystalle d und d' werden sich 
von einander unterscheiden und die Linien df und d'f', welche die 
Zusammensetzung der gesättigten Mischkrystalle der 4- und 4'- 
Reihe angeben, werden einen verschiedenen Verlauf haben. 

Wenn die Linie X!, welche die Zusammensetzung der reali- 
sierbaren Flüssigkeit angibt, die Schmelzkurve von À im Punkte 
l schneidet, so krystallisieren die Mischkrystalle m. Die Kry- 
stallisation wird bei der Temperatur ihres Beginns zu Ende ver- 
laufen, wenn B sich mit bhinreichender Geschwindigkeit in À 
umwandelt. Die Zusammensetzung des Mischkrystalls » môge 
sich bei seiner Abkühlung auf der Linie m”p, ändern. Aufer dem 
stabilsten Mischkrystall »m der A-Reihe kônnen sich aus diesen 
Flüssigkeitsgemischen noch andere krystallographisch und ther- 
misch unterschiedene weniger stabile Mischkrystalle der 4'-Reihe 
bilden, hierzu ist vor allem eine Unterkühlung der Schmelz ! 
notwendig. Wird bei sinkender Temperatur der Punkt 0, erreicht, 
so scheidet sich der Mischkrystall » der instabilen 4'-Reihe aus, 
und schlieflich wird bei Wärmeentziehung die Schmelze 0, bei 
konstanter Temperatur als instabilere Form von der Zusammen- 
setzung, n, krystallisieren. 

Die Verschiedenheit der beiden Mischkrystalle » und » ist 
aber weniger durch ïihre verschiedene Molekularzusammensetzung 
als durch die Veérschiedenheit ihrer Raumgitter bedingt, denn es 
künnen die Punkte # und n auch bei derselben Konzentration x 
liegen. 

Wenn aus der betreffenden Flüssigkeit nur eine einzige Mole- 
külart bei der Krystallisation sich ausscheidet, so bleibt die Môg- 
Jichkeïit, daB dieselbe Molekülart verschiedene Raumgitter besetzen 
kann, bestehen, und damit auch die Môglichkeit der Bildung ver- 
schiedener Formen. 

Die Frage, ob die Formen einer Krystallgruppe sich betreffs 
ihrer inneren Zusammensetzung merklich von einander unter- 
scheiden, kônnte man auf Grund von Bestimmungen ihrer Druck- 
festigkeit, ihres FlieBdruckes oder ihrer Härte entscheiden. Nach 
Kurnakow') wachsen nämlich diese Eigenschaften in einer Reïihe 


1) Zeitschr. f. anorg. Chem. 60, S. 26, 1908. 
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von Mischkrystallen bei Zusatz von B zu À. Wenn also diese 
Eigenschaften in einer Reïhe von Formen derselben Gruppe mit 
Abnahme der Stabilität bei derselben Temperatur wachsen sollten, 
so hätte man allen Grund diese Formen als Mischkrystalle an- 
zusprechen. Nun wissen wir aber, daB die Volumen der Formen 
einer Gruppe mit abnehmender Stabilität zunehmen, und dürfen 
daraus wohl schliefen, daB der innere Druck der Formen mit ab- 
nehmender Stabilität abnehmen wird. Daher ist es auch wabr- 
scheinlich, daB der FlieBdruck und die Härte mit abnehmender 
Stabilität abnehmen werden. Es ist also nicht wahrscheinlich, 
daB sich die Formen einer Gruppe allgemein wie Mischkrystalle 
mit wachsendem Gehalt der einen Komponente verhalten werden. 

Nach der älteren Theorie des Polymorphismus (A. Smits L c. 
Fig. 2a $. 424) krystallisieren zwei Krystalle derselben Gruppe 
(Monotropie) aus ihren Schmelzen als 4- und B-reiche Mischkry- 


* stalle, Ihrer Molekularzusammensetzung nach sind sie also von 


einander ebenso verschieden, wie zwei Krystalle verschiedener 
Gruppen (Enantiotropie). Die ältere Theorie steht also dem Er- 
fahrungssatze, daf aus normalen Flüssigkeiten sich nur die ein- 
ander ähnlichen Glieder einer Gruppe bilden, fremd gegenüber, 
indem sie einen Grund für diese Erfahrung nicht angeben kann. 
Auch das Auftreten von 3 und mehr monotropen Formen dürfte, 
wenn wir À. Smits folgen würden, Schwierigkeiten bereiten, denn 
man würde dann zum Schluf kommen, daB 2 Formen hauptsäch- 
lich aus einer und eine aus einer anderen Molekülart bestehen, 
obwohl sie, ihren Eigenschaften nach zu urteilen, aus ein und 
derselben Molekülart bestehen. Noch schwieriger würden sich die 
Verhältnisse bei der Behandlung je zweier Formen zweier Gruppen 
gestalten. Auch die Tatsache, daf die Schmelzpunkte der Formen 
einer Gruppe häufig wenig verschieden sind, ist vom Standpunkte 
A. Smits nicht ohne Zwang zu verstehn. 


8. Die Kystallisation verschiedener Krystallsruppen 
aus assoziierten Flüssigkeiten bei Anderung des 
Drucks. 


In den Figg. 3 und 4 sind für zwei assoziierte Stofte, be- 
stehend aus den Molekülarten À und Z verschiedenen spezifischen 
Volumens die x-p-1-Diagramme gezeichnet. Für die beiden Dia- 
gramme gelten folgende gemeinsame Annahmen: 

1. Die beiden nicht realisierbaren Flüssigkeiten, welche nur 
aus je einer Molekülart bestehen, krystallisieren unter Volumen- 
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kontraktion, in Folge dessen würden ihre Schmelzkurven mit 
wachsendem Druck zu hôüherer Temperaturen ansteigen. 

2. Aus den Mischungen der beiden Molekülarten bilden sich 
Krystalle, die nur aus einer einzigen Molekülart bestehen. Man 
kônnte auch diese Vereinfachung fallen lassen, und die Bildung 
von Mischkrystallen annehmen. Dadurch würde im wesentlichen 
nichts geändert werden, nur das Diagramm selbst würde etwas 
unübersichtlicher werden. 


Fig. 3. 


3. Die Umwandlungswärme der beiden Molekülarten À und 
B in einander môge verschwindend klein sein. Durch diese An- 
nabme wird das innere Gleichgewicht von der Temperatur unab- 
bängig und dadurch die Beziehung der Kurve innerer Zusammen- 
setzung zur realen Schmelzkurve besonders einfach. 

Beide Diagramme unterscheiden sich betreffs folgender An- 
nahme. Für Fig. 83 ist die Annahme gemacht, daB sowohl ein 
Zusatz von B zu der mit den Krystallen À im Gleichgewicht 
befindlichen Flüssigkeit die Gleichgewichtstemperatur erniedrigt 
als auch ein Zusatz von À zur Flüssigkeit mit den Krystallen 
von B. Für Fig. 4 ist aber die Annahme gemacht, da ein Zu- 
satz von D sowohl die Gleichgewichtstemperaturen der Schmelzen 
mit den Krystallen aus À als auch mit den aus B erniedrigt. 
Die Fläche, aûf der sich die Krystalle einer dritten Molekülart 


zur Theorie des Polymorphismus. 815 


C ausscheiden, und die mit wachsendem Gehalt an B zu tieferen 
Temperaturen fällt, und die Fläche eeefff in der Kurve fff schnei- 
det, ist vorgelassen, um durch sie nicht die Fläche eeefff zum 
Teil zu verdecken. In diesem Falle würden bei Temperatursteige- 
rung die Krystalle B sich in den Schmelzen, die A-reicher sind 
als die durch die Linie e'e'e’ dargestellten, in 4-Krystalle mit 
oder ohne Beteiligung der Schmelzen bei den Temperaturen der 
Kurve eee umwandeln. 


EX 


Fig. 4. 
Die Gleichgewichtstemperaturen der realisierbaren Mischungen 


werden für die Krystallart, welche aus den Molekülen À besteht, 
auf die Fläche dddeee und für die Krystallart, welche aus den 


- Molekülen B besteht, auf der Fläche fffece liegen. Beide Flächen 


schneiden sich in der Kurve eee, deren Projektion auf die æ-p-Ebene 
die Kurve e'e'c' ist. 

Die Zusammensetzungen der realisierbaren flüssigen Mischungen 
werden durch die Kurve a'b'c' in der x+-p-Ebene dargestellt. Diese 
Kurve muB immer in der Weise verlaufen, daB die Konzentration 
der Molekülart grôBeren Volumens mit steigendem Druck abnimmt. 
Um nun die Schmelzkurve der realisierbaren Flüssigkeitsgemische 
zu finden, hat man aut der Linie a'b'c', wenn unserer Annahme 


gemäf die Umwandlungswärme von À in B gleich Null ist, Senk- 
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rechte zur x+-p-Ebene zu errichten. Wenn aber die Umwandlungs- 
wärme einen merklichen Wert hat, so hat man in den z-7-Ebenen 
Linien zu ziehn, welche die innere Zusammensetzung in Abhängig- 
keit von der Temperatur darstellen. Die Schnittpunkte der Senk- 
rechten oder dieser Linien mit den beiden Flächen dddeee und 
fffeee geben den Verlauf der Schmelzkurven ab und be im xpt-Dia- 
gramm. Der Punkt à ist der Tripelpunkt, indem die Flüssigkeit 
mit den beiden Krystallarten À und Z im Gleichgewicht ist, 
dieser Punkt berührt die Zylinderfläche d'fuu, welche im æpt-Dia- 
gramm die Umwandlungskurve darstellt. Wenn im Punkte b mit 
der Flüssigkeit zwei Krystallarten, die nur aus einer Molekülart 
A respektive B aufgebaut sind, sich im Gleichgewicht befinden, 
so verlaufen die Kurven d'u und fu in den p-t-Ebenen, wenn aber 
die beiden Krystalle Mischkrystalle der Molekülarten À und B, 
respektive B und À sind, so verlaufen sie als Grenzen der Zylin- 
derebene im æpt-Raum, die Projektionen der Kurven d'u und fu 
auf die x-p-Ebene geben dann die Kurven innerer Zusammen- 
setzung der beiden Mischkrystalle. 

Projiziert man die räumlichen Kurven «b, bc und die Zylinder- 
fläche d'fuu auf die p-t-Ebene, so erhält man die Gleichgewichts- 
kurven im p-t-Diagramm. 

Die notwendige Bedingung für das Auftreten von 2 Âsten 
der Schmelzkurve und damit auch einer Umwandlungskurve ist 
das Sichschneiden der Kurve e’e'e’ und der Kurve innerer Zu- 
sammensetzung der Flüssigkeit a'b'c' in der x-p-Ebene. Schneiden 
kônnen sich diese beiden Kurven bei Drucken und Temperaturen 
des ersten oder zweiten Quadranten der Schmelzkurve, und wenn 
die Wärmetônung bei der Umwandlung der Molekülarten À und B 
erheblich ist, erst in dem dritten oder vierten Quadranten. 

Die Schmelzkurven der instabileren Formen derselben Gruppe 
müssen in ihren ersten beiden Quadranten bei tieferen Tempera- 
turen als die der stabileren Formen verlaufen, und dürfen sich 
unter einander nicht schneiden') Entsprechend dieser Regel hat 
man sich in den beiden Diagrammen Fig. 3 und 4 unterhalb den 
Flächen dddece und eefff zwei zu diesen fast parallele Flächen, 
die sich in einer der Kurve ce analogen Kurve schneiden, zu 
denken. Projiziert man die Kurve innerer Zusammensetzung der 
realisierbaren Flüssigkeit a'b'c' auf diese beiden Flächen, so erhält 
man die Schmelzkurven der beiden instabilen Formen, welche in 
anderen Raumgittern als die stabileren beiden Formen von den 


1) Gôttinger Nachrichten 1911, S. 329, 


| 
| 
| 
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Molekülarten À und B aufgebaut werden. Den Schnittpunkt der 
beiden Schmelzkurven der instabileren Formen berührt wieder 
eine Zylinderfläche, deren Projektion auf die p-t-Ebene die Um- 
wandlungskurve der beiden instabileren Formen ist. 

Das Diagramm Fig. 3 wird an das des Wassers und das Dia- 
gramm Fig. 4 an das des Phenols erinnern. 

Wenn die Projektion der Curve innerer Zusammensetzung 
schon bei kleinem Druck auf die Fläche des Beginns der Kry- 
stallisation der Molekülart mit kleinerem Volumen fällt, so wird 
die betreffende assoziierte Flüssigkeit nur in einer Formgruppe 
krystallisieren. Wenn also eine Flüssigkeit schon bei kleinen 
Drucken wenig Moleküle grôBeren Volumens enthält, und diese 
sich bei kleinen Drucken nicht krystallbildend betätigen, so ist 
das Auftreten einer neuen Krystallgruppe bei hüheren Drucken 
unmôüglich. Wenn aber eine Flüssigkeit arm an Molekülen klei- 


* neren Volumens ist, so kann sehr wohl bei hüheren Drucken eine 


neue Krystallgruppe auftreten. Da die Methoden zur Bestimmung 
der molekularen Zusammensetzung von Flüssigkeiten noch viel 
zu wünschen übrig lassen, und speziell nicht die Frage zu ent- 
scheiden erlauben, ob eine Flüssigkeit kleine Mengen einer Mo- 
lekülart kleineren Volumens enthält, so kann man immerhin bei 
Flüssigkeiten, die fast oder ganz normal erscheinen, doch noch 
bei sehr hohen Drucken auf neue Krystallgruppen stoBen, deren 
Auffindung uns über das Vorhandensein von Molekülarten kleinen 
Volumens in scheinbar normalen Flüssigkeiten belehren würde. 


4. Übertragung der Kennzeichen der Assoziation 
auf Krystalle. 


Das Kennzeichen der Assoziation von Flüssigkeiten, das sich 
aus den Zustandsdiagrammen ableiten läit, ist in der Art der 
Abgrenzung des Zustandsfeldes der Flüssigkeit nach den aniso- 
tropen Phasen hin zu erblicken. Wenn das Zustandsfeld der 
Flüssigkeit durch mehr als eine Gleichgewichtskurve stabiler Zu- 
stände von dem des Anisotropen getrennt wird, so ist die Flüssig- 
keit assoziiert, wenn nur eine Gleichgewichtskurve stabiler Zu- 
stände das Feld des Anisotropen begrenzt, so kann die Flüssigkeit 
normal, aber auch assoziiert sein. Dementsprechend darf man eine 
Krystallart, deren Zustandsfeld zu tieferen Temperaturen hin 
durch zwei Gleichgewichtskurven von denen zweier anderen Kry- 
stallarten getrennt ist, als einen Mischkrystall ansprechen, wäh- 
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rend bei Begrenzung durch eine Gleichgewichtskurve der betref- 
fende Krystall wabrscheinlich nur aus einer Molekülart aufgebaut 
ist, aber auch ein Mischkrystall sein kann. 
Drei Beispiele sollen die Anwendung dieses Satzes beleuchten. 
1. Das Zustandsfeld des gelbroten, regulären Jodsilbers !) 
wird durch eine Schmelzkurve ab (Fig 5) und durch die beiden 
Umwandlungskurven cd und de begrenzt. Da das Zustandsfeld 


Fig. 5. 


des regulären Jodsilbers II nach tieferen Temperaturen hin von 
den beiden Gleichgewichtskurven cd und de begrenzt wird, so ist 
dasselbe als Mischkrystall zweier Molekülarten verschiedenen Vo- 
lamens aufzufassen. DaB die Krystallarten der Zustandsfelder I 
und II nur aus einer Molekülart aufgebaut sind, kann auf Grund 
des Zustandsdiagramms nicht behauptet werden; Abnormitäten 
bei ihrer gegenseitigen Umwandlung macben es aber wahrschein- 
lich, daB auch diese Krystallarten Mischkrystalle sind. 

2. Im Zustandsdiagramm des Ammoniumnitrates Fig. 6 sind 
die Umwandlungskurven ef, fg und hf bestimmt worden*) Die 
Schmelzkurve ab und die Umwandlungskurve cd sind ihrem Ver- 
laufe nach unbestimmt. DaB die reguläre Krystallart I ein Zu- 
standsfeld besitzt, da nach tieferen Temperaturen von zwei 
Gleichgewichtskurven begrenzt wird, ist wahrscheinlich, sicher 
festgestellt ist das für das Zustandsfeld III der rhomboedrischen 
Form. Diese muf also als Mischkrystall aus zwei Molekïülarten 
verschiedenen Volumens aufgebaut sein. Das Zustandsfeld der 
Form III ist nach tieferen Temperaturen hin nur durch eine 


1) Krystallisieren und Schmelzen S. 302; Zeitschr. f. phys. Chem. 75, 
8. 733, 1911. 
2) Krystallisieren und Schmelzen S. 299. 
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Gleichgewichtskurve begrenzt, diese Form kôünnte also aus nur 
einer Molekülart bestehn. Für die Form IV kônnte das Zustands- 
feld nach tieferen Temperaturen hin ebcnfalls durch zwei Um- 
wandlungskurven begrenzt sein, da bei —15° und p = O noch 
ein Umwandlungspunkt aufzutreten scheint. 


Ammoniumnitrat 


Fig. 6. 


8. Der Hexachlorkohlenstoff') hat dagegen ein Zustands- 
diagramm, das die Annahme der Existenz von Mischkrystallen 
für keine der drei bekannten Formen fordert. In Fig. 7 sind die 
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Hexachlorkohlenstoff 


Fig. 7. 


beiden Umwandlungskurven, die mit steigendem Druck merklich 
divergieren, bis 2000 kg verfolgt. Die Schmelzkurve selbst ist 
nicht verfolgt worden. Wenn die gestrichelten Teile der Kurven 
ungefähr der Wirklichkeit entsprechen, so würde der Hexachlor- 
kohlenstoff im flüssigen Zustande eine Mischung von 3 Molekül- 
arten bilden, welche bei ïhrer Krystallisation drei Raumgitter 


1) Krystallieren und Schmelzen S. 298. 
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besetzen. Die Bildung von Mischkrystallen braucht in diesem 
Falle bei keiner der drei Krystallarten einzutreten, da das Zu- 
standsfeld jeder der 3 Krystallarten zu tieferen Temperaturen 
hin nur von einer Gleichgewichtskurve begrenzt wird. 


5. Der die Bildung von Krystallen und ihre Umwand- 
lung führende Prozef. 


Die Herstellung und Erhaltung des inneren Gleichgewichtes, 
die zur Krystallisation einer bestimmten Krystallart notwendig 
sind, sowie die Herstellung der hierzu erforderlichen Werte von 
p und T' reichen aber nicht hin, um den Prozef der Krystalli- 
sation einzuleiten, sie sind nur Vorbedingungen, welche erfüllt 
sein müssen, damit die Krystallisation überhaupt eintreten kann. 
Ob die Krystallisation nach Erfüllung der Vorbedingungen wirk- 
lich eintritt, oder ob sie ausbleibt, darüber entscheidet das Ein- 
setzen eines anderen Vorganges, dessen Existenz man auf Grund 
folgender Tatsachen einsieht. 

Bekanntlich tritt die Krystallisation, wenn die Flüssigkeit in 
das Zustandsfeld anisotroper Zustände gebracht wird, in der 
Regel nicht ein, die Flüssigkeiten lassen sich mehr oder weniger 
unterkühlen, ja es existiert ein chemisch wobl definierter Stoff, 
das Borsäureanhydrid, welches bisher nur in isotronen Zuständen 
bekannt ist. | 

Man darf also sagen, daBi obwohl alle Bedingungen für die 
Krystallisation erfüllt sind, dieselbe doch nicht einzutreten braucht. 
Bringt man aber in die unterkühlte Flüssigkeit eine kleine Menge 
eines Krystalls, der sich aus der Flüssigkeit bilden kann, so 
tritt die Krystallisation ein. Diese Impfwirkung erinnert an die 
Erscheinung der Resonanz. Bringt man in ein System von vielen 
Kôrpern, welche zu gewissen Schwingungen befähigt sind, aber 
andere ausführen, einen Kôrper, der die Schwingungen, welche die 
anderen auszuführen befähigt sind, ausführt, so teilen diese sich 
allen mit. Damit die Moleküle sich in ein Raumgitter einzuordnen 
befähigt werden, muf ihnen ein Zustand mitgeteilt werden, den 
sie in isotropen Phasen nicht besitzen, und der von selbst sich 
bei vielen Stoffen nur relativ selten herstellt. 

Hat sich in der unterkühlten Schmelze in einem Molekül der- 
selben zufällig der Zustand, der das Molekül zur Einordnung in 
ein Raumgitter befähigt, hergestellt, so pflanzt sich die Herstellung 
dieses Zustandes mit der Geschwindigkeit der maximalen linearen 
Krystallisationsgeschwindigkeit nach allen Seiten hin von Molekül 
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zu Molekül fort, indem die Einordnung der Moleküle ins Raum- 
gitter erfolgt. 

Die Herstellung des Zustandes, der das Molekül zur Eïn- 
ordnung in ein Raumgitter befähigt, ruft im Molekül wesentliche 
Ânderungen seiner Eigenschaften hervor; ein Teil der scalaren 
Eigenschaften wird vektoriell, aber auch die scalar bleibenden 
Eigenschaften, das Molekularvolumen und der Energieinhalt ändern 
sich, und zwar nimmt das Molekularvolumen sehr wenig zu, der 
Energieinhalt aber ab, offenbar weil ein Teil der Schwingungen 
des Moleküls aufgehoben wird. 


B. Die thermischen Kennzeichen der Formen einer 
thermodynamischen Krystallgruppe. 


Mit Hilfe der Flächen des thermodynamischen Potentials, der 


 &-Flächen, kann man für die Schmelz- und Umwandlungspunkte 


der Formen einer thermodynamischen Gruppe zu Regeln über den 
Zusammenbang der Reïhenfolge der Stabilitäten, der Umwandlungs- 
fähigkeit und der Reïhenfolge der Schmelz- und Umwandlungs- 
punkte gelangen, welche in praxi die Entscheidung über die Zu- 
gehôrigkeit einer Form zu einer thermodynamischen Gruppe zu- 
lassen. Zu demselben Zweck künnen auch die Volumbeziehungen 
und die Schmelz- und Umwandlungswärmen herangezogen werden, 
und wie wir sehen werden, auch die Richtungen der Schmelz- und 
Umwandlungskurven. Auf diese Regeln ist zum Teil ‘schon in 
der Thermodynamik der Einstoffsysteme Il!) hingewiesen, auf 
diese Arbeit beziehen sich auch die Hinweise im Text. Da aber 
diese Regeln die Grundlage der Molekulargewichtsbestimmung 
anisotroper Phasen bilden, so ist wohl ihre übersichtliche Zusam- 
menstellung gerechtfertigt. 


1. Die Reiïhenfolge der Stabilitäten und der Schmelz- 
und Umwandlungspunkte. 


Ausgehend von der Definition des Begriffes der thermodyna- 
mischen Krystallgruppe, daf die £-Flächen ihrer Glieder sich 
untereinander nicht schneiden, kommt man auf folgenden Wegen 
zu Bezichungen zwischen den Stabilitäten und den Schmelzkurven 
der Formen einer Gruppe. 

Die &-Flächen der Formen einer Gruppe schneïden die £-Fläche 

1) Gôüttinger Nachrichten 1911, S. 325. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math-phys. Klasse, 1912. Hoft 7. 
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isotroper Zustände in einer Reihe von räumlichen Kurven, die in 
der Richtung zu wachsenden £-Werten sich in der Reïhenfolge 
abnehmender Stabilitäten folgen; die Projektionen dieser räum- 
lichen Schnittkurven auf die p-T-Ebene, die Schmelzkurven, um- 
schlieBen einander in der Reïhenfolge ihrer Stabilitäten, indem die 
Schmelzkurve der instabilsten Form von der Schmelzkurve der 
stabileren umschlossen wird (1. c. 328). 

Hieraus folgen für die Schmelzpunkte bei gleichem Druck und 
für die Schmelzdrucke bei gleicher Temperatur folgende Regeln. 

Der Vollständigkeit wegen denken wir uns die Zustandsfelder 
der Formen 8, 3’ und 8”, deren Stabilität mit zunehmender Striche- 
lung abnimmt, vollständig von der Schmelzkurve umgrenzt. Durch 
die Punkte der Schmelzkurve der instabilsten Form 3", an denen die 
Tangenten parallel der p-Achse respektive parallel der T-Achse 
sind, denken wir uns die beiden neutralen Kurven a”b” und c"d” 
gelegt. Man ersieht nun, daf im Druckintervall zwischen den 
neutralen Pankten c'' und d'' der Schmelzkurve der instabilsten 
Form 8’ für die Gleichgewichtstemperaturen 7,7” und 7 der 
Formen 3,3’ und 3" folgende Beziehungen gelten: 


oberhalb der neutralen Kurve cd" gilt T=—7"=>T" 1a) 


und unterhalb ,. . 4 “ De 1b) 


Bei derselben Temperatur gilt für die Schmelzdrucke p,p' und »" 
der Formen 3,3" und 3” im Temperaturintervall zwischen den neu- 
tralen Punkten a” und !" 


links von der neutralen Kurve a”b" p <p'<p" 2 à) 


und rechts , , u à TEST ES M 2b) 


Beziehungen zwischen der Reihenfolge der Stabilitäten und 
der Reïhenfolge der Umwandlungstemperaturen oder der Umwand- 
lungsdrucke sind nur bei Unterscheidung der Fälle nach folgenden 
Kriterien aufzustellen. Man hat erstens festzustellen, ob das Zu- 
standsfeld der betreffenden Form von dem der anderen Form um- 
schlossen wird oder ob es dieses umschliefit, und zweitens ob die 
Formen einer Gruppe mit ein und derselben Form der anderen 
Gruppe im Gleichgewicht sind, oder ob sie mit verschiedenen 
Formen dieser Gruppe im Gleichgewicht sind (1. c. 331). 

Die Stabilitäten der Formen zweier Gruppen sollen mit zu- 
nehmender Strichelung der Bezeichnung der Formen 3, 3’ und 3; 
4, 4’ und 4” abnehmen, und die Glieder der Gruppe 4 immer mit 
derselben Form der Gruppe 3, nämlich der Form 8, im Gleichge- 
wicht sein. Es gelten dann die Regeln: 
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1) wenn das Zustandsfeld der Form 3 die der Formen 4 um- 
schlieSt, Fig. 8, so gilt für denselben Druck: 


| 


| Fig. 8. 

oberbalb der neutralen Kurve cd" T,,,— Tir 3a) 
und unterhalb , $ P: RES A Te STI, 8b) 
| und bei deb ben Temperatur: 

| links von der neutralen Kurve a” Pa,a < Ps, à << P3, r 4a) 
und rechts , , n n Pa Pau > Pi 4b) 
| 

l 


2) wenn die otarteteldée der Formen 4 das der Form 3 
umschliefen, so gilt für denselben Druck (Fig. 9): 


Mig. 9. 
| oberhalb der neutralen Kurve cd T,,<T,< Ti, ba) 
| und unterhalb , a NU dés dis lie bb) 


und bei derselben Temperatur gilt: 
links von der neutralen Kurve @& p,,=> Dai 6a) 


und rechts n » ” ” n Pa = re S Ps «” 6 b) 
55* 
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Zur Entscheidung der Frage, ob eine Reïhe von abnehmenden 
Gleichgewichtstemperaturen im ersten Quadranten der Gleichge- 
wichtskurve die Reïhenfolge wachsender oder abnehmender Stabi- 
litäten angibt, muB man wissen, ob das Zustandsfeld der Form 3 
oder das der Form 4 bei hôheren Temperaturen liegt. 

Wenn die Umwandlungs-Temperaturen oder :Drucke sich nicht 
auf Gleichgewichte beziehen, an denen sich ein ynd dieselbe 
Form beteiligt, so kônnen Regeln über die Reïhenfolge der Um- 
wandlungs - Temperaturen oder -Drucke nicht angegeben werden, 
denn die Umwandlungskurven verschiedener Formen zweier Gruppen 
kônnen sich untereinander schneiden. Wenn ein solches Sich- 
schneiden ohne Bildung eines Tripelpunktes eintritt, so muB aus 
dieser Tatsache geschlossen werden, daB sich an den beiden Gleich- 
gewichten 4 von einander verschiedene Phasen beteiligen (1. c. 334). 


2. Die Reihenfolge der Stabilitäten und die Reihen- 
folge der Volumen und Schmelzwärmen. 


Die Wahrscheinlichkeit des Sichschneïidens der £-Flächen zweier 
Formen ist sehr viel kleiner, wenn dieselben bei kleinen Drucken 
nach wachsenden Drucken und beim Schmelzpunkt nach abneh- 
menden Temperaturen hin divergieren, als wenn sie konvergieren 
(1. ce. 353). 

Daraus ergeben sich folgende Regeln. Wenn für eine Reihe 
von Formen 8, 3’ und 3”, deren Schmelzpunkte im ersten Qua- 
dranten der Schmelzkurve sich bei demselben.Druck in die Reïhen- 
folge T,=—T, — T,, ordnen, die umgekehrte Reïhenfolge der spe- 
zifischen Volumen v,<v,<v, gilt, so gehôren diese Formen 
wahrscheinlich zu derselben Gruppe. Diejenige Form, welche diese 
Reïhenfolge stôrt, gehôürt aller Wahrscheïnlichkeit nach zu einer 
anderen Gruppe. 

Die analoge Regel gilt mit derselben Wabrscheïnlichkeit auch 
für die Entropien der Glieder einer Gruppe. Es wird also gelten, 
M <<, wWenn die Reïhenfolge 7, T, > T,, besteht. Da 
für gleiche Temperaturen und Drucke man nach Reduktion der 
n-Werte auch schreiben kann: 

Ge) TZ (09) TZ (ne 0e) Ts 
wo 7, die Entropie der Flüssigkeit bedeutet, und (7, — ",) T gleich 
der Schmelzwärme R, ist, so folgt, daB, wenn für die Schmelz- 
punkte die Reïhenfolge T,> T, > T;, gilt, für die auf die Tempe- 
ratur der instabilsten Form reduzierten Schmelzwärmen die Reihen- 
folge: 


St tee métal. 
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RSR ER, 
bestehen soll. 

Mit Hilfe des thermodynamischen Potentials (der £-Funktion) 
kann man über die Beziehungen der spezifischen Volumen und der 
Schmelzwärmen der Formen einer Gruppe zu ihren Schmelzpunkten 
bei gleichen Drucken nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit 
für ein nicht zu weites Zustandsfeld Schlüsse ziehen. Zur Erwei- 
terung dieser Regeln muB man sich zur Einfübrung einer Hypo- 
these entschliefen. Machen wir nun die Annahme, daB in jedem 
Zustandspunkte des Zustandsfeldes der instabilsten anisotropen 
Form die Reihenfolge der £-Werte durch die umgekehrte Reiïhen- 
folge der inneren Drucke X bei p — O bestimmt wird, da also 
die Instabilität der Phasen mit Abnahme der Molekularattraktion 
in ihnen wächst, so kann man für die isotrope Phase 2 und zwei 
Formen derselben Gruppe 3 und 3’ schreiben: 


ES ES À 
und X,<K,<K.. 


Da der durch die Molekularattraktion bedingte Teil des inneren 
Druckes Æ die Reïhenfolge der Volumen und Kompressibilitäten 
bestimmt, so folgt aus der letzten Beziehung für p — 0 


Ut >, 
und für jeden beliebigen Druck 


d,v,_ d,v, _ d,v, 
dp Gus dp dp 


Diese beiden Bezichungen führen zu der Lage der Volumeniso- 
thermen in Fig. 10. Wenn die Flächenbeziehungen : 


acbd => ogh — odf 
und glKi = ogh — odf 


gelten, so ist die Form 3’ bei der betreffenden Temperatur insta- 
biler als die Form 3 (1. c. 350). 

Man ersieht also, daB für die Formen einer thermodynamischen 
Gruppe bei Drucken, die kleiner sind als der des Punktes o auf 
der neutralen Kurve der beiden Formen, v, > v, ist, während bei 
hôberen Drucken v,>=v, ist. Es kehrt sich also die Volamenbe- 
ziehung der Formen einer Gruppe beim Überschreiten ihrer in 
Bezug auf die stabilste Form neutralen Kurve um. Die Reiïhen- 
folge der Volumenänderungen beim Schmelzen bleibt aber bestehen : 
die Volumänderung bei der stabileren Form ist grôfier als bei der 
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instabileren Form. Die Erfahrung reicht nicht hin, um bei dem- 
selben Stoff diese Beziehung prüfen zu künnen, aber für verschie- 
dene Stoffe bestätigt sie diese Beziehung. Es mu nämlich, wäh- 
rend bei Formen derselben Gruppe, deren Schmelzpunkte mit 
wachsendem Druck steigen, die Beziehung v,,>v,=v, zutrifit, 
bei Stoffen, deren Schmelzpunkte mit wachsendem Druck fallen, 
die Beziehung v,,<v,<v, gelten. Die Erfahrung hat gelehrt, 
daB bei den Stoffen der ersten Gruppe:) in der Tat die erste Be- 
ziehung zutrifft, während bei einem Stoff der zweiten Gruppe, 
dem Wasser *), die zweite Beziehung besteht. Das Volumen des 
instabilen Eises IV, das zur Gruppe des gewôhnlichen Eises I ge- 
hôrt, weil die Schmelzkurve des Eises IV bei Temperaturen von 
wenigen 0.01° unterhalb der des Eises I verläuft, ist kleiner als 
das des gewôhnlichen Eises I. 

Für die Entropien der Formen einer Gruppe ergeben sich 
äbnliche Regeln. Die Erfahrung lehrt, daB bei der Umwandlung 
der instabileren Form in die stabilere derselben Gruppe, bei deren 
Krystallisation Wärme frei wird, immer Wärme frei wird, daf 
also bei positiven Werten der Schmelzwärmen für die Entropien 
der Schmelze und der Glieder einer Gruppe die Beziehung 
D > Mn > y > 13 St. In Fig. 11 sind die Entropieisobaren für 
die Schmelze 2 und die beiden Formen 3 und 3’ derselben Gruppe 

1) F. Kürber, Zeitschr. f. phys. Chem. Bd. 81. 

2) Zeitschr. f. phys. Chem. 72, S. 621—630, Seite 629 5. Zeile von unten 
ist statt ,grôBer“ kleiner zu lesen. 
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Fig. 11. 


dargestellt. Wenn für die spezifischen Wärmen die Beziehung 
pa lys > Cps Silt, so kôünnen sich die Entropieisobaren 1,, 7, 
und , schneiden. Es konnte ferner gezeigt werden, daf wenn 
die Flächenbeziehungen (1. c. 349 u. 351): 


abcd => odf — ogh 
und glKi => ogh — oûf 


gelten, die Form 3’ im ganzen Temperaturintervall 1', 1, der Sta- 
bilität der Form 3 instabiler ist als die Form 3. Man ersieht, 
daB bei Temperaturen, die hôher liegen als die des Punktes 
0, My >, und da bei Temperaturen unterhalb der des Punktes 
On <M% Bei der Temperatur des Punktes o würde also bei der 
Umwandlung von 3’ in 3 keine Wärme frei werden noch gebunden 
werden, bei hôheren Temperaturen würde bei dieser Umwandlung 
Wärme frei und bei tieferen Temperaturen Wärme gebunden werden. 
Für die Schmelzwärmen der beiden Formen bei der Temperatur 
Ti ergibt sich R,— R, und bei der Temperatur 7, R,< 1, die 
Schmelzwärmen der Formen einer Gruppe ändern also bei den 
oberen und unteren Schmelzpunkten ihre Reïhenfolge nicht. — Die 
Kennzeichen der Zugehôrigkeit einer Reihe von Formen zu einer 
Gruppe sind von Bedeutung, weil man nur Stücke ihrer Schmelz- 
kurven verfolgen kann, und deshalb auch streng genommen nicht 
entscheiden kann, ob sich die Schmelzkurven einer Reïhe von 
Formen schneiden werden oder einander umschlieBen, wenn aber 
die Kennzeïchen der Zugehôrigkeit zu einer Gruppe für eine Reihe 
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von Formen zutreffen, so hat man sie zu einer thermodynamischen 
Gruppe zu rechnen. 
Für den ersten Quadranten der Schmelzkurve der instabilsten 
Form sind diese Kennzeichen folgende: 
Stabilitäten 6, < &, < £,, 
Schmelzpunkte 7, 7, T,, 
spezifische Volumen v,< 1, < +! 


Kompressibilitäten de 2 — Se cr 
à d, Vs dy le dy CPE 
Wärmeausdehnungen IT EST < 4 


Entropien mn, < 73 < my 
Schmelzwärmen R,,>=R,, > Es 
spezifische Wärmen c,,<C,, < CG y 


8. Die Richtungen der Schmelzkurven der Formen 
einer Gruppe. 


Die Schmelz- und Umwandlungskurven der Formen einer 
Gruppe, die mit ein und derselben anderen Phase im Gleichgewicht 
sind, schneiden sich nicht. Diese Gleichgewichtskurven brauchen 
aber nicht konstante Abstände in der 7- oder p-Richtung zu 
haben, unveränderliche Abstände in beiden Richtungen wären nur 
bei parallelen Geraden môglich. Die Abstände in der Richtung 
der 7-Achse kônnen in gewissen T-Intervallen dieselben sein, 
während sich die Abstände in der p-Richtung ändern, und ebenso 
kônnen die Abstände in der p-Richtung unveränderlich sein, wäh- 
rend die in der 7'-Richtung sich ändern. Auch in beiden Rich- 
tungen künnen sich die Abstände der beiden Gleichgewichtskurven 
ändern. Im Folgenden wird gezeigt werden, da die Ânderungen 
jener Abstände mit den Beziehungen gewisser thermischer Eigen- 
schaften der betreffenden Formen zusammenhängen. 

Für die Projektion der Schnittkurve zweier 6-Flächen auf der 
p-T-Ebene ergeben sich auf folgendem Wege die bekannten Glei- 
chungen für die Richtungen der Gleichgewichtskurven. 

Für zwei €-Flächen gelten allgemein die Gleichungen: 


d, à 
de 2 _ dp+ he aT 


sr Fe ap + oi ar. 
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Da längs der Schnittlinie der beiden £-Flächen die Beziehung 
dé, = dé, gilt, so ergibt sich für die Richtung _ der Projektion 
der Schnittlinie auf die p-T-Ebene die Gleichung: 


aT aT 
d,6 perrr d,6 2 2 1 . 

und da ne v und AT ET ist, so folgt: 

A Le de ip 

dp Na — Us 
Für die Schmelzkurve einer instabileren Form 3’ derselben Gruppe 
erhält man: 
| dT' __ v,—v, 

dp Un 


Subtrahiert man die letzte Gleichung von der vorletzten und be- 
rücksichtigt, daB bei demselben Druck die Gleichungen: 


d,v 


v, = V,— 


ar T—7) 


und % = 7, + ” (T — T") 
gelten, so erhält man 
d Va ’ ! 
np (L-T)-v 


Le a NE 
MT dl VOD da le on 
Po he RSR ee 


Gleiche Abstände in der Richtung der T-Achse haben die Schmelz- 

kurven der stabileren und instabileren Form in Temperaturinter- 
vallen, für welche die Gleichungen: 

dv, 

v— Vs = AT 


(T—T) 1) 


| und 9,—% = Le (He 7") 


oder m—% = M3— au mL) =" 


! 
oder Si LEE me 2) 


gelten. 
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Die Bedingungen gleicher Abstände der Schmelzkurven zweier 
Formen einer Gruppe in der Richtung der 7-Achse sind also nach 
1) und 2): erstens muB die Differenz der spezifischen Volumen 
beider Formen bei ihren Schmelztemperaturen T und 7” gleichen 
Druckes gleich sein der Wärmeausdehnung der Flüssigkeit mal der 
Differenz der Schmelzpunkte, und zweitens müssen sich die Schmelz- 
wärmen der beiden Formen wie die absoluten Temperaturen ibrer 
Schmelztemperaturen verhalten. 

Wenn die linke Seite der Gleichung 1) grôBer als die rechte 
ist und in der Gleichung 2) die rechte grôBer als die linke ist, so 
werden mit wachsendem Druck die Abstände der beiden Gleich- 
gewichtskurven in der T-Richtung wachsen. Wenn dagegen die 
beiden umgekehrten Beziehungen gelten, so werden mit wachsendem 
Druck diese Abstände abnehmen. Sind aber die beiden linken 
Seiten der Gleichungen 1) und 2) beide kleiner oder grôBer als 
die rechten, so kann nur bei Kenntnis der GrôBen selbst in den 
beiden Gleichungen die Frage nach der Ânderung der Abstände in 
der T-Richtung entschieden werden. 

Die Bedingungen gleicher Abstände der beiden Schmelzkurven 
in der Richtung der p-Achse ergeben sich, wenn man in die Glei- 
chungen für die Richtungen beider Gleichgewichtskurven die 
beiden folgenden Gleichungen einführt und dann die beiden Glei- 
chungen subtrahiert. 

! d U 


v = V,+ de (Ps —P3) 
! Al 26 
MB = MT Fe (De —?;). 


Man erhält: 


d,v 
aT LE (PUenT CA F 
ee dp Jr 


Die Bedingungen gleicher Abstände Lee Schmelzkurven in der 
p-Richtung sind also: 


ter? = ap (Ds — P3) 8) 
' nr cu 
und My — ss — (ps — D) 
oder m7 = M+ pe (Ps — Ds) — 0 
ER To 
oder ni = ni 4) 


De mg — |! 1): 4 
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Wenn die Abstände der beiden Gleichgewichtskurven in der »- 
oder T-Richtung sich nur wenig ändern, so kann man hieraus 


streng genommen nur schliefen, daB die Differenzen der Quotienten 
_ — _- sich in verschiedenen Punkten der Gleichgewichtskurven 
wenig ändern: Wenn sich die Abstände in einer der beiden Rich- 
tungen aber viel stärker als in der anderen ändern, so darf man 
hierin einen Hinweis erblicken, da das eine Gleichungspaar näher 
erfüllt ist als das andere. DaB die Abstände der beiden Gleich- 
gewichtskurven in beiden Richtungen unveränderlich werden, ist 
sehr unwabrscheinlich, da für diesen Fall die Gleichungen 1) 2) 3) 
und 4) gleichzeitig erfüllt sein kônnten, was kaum zu erwarten 
ist. Je weniger gekrümmt die Gleichgewichtskurven sind, um so 
wahrscheinlicher ist es, daB ihre Abstände in der 7- und p-Rich- 
tung mit steigendem Druck wachsen, weil sie als Gleichgewichts- 


kurven derselben Gruppe nicht konvergieren dürfen, und es un- 


wahrscheinlich ist, daf alle 4 Gleichungen gleichzeitig erfüllt 
werden. 


Ueber elektrische und magnetische Doppelbrechung. 
IL. 
Von 
W. Voigt. 
Vorgelegt in der Sitzung am 18. Mai 1912. 


6) Im ersten Abschnitt meiner Arbeit habe ich auf der Grund- 
lage, welche die statistische Mechanik bietet, nach dem Vorgang 
von Herrn Langevin die allgemeinste Theorie der elektri- 
schen und der magnetischen Doppelbrechung unter Rücksicht auf 
Absorptionswirkungen entwickelt. In diesem zweiten soll unter- 
sucht werden, inwieweit man die Wechselwirkung zwischen den 
Molekülen, die das schlieBliche statistische Gleichgewicht bedingt, 
rechnerisch verfolgen kann. 

Eine solche Betrachtung scheint mir ein doppeltes Interesse 
zu haben. Einmal ist der Ansatz, den die statistische Mechanik 
für die Wahrscheinlichkeit des Zustandes eines Moleküls macht, 
immerhin einigermafen hypothetisch. Eine Stützung desselben 
durch die Berechnung, wenngleich nur in einfachsten Fällen durch- 
führbar, dürfte daber erwünscht sein. Die nachstehenden Be- 
trachtungen zeigen indessen, daB man von den nächstliegenden Vor- 
aussetzungen aus zu Resultaten gelangt, die von dem genannten 
Ansatz in wichtigen Punkten abweichen. 

Sodann aber liegen Beobachtungen wenigstens über elektrische 
Doppelbrechung auch bei veränderlichen Feldern vor, und 
über solche vermag natürlich ein Ansatz, der Gleichgewicht 
voraussetzt, nichts auszusagen. 


_—— 
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Von den sich bietenden einfachsten Annahmen über die 
Wechselwirkung der Moleküle wähle ich zunächst diejenige, die 
sich, als den in andern Gebieten benutzten nachgebildet, wohl am 
unmittelbarsten darbietet, 

Wir wollen annehmen, die Moleküle dürften, obwohl elektrisch 
oder magnetisch anisotrop, für die Bewegungsvorgänge als Ku- 
geln angesehen werden. Sollen dabei die ZusammenstôBe infolge 
ibrer Wärmebewegung der orientierenden Wirkung des Feldes 
entgegenwirken, so ist das denkbar Einfachste, sich vorzustellen, 
da nach einem System von Stôüfen die Gesamtheit der Mole- 
küle der Orientierung nach immer wieder vüllig ungeordnet sei, 
sodaB also der Orientierungsakt gewissermafen nach jedem Stof 
von vorn anfängt. Dazu wären die Moleküle etwa mit Rauhig- 
keiten oder Zähnén versehen zu denken, soda sie während des 
StoBes, d.h. während einer gewissen Periode kleinsten Abstandes, 


- sich gegenseitig drehen kônnten. Aufgabe ist dann die Bestim- 


mung der mittleren Orientierung wäbrend der freien Flugdauer # 
— ein Problem, das an sich ein Interesse bietet. 

Da wir die Moleküle als Kugeln auffassen, so gelten für ihre 
Rotationen die Eulerschen Gleichungen in der einfachen Form, 
daB um jede im Molekül feste Axe das Produkt aus Trägheitsmo- 
ment in Winkelbeschleunigung gleich dem wirkenden Drehungs- 
moment ist, also z. B. gesetzt werden kann 
d°y 
de 
wobei E'’ wie früher das wirkende elektrische Feld ist, und D 
das Moment für das Feld Eins bezeichnet, das von der Orientie- 
rung des Moleküles abhängt und also auch mit dieser im Laufe 
der Bewegung zeitlich variiert. 

Die Berücksichtigung dieser Veränderlichkeit würde die Be- 
trachtung auferordentlich komplizieren. Man erkennt aber leicht, 
daB dieselbe bei den zu erklärenden (mit E"” proportionalen) Er- 
scheinungen durch eine beschränkende Annahme ausgeschaltet : 
werden kann. Denn diese Erscheinungen verlangen, da die mittleren 
Drehungen der Moleküle während der freien Flugdauer gleichfalls 
mit E" proportional sind, und eine solche Proportionalität entsteht 
jedenfalls, wenn die Drehungen so klein sind, daf wäbrend der- 
selben die Veränderlichkeit von D ignoriert werden darf. 

Wir wollen also zunächst die Annahme verfolgen, daf die 
Flugzeiten tr in den bisher beobachteten Fällen so klein seien, 
dai während derselben imFelde nur Drehungenvon 


(83) J — DE", 


(87) 


(88) 
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äuBerst kleinem Betrage zustande kommen. Hier wird 
dann, wenn wir zur Zeit { — Q, das heift beim Beginn eines Fluges, 
x = 0, dyldt = y, setzen, nach (33) 

Jy = &DE"E + Jyt. 
Da aber, wie die Orientierungen, so auch die Rotationsgeschwin- 
digkeiten nach einem System von Zusammenstôfen regellos sein 


môügen, so kônnen wir von vornherein deren Wirkungen aufer 
Betracht lassen und schreiben 
(34) Jy = + DE"P. 

Für den mittleren Wert y; während der freien Flugdauer 7 
ergibt sich hieraus ; 

(85) Jy = };DE"r,. 

Treibt man die Annäherung eine Stufe weiter, so erscheint 
rechts ein Glied mit E'*1‘; bei grôBeren Flagdauern würde sonach 
x und somit die Doppelbrechung nicht mehr mit dem Quadrat des 
Feldes proportional sein. Wir wollen uns auf die durch (35) cha- 
rakterisierte Annäherung beschränken. 

Für die Drehungsmomente L, M, N um die Hauptaxen X,, Y,, Z, 
welche die Kugel in der durch Fig. 1 des I. Teiles bestimmten Orien- 
tierung durch das Feld erleidet, geben die bekannten Formeln der 
Theorie die Ausdrücke 


L' = E°B;y.(us —u), 
(86) M= Eye, (us — 4), 
N = Eu B(u —w). 
Zugleich bestimmen sich die Aenderungen der Richtungskosinus 


“3 Bas Yn bei Drehungen 64, du, dv um die Hauptaxen durch die 
Formeln 


du, = Bdv—yôu, ÔB,—7,02—a dv, dy, = aôu—B,04, h— 1,28. 
Für uns sind nach Obigem wesentlich die mittleren Aenderungen 
09, dp, dy, welche die für die Orientierung der Kugel charakte- 
ristischen Winkel 9, , y bei dergleichen Drehungen erfahren. Man 
erhält aus dem System (14) sogleich 
da, = —sin 909 — B,0v — y, du, 
dy, cos p — dB, sinp = sin#0p = «, (ôu cos y + dv sin y) sf 
— (B, cos + y, sin )d4, 
da, cos ÿ — du, siny — sin ®0p — (8, cos y — B, sin p)ôv 
— (7, cos Ÿ — y, sin y)du. 


ch“ +), 
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Hierein ist dann nach (34) zu setzen 


(29) JO — Es Lis 
Man findet so, wenn man kurz den Faktor 
r'E"? 
RSS 
setzt, 


09 — Fu, —u,) cos’ p +(u, — u,) sin’ y] cos # sin 9, 
(40) dp = F(u,—u,) cos y siny, 
db = F(u,—u,) cos p sin y cos # sin ®. 
Diese mittleren Verschiebungen bedingen nun die Abweichung der 


Verteilung der Moleküle von der regellosen, welche durch das 
Feld eintritt. 


7) Die ursprüngliche Orientierung kann dadurch charakterisiert 


. werden, daB, wenn man alle N Moleküle der Volumeneinheit mit 


ibren Mittelpunkten in den Koordinatenanfang bringt und bei 
allen eine Seite der X,-Axe als positiv markiert, dann jede 
Kegelôffnung do gleich viel + X,-Axen umschlieft, derart, daf 
(1) AN . US 

wobei @, als Dichte der bez. Verteilung erscheint. 

Zieht man dann für alle diese Moleküle die Lage der (analog 
markierten) + Y,-Axe in betracht, so müssen gleiche Winkel- 
elemente dp in der Y,Z,-Ebene gleich viel + }-Axen ent- 
halten, derart, daf auf dy liegen 
(42) an, = UE — oûp 
wobei 6, wiederum die Dichte der Verteilung darstellt. 

Um nun die Aenderung der Orientierung durch das Feld zu 
bestimmen, benutzen wir Kegelelemente, wie sie zwischen zwei 
Kegeln von der Oeffnung # und 9 + 49 und zwei Ebenen mit den 
Winkeln # und #+d# liegen; nach Symmetrie muB dabei die 
aelotrope Orientierung rings um die X-Axe gleichfôrmig sein, was 
sich auch dadurch ausdrückt, da$ nach (40) 09, dy, ôÿ von Ÿ un- 
abhängig sind. 

Die Drehung 09 verändert die Dichte e in dem Kegelelement 
nach dem Schema 


© +49 
sin ol = —@ 
À * dÿ 


d sin 909 


de sin # d8& dy = — p,dy —dÿ dy, 
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d. h. 
en sin # d® 


Die Drehung ôy verändert analog die Dichte 6 in der Aequator- 
ebene Y,Z, nach dem Schema 


dodp = — 09) = 0, Pay, 
d.h. F 
6 _ dèy 

Le EN ae 
Die Heranziehung von (40) gibt hiernach 

ô 

eù = E(u, —u,) cos p +(u, — u,) sin’ p](1 — 8 cos’ 8), 
(5) 

= Fu, — u,)(cos' p — sin° æ). 


Die Anzahl der Moleküle mit + X,-Axen in der Kegelôffnung 
sin # d9 dy und mit + Y,- Axen zwischen g und @ + d ist hiernach 
gegeben durch 


(46) pq 


mlrS + — De + Sin © d9 dy dy. 


Mit dieser Zahl sind nun # für das optische Verhalten cha- 
rakteristischen Parameter 


M, — 5 2 UP 


zu berechnen. Z.B. findet sich m, durch die Ausführung des In- 
tegrals 


LINE T nt 27 ô do 
(47) nf f J (+ LT SJ{at+as+ar) 


sin 9 do dd 


zu 
m, = m+p, 
analog 
(48) My — m; = m—;}, 
wobei pl 
= ragaie ((, — 9) (4, —u)+(4 —4)(u —u) 
(49) 


+ (a — 9) — wi) 


Ueber elektrische und magnetische Doppelbrechung. Il. 837 


Diese Resultate weichen von den in (20) bis (22) enthaltenen 
nur insofern ab, als hier r°/J an derjenigen Stelle steht, die früher 
l/mrT einnahm. Diese beiden Terme haben aber noch Faktoren 
gemeinsam. Denn für die freie Flugdauer (resp. das Reziproke der 
StoBzahl) gilt bekanntlich !) 


1 
T= —————, 
V2zs Ne 
wobei s den ,Molekularradius“, c die mittlere Geschwindigkeit be- 


zeichnet. Ferner ist J — mk’, unter k den Trägheitsradins des 
Moleküles verstanden, und gilt ?) 


(61) & — BrTx. 


Somit reduziert sich der Unterschied darauf , daf früher der 
Faktor Eins da auftrat, wo sich jetzt der Faktor 


æ$ 1 
M HO 
findet, der — wie nôtig — eine reine Zahl darstellt. 

Man kann die Tatsache, da8 die verfolgte Vorstellung nicht 
auf dasselbe Resultat führt, wie der Ansatz der statistischen 
Mechanik, dadurch erklären, daB die vorgenommene Wechselwirkung 
eine Art von Reïbung repräsentiert und dergl. mit dem in letzterer 
vorausgesetzten Hamiltonschen Prinzip nicht vereinbar ist. 

Obiger Unterschied erscheint praktisch zunächst nicht sehr 
wesentlich, insofern der Faktor ® bei Flüssigkeiten wahrscheinlich 
nicht sehr von Eins abweicht, wie man erkennt, indem man durch 
N = LS die Entfernung { benachbarter Moleküle einführt, die 
entsteht, wenn man alle in ein kubisches Raumgitter einordnet und 
K° etwa = 5/10 setzt. Da bei Flüssigkeiten ! nicht allzuviel 
grôBer sein wird als s, so ist vermutlich l‘/8x*s" nicht gar weit 
von Eins entfernt. 


(60) 


+ (82) D 


Bedenklich werden die Verhältnisse bei Gasen, wo / sehr viel 
grôBer als s ist; hier ergibt die StoBhypothese eine enorm viel: 
grôBere Wirkung des Feldes, als die Grundformel (1). Ueberdies 
liefert sie eine indirekte Proportionalität von ® mit N°, das bei 
Gasen leicht zu varïieren ist, und die Beobachtungen von Leiser ?) 
schlieBen eine solche aus. 


1) S. z. B. Boltzmann, Gastheorie p. 68. 
2) IL. ce. p. 50 und 58. 
3) B. Leiser, Berl. Ber. 13, p. 903, l'hys. Zcitschr. 12, p. 950, 1911. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys, Klasse, 1912, Heft 5. 56 
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Man wird also die Hypothese der Molekularstôfe in der 
obigen Form aufgeben müssen. 

8) Als extrem entgegengesetzte Hypothese bietet sich die An- 
nahme, daB die Zusammenstôfe der Moleküle so selten sind, daf 
sie auf die Orientierung derselben überhaupt keinen merklichen 
Einfluf üben, so, daf die Stôfe für die Berechnung der Orien- 
tierung gänzlich auBer Betracht bleiben kônnen. Es scheint nicht, 
als ob damit etwas dem Hamiltonschen Prinzip Widerstrebendes 
angenommen wäre, und man wird glauben dürfen, daf die An- 
nahmen bei äuferst verdünnten Gasen nahezu erfüllt sind. Hier 
müssen die Rotationen der Moleküle im Felde durch beliebig lange 
Zeïiten der Rechnung unterzogen werden, und die Betrachtung wird 
sehr kompliziert. Ich will zunächst den Gedanken, der hier leitend 
sein mu, an einem ganz einfachen Falle entwickeln und mich 
dann bezüglich des allgemeinsten auf ein Aperçu beschränken. 

Es sei ein System von einaxigen Molekülen betrachtet, die 
infolge der Wärmebewegung rotieren, aber nur um eine Axe Z, die, 
normal zur Hauptaxe und zugleich normal zur Feldrichtung steht. 
Vor Erregung des Feldes môgen sie alle dieselbe Geschwindig- 
keit © haben und regellos orientiert sein, derart, daB ihre Haupt- 
axen sich über alle Richtungen der Ebene XY (die sie beschreïiben) 
gleichmäBig verteilen. 

Nunmehr wirke parallel X das Feld und gebe ein Potential 
w für jedes Molekül. Dann gilt, wenn J wieder das Trägheits- 
moment, #' die Rotationsgeschwindigkeit bezeichnet, die Energie- 
gleichung in der Form 


(53) 479" = kw. 


Wir nehmen an, daf die Feldwirkung gering gegenüber der ur- 
sprünglichen Rotationsgeschwindigkeit sei, 9’ sich also nur wenig 
von œ unterscheide. 

Die Integrationskonstanten # bestimmen wir durch Einführung 
der mittleren Werte 9° und % während eines Umlaufes, so da re- 
sultiert 


(54) J(9— 5%) = 2(ù —w). 


Setzt man #* — @° und berücksichtigt, daB der Einfluf des 
Feldes auf die Rotationsgeschwindigkeit als klein angenommen ist, 
so stimmt @ mit dem Mittelwert von 9’ merklich überein, und es 
gilt in Annäherung 

w —w 


— AE RER 
4=9—-0 Jo 


ER PE Dr 
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9 und @ sind auch bei anfänglich gleicher Geschwindigkeit © der 
Moleküle verschieden je nach der Orientierang, welche das Molekül 
im Momente der Entstehung des Feldes besaf. Zur Geltung kommt 
der Mittelwert von 4 für alle môglichen Anfangsorientierungen. 
Für diesen kônnen wir in unserer Annäherung schreiben 


— _ W—W 
(55) A D 
Waren ursprünglich die Axenrichtungen in der XY-Ebene 
regellos verteilt, so muB sich jetzt eine Art von Orientierung ein- 
stellen, und zwar eine mittlere Dichtigkeitsdifferenz von Ort zu 
Ort, die mit 4 proportional ist. Die in einem Winkelraum ô# 
von insgesamt N liegenden Axen bestimmen sich nämlich durch 


anis a (1-<)é. 
2x œ 


‘Wir erhalten somit 


N W—Ww 

(66) aN = (1 LA ) ds. 
Nun ist in dem vorliegenden Falle 

w = —$E£E"(u,+ (u, — u,) cos"), 

w =— }E"(u,+ &(u, —u.)), 
es folgt somit 
&?) À ip Lx bol: +9 1))as 

2x 2] œ° (u, T4 Us) (cos Bt +) p 


Handelt es sich um eine ebene Rotation infolge der Wärme- 
bewegung, so besteht zwischen Rotations- und Translationsgeschwin- 
digkeit die Beziehung 

Jo — kmc = mrT,. 
Hiernach stimmt aber der in (57) neben Eins stehende Ausdruck 
mit demjenigen vüllig überein, der sich aus den (auf den vor- 
liegenden Fall übertragenen) Formeln (2) ergibt. 

Es erscheint dabei das Auftreten des Potentiales in den obigen 
Formeln kinetisch dadurch bedingt, da8 durch dasselbe die Ro- 
tationsgeschwindigkeit der Moleküle geändert wird, und darnach 
die Hauptaxen in denjenigen Grebieten sich mehr zusammendrängen, 
wo die Geschwindigkeit eine kleinere ist, und umgekehrt. 

Man kann dieses Resultat vermutungsweise auf den allge- 
meinen Fall übertragen. Bei Einführung der gesamten Rotations- 
geschwindigkeit © gibt die Energieformel statt (55) hier 

b6 * 
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— 40 — 4 
ARE: Pare 
und dies kann man ähnlich verwenden, wie oben bei Formel (53) 


gezeigt. 

Nun findet aber zwischen den so gefundenen Ausdrücken für 
aN und den aus (2) abgeleiteten der unerwartete Unterschied statt, 
daB bei ibnen beiden das in der Klammer neben Eins stehende 
Glied das entgegengesetzte Vorzeichen hat, während die in 6) ver- 
folgte Annahme bezüglich des Vorzeichens mit (2) Übereinstim- 
mung liefert. Während aber im vorigen Falle die Beobachtung 
gegen das Resultat der speziellen Stof$-Hypothese entschied, kann 
sie hier eine solche Entscheidung nicht erbringen, da nach der Er- 
fahrung das Vorzeichen der Produkte (9, — q,)(u, — w;) in (22) so- 
wohl positiv als negativ sein kann, sich aber im Falle der elek- 
trisch oder magnetisch doppelbrechenden Kôrper nicht direkt be- 
stimmen läft. 

Dieser Unterschied scheint mir nicht ohne Interesse. Seine 
Notwendigkeit erhellt durch eine blofe qualitative Überlegung, 
denn der Ansatz spricht eine mit wachsender Annäherung an die 
stabile Gleichgewichtslage wachsende Wahrscheinlichkeit aus, wäh- 
rend bei der hier verfolgten Vorstellung diese Position mit grôBter 
Geschwindigkeit passiert wird, sonach geringster Wabhrscheintich- 
keit entspricht. 

9) Mehr aus Interesse am Problem selbst, als weil damit eine 
wirkliche Theorie der Erscheinung geliefert wird, habe ich an der 
Hand der oben verfolgten Vorstellung untersucht, wie sich nach den- 
selben das Abklingen der elektrischen Doppelbrechung 
nach Aufhebung des Feldes gestaltet. Es liegen bekannt- 
lich über diesen Vorgang imSchwefelkohlenstoff interessante Beobach- 
tungen von Abraham und Lemoine‘), weiter von James?) 
und Baetge*) vor. Die ersteren Forscher gaben an, daB innerhalb 
weniger als 0,5.107* Sekunden nach Unterbrechung des Feldes die 
Doppelbrechung bis zur Unmerklichkeit, innerhalb weniger als 
-0,25 .107* Sek. auf die Hälfte abfalle; die Messungen von James 
und Baetge liefen sich sogar mit der Annahme, daf die Doppel- 
brechung dem Felde momentan folge, vereinigen. Es bietet dem- 
gemäB offenbar ein Interesse zuzusehen, welche Folgerungen in 


1) K. Abraham und J. Lemoine C.R. 129, p.206, 1899; Journ. de Phys. 
(3) 9, p. 262, 1900. 

2) J. James, Ann. d. Phys. 15, p. 963, 1904. 

3) E. Baetge, StraBh. Diss. 1907. 
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dieser Hinsicht spezielle Hypothesen ergeben. Wir beginnen mit 
der in $ 6 gemachten Annahme bei Voraussetzung einachsiger Mo- 
leküle. 

Sei £—0 der Moment, wo das Feld beseitigt wird. Bezeichnet 
dann £ die Anzahl der StôBe, die ein einzelnes Moleküil in der Zeit- 
einheït erfährt, dann ist die Anzahl Moleküle, die zwischen { und 
t+ dt anstôBt, 


(58) aN, — Ntdte_ 


Von ihnen hat zwischen —{ und — (f, + dé,) die Bewegung begonnen 
der Bruchteil 


(9) aN, — aN, tt, e 


Von diesen Molekülen fiel mit der Hauptaxe in die Zone zwischen 
ÿ und 9 +d9 


(60) AN, — 14N, sin ®d®. 


Diese Moleküle sind nun die Zeit {, hindurch dem Drehmoment 
(61) 9 = Eu, -u,)sin® cos® 
im Sinne wachsender # ausgesetzt gewesen; #, ist dabei so klein 
gedacht, daf die darin stattfindende Aenderung © von # sehr klein 


ist. Bezeichnet wieder J das Trägheitsmoment der Kugel, so 
ist aus 


(62) Fe 


für die zur Zeit é — O vorhandene Geschwindigkeit und Drehung 
zu schliefen 


(63) 1(%) = SUN 7m Lier 


Dabei ist wieder eine Anfangsgeschwindigkeit der Moleküle 
als regellos verteilt ignoriert. 

Mit der erreichten Drehungsgeschwindigkeit (dô/dt), fliege das . 
Molekül nun noch die Zeit # hindurch und erreiche damit die 
Drehung 4, gegeben durch 
(64) JA = O(jË +tit). 

Diese Drehung ist mafgebend für die Verteilung der Orientierung 
zur Zeit t. 

Bezeichnet nämlich (wie in $ 7) ©, die ursprüngliche Dichte 
der Verteilung der + X;-Axe auf der Einheitskugel, so entsteht 
durch die Drehung 4 eine Dichtigkeitsänderung do, gegeben durch 
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dosin9d® — el4sins(6 
d. h. durch 
de __ d(4sin®) 
5) sind 
Die Heranziehung der Ausdrücke (64) und (61) liefert 
2 — 
(66) # == rer (£, + 26) (Bcos°8 — 1). 


Die Feldwirkung zur Zeit { kommt also darauf hinaus, daf 
in (64) 4N, mit dN, — ax (1+%%) zu vertauschen ist. Dies 4N' 4 
, 


tritt nun an die Stelle von 4N in den Rechnungen von $ 7, wobei 
die Sammationen nach y und y gemäB der jetzt vorhandenen ein- 
facheren Symmetrie fortfallen, dafür aber nach #, und nach { zu 
integrieren ist, weil Moleküle in allen môglichen Phasen ihres 
Fluges zu LANTA ETIE sind. 

Soll der Zustand des Mediums zur Zeit t, nach der Unterbrechung 
des Feldes (die für é — 0 angenommen mr untersucht werden, 
so sind die Integrationsgrenzen 


0<9<7x, O<t, <o, 1, <t< 00. 


Die letzten Grenzen ergeben sich dadurch, daf alle Moleküle, die 
erst während é, < { < co anstofen, zur Zeit {, noch optisch wirksam 
sind. 

Uns interessiert hier nur die Zeitabhängigkeit des Vor- 
ganges, die wir durch das Integral 


(ee) (re) 

(67) K—16f [ “ dtate +0, (+99) 

> 

gegeben betrachten kônnen. Es resultiert 

(68) K = (1+36t)e ‘, 

wobei dann f, — 0 und X — 1 einander entsprechen. 

Nan ist € die reziproke StoBzeit 1/r, somit nach (50) 

t = V2 xs Ne. 


Um diesen Wert abzuschätzen, benutzen wir, daf für den gas- 
_ fôrmigen Zustand sowohl € als xs N — Q aus Beobachtungen abzu- 
leiten ist. Bei 0°C und Atmosphärendruck ist für Schwefelkohlenstoff 
rund € = 2,8.10*cm/sec, Q — 6,5.10* cm’. Für den flüssigen Zu- 
stand kann man, wo es sich nur um Grüfenordnungen handelt, 
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die mittlere Geschwindigkeit der im Gas gleich annehmen, Q aber 
im Verhältnis der Dichten grô8er. Man erhält dann € etwa — 0,5.10". 

Dies Resultat ergibt, daB für é, — 0,5.107% schon längst X 
unmerklich geworden ist, ja daf selbst für den 100. Teil hiervon 
K = 18.e* praktisch gleich Null ist. 

Die in $8 vertolgte (entgegengesetzte) Annahme, da8 die Zu- 
sammenstôBe der Moleküle bei dem Vorgang überhaupt keine Rolle 
spielen, ist in ihren Konsequenzen bezüglich der Frage des Ab- 
klingens der elektrischen Doppelbrechung mit wenigen Worten er- 
ledigt. Im Moment des Aufhôrens des Feldes setzt nach ihr die 
gleichfôrmige Rotation der Moleküle augenblicklich wieder ein, 
und da in jedem Falle nur Mittelwerte der Orientierungen optisch 
zur Geltung kommen, so kann man hier ein momentanes Aufhôren 
des Effektes ohne eigentliche Relaxationszeit folgern. 

Die Resultate sind mit der oben genannten Beobachtung im 
ÆEinklang ; natürlich kônnen letztere aber nicht als eine besondere 
Stütze der Orientierungshypothese gelten, denn die Hypothese 
des Zeeman- Effektes wäre mit ihnen ebenso vereinbar. 


Ueber eine neue Methode der konformen Abbildung 
und Uniformisierung. 


Von 
P. Koebe in Leipzig. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung am 22. Juni 1912. 


Im Folgenden teile ich in kurzer Darlegung (1) eine neue 
wesentlich elementare Methode der konformen Abbildung des all- 
gemeinsten schlichten einfach zusammenhängenden Bereichs auf 
die Fläche des Einheitskreises mit. Die Methode eignet sich 
auch, um (2) die Grenzkreisuniformisierung Riemannscher Flächen 
bei vorgegebener oder fehlender relativer Verzweigung der be- 
treffenden Uniformisierungstranszendenten auszuführen, wenn diese 
Fläche entweder die schlichte Ebene selbst oder eine zweiblättrige, 
also byperelliptische Fläche ist. Auch das von mir in den Math. 
Ann. Bd. 69 u. a. behandelte Sicheltheorem (Uniformisierung p = 0 
mit einem durch Komposition von elliptischen oder parabolischen 
Sicheln entstehenden Fundamentalbereich 1. c. p. 40) läfit sich im 
analogen Sinne behandeln. Unter Heranziehung der Poincaréschen 
Reïhen ergibt sich nun (3) ein neuer Beweis des Satzes, daf zu 
jeder geschlossenen Riemannschen Fläche eine Klasse algebraischer 
Funktionen gehôrt. Auch eine Anwendung auf das Randwertproblem 
der Potentialtheorie für einen schlichten mehrfach - zusammen- 
hängenden Bereich (4) scheint mir der Beachtung würdig. 

Die elementaren Hilfsmittel, welche für die Beweisführung 
in Betracht kommen und durch welche die Idee des Ansatzes 
nahegelegt wird, finden sich bereits in meinen früheren Unter- 
suchungen vor’) Eine ebenfalls darauf bezugnehmende neuere 


1) Ich verweise insbesondere auf Gôtt. Nachr. 1907 p. 203 und 644, Math. 
Ann. Bd. 67 1909 pag. 209, 216, Crelles Journal Bd. 139 p. 261. 
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interessante Arbeit des Herrn C. Carathéodory’) gab mir die 
Veranlassung, meine bezüglichen früheren Gedanken wieder auf- 
zunehmen. Die hier mitgeteilte Methode der konformen Abbildung 
des allgemeinsten schlichten einfach zusammenhängenden Bereichs 
scheint mir, wenn man an der Beschränkung auf schlichte Bereiche 
festhält, in mebr als einer Bezichung ideale Vollkommenheit zu 
besitzen. Dieselbe kann zweckmäfig als Schmiegungsver- 
fahren bezeichnet werden. 

1. Wir werden auf den gegebenen einfach zusammenhängenden 
schlichten Bereich B eine unendliche Folge von Quadratwurzel- 
operationen, (die übrigens ohne weiteres auch durch Wurzel- 
operationen hôherer Ordnung oder logarithmische Operationen er- 
setzt werden kôünnen), zur Anwendung bringen, durch welche in 
angebbarer Weise die Begrenzung des Bereiches immer mebr und 
mehr der Peripherie des Einheitskreises von innen her ,;ange- 


schmiegt‘ wird, so daf sie schlieflich in diese selbst übergeht. 


Die erste (oft überflüssige) Wurzeloperation bezweckt eine 
erste Glättung der Begrenzung des Bereichs B in der Weise, daf 
der neue Bereich B, sicher ein zweidimensionales Stück der Ebene 
unbedeckt läBt, welches man als das Aeufere des Einheiïtskreises 
annehmen darf. Diese Operation*) besteht darin, daf man auf der 
Begrenzung von B zwei Punkte a, und a, wäblt und mit Hilfe der 


Funktion V * 

z— a, 
des Bereichs B vornimmt. Der neugefundene Bildbereich von B 
wird jetzt, wie erwähnt, durch lineare Transformation noch so 
modifiziert, da er ganz innerhalb des Einheitskreises liegt und 
daB derjenige seiner inneren Pankte, welcher bei der gewünschten 
Abbildung auf die Fläche des Einheitskreises in den Nullpunkt 
übergehen soll, mit dem Nullpunkt selbst zusammenfällt. Die 
Ebene des gefundenen Bereiches B, werde als ,-Ebene bezeichnet. 
Es sei jetzt «, — a, +0, der nächste Punkt der Begrenzung des 
Bereichs B, vom Nullpunkte aus. Alsdann wird das innerhalb 
des Einheïitskreises befindliche Stück der zweiblättrigen Riemann- 
schen Fläche der Funktion Vz,—«,, in welcher B, als Teilbereich 
enthalten ist), durch Vermittlung einer linearen Funktion von 


1 eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung 


1) C. Carathéodory: ,Untersuchungen über die konformen Abbildungen 
von festen und veränderlichen Gebieten.“ Math. Ann. Bd. 72, pag. 107—144; vel. 
insbesondere p. 141 mit Bezug auf No. 1 der vorliegenden Note. 

2) Vgl. Crelles Journal 1. c. 

3) Vgl. Gôtt. Nachr. I. c. und Ann. 67 Bd. 67 L. c. 
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V DR (a, + ib,) 
RTE (a, SA ib,) 
schlichte Fläche des Einheitskreises so, da dabei der in B, ent- 
haltene Nullpunkt und die in ihm befindlichen Richtungselemente 
festbleiben'). Da nun die Greensche Funktion des Einheitskreises 
mit dem Nullpunkt als logarithmischer Unstetigkeitsstelle, d. i. die 


umkehrbar eindeutig konform abgebildet auf die 


Fanktion log Tr grôBer ist als die Greensche Funktion der er- 


Dr so flgt! daB 
[41 12,l ist. Insbesondere findet man leicht, daf der dem Punkte 
«, analog zu definierende Punkt «, auf der Begrenzung des neuen, 
als Bild von B, erhaltenen Bereichs B, in angebbarer Weiïise der 
Peripherie des Einheitskreises näher liegt, als der Punkt «. Wird 
nun die geschilderte Abbildungsoperation unendlich oft wiederholt, 
so erhält man, (ähnlich wie bei meinem iterierenden Verfahren in 
Anwendung auf das Problem der konformen Abbildung eines 
mehrfach zusammenhängenden Bereichs auf einen von Voll- 
kreisen begrenzten Bereich), eine immer weiter fortschreitende 
Anschmiegung“ des Randes an die Kreisform, da nun 
lim|a,| — 1 wird, weil offenbar |«,,,| —]|«,| nicht beliebig klein 


n=2 


werden kann, ohne da 1—|«,| beliebig klein wird. 


Die Funktionen log GT [n = 1,2,3...] bilden, betrachtet als 
Funktionen von z,, eine monoton abnehmende Folge von positiven 
Potentialfunktionen, welche daher auch konvergiert. DaB die 
Grenzfunktion lim z, = + eine konforme Abbildung auf die volle 


Fläche des Einheïitskreises leistet, versteht sich auf Grund der 
Gleichungen 


wähnten zweiblättrigen Hilfsfläche, d. i. log 


last > FAR lan l > 
und 
lim «à, = 1 


von selbst. Uebrigens hat man auch sofort 


Znim | L 
En ! LA 


log APE Ta log 14, < — log la, 


1) Dieser Schritt läBt sich, wie alle folgenden analogen Schritte, auch graphisch 
leicht ausfübren. 
2) Vgl. Ann. 67 L c. 
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und kann dazu leicht ausrechnen, wieviel Schritte benôtigt werden, 
um die Grôfe 1—/]|«,| sicher unter eine beliebig klein gegebene 
GrôBe s herabzudrücken. Es ist ferner bemerkenswert, daB man, 
wenn 2, ein Punkt innerhalb B, ist, imstande ist, allein aus der 
Distanz dieses Punktes vom Rande des Bereichs B, a priori eine 
von # unabhängige untere Schranke für die Distanz seiner Bild- 
punkte 2,, z von der Peripherie des Einheïtskreises zu berechnen. 
Diese auf Grund meines , Verzerrungssatzes“ evidente Tatsache 
folgt im vorliegenden Falle eïnfach so: Es ist, wenn |z,|<|a| 
gewählt ist, loger > le mL 
man doch für die Stelle z, auf Grund des Harnakschen Satzes 
über positive Potentiale mittels kettenfôrmiger Anwendung des- 


Ist aber |:,|=|c,|, so kann 


selben eine untere Schranke für den Wert log DT gewinnen, weil 


‘log sai in B, ein positives Potential ist, für welches in einem 


12a| 
gewissen Bezirke soeben eine untere Schranke (Minorante) her- 
geleitet werden konnte. 

2. In Bezug auf die oben erwähnten Uniformisierungsprobleme, 
welche sich mit meiner neuen Methode lôsen lassen, will ich nur 
folgendes bemerken. Man kann nach früheren Untersuchungen 
von mir!) eine Abbildung der einfach zusammenhängenden, der 
Grenzkreisuniformisierung in den hier zu betrachtenden Fällen 
entsprechenden Ueberlagerungsfläche auf eine andere Fläche machen, 
welche über der Fläche des Einheitskreises ,regulär“ ausgebreitet 
ist, und unendlich viele gegen die Peripherie des Einheitskreises 
sich häufende relative Windungspunkte besitzt. Durch das Wurzel- 


verfahren, das jetzt als VŸ -verfahren oder log-verfahren zur 


Geltung kommt, kann man nun die relativen Windungspunkte be- 
seitigen, indem man sie gegen die Peripherie mebr und mehr hin- 
drängt, immer den dem Nullpunkt am nächsten liegenden Windungs- 
punkt durch eine Operation beseitigend. 

8. Ist F als Riemannsche Fläche einer zu bestimmenden alge- 
braischen Funktion y(x) vorgelegt, so kann man mit F' auf Grund 
von 2. eine Grenzkreïisuniformisierung mit Relativverzweigung der 
Uniformisierungstranszendenten vornehmen, indem man auf F solche 
relativen Verzweigungen vorschreibt, daf die betreffende Unifor- 
misierungstranszendente zugleich auch eine Grenzkreisuniformisie- 
rung der zu Grunde liegenden schlichten Ebene liefert. Wird nun 


1) Gôtt. Nachr. 1907, pag. 410ff., Crelles Journal Bd. 139 pag. 284ff. 
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T° der gefundenen Transzendenten entsprechend zu einer einfach 
zusammenhängenden Fläche F, kanonisch aufgeschnitten, so wird 
F, auf ein Grenzkreispolygon abgebildet, welches eine diskon- 
tinuierliche Gruppe erzeugt. Der für diese Gruppe allgemein an- 
gesetzte Quotient zweier Poincaréschen Reïhen gleicher Dimension 
liefert dann in der Ueberpflanzung auf F eine eigentlich zu F 
gehôrende algebraische Funktion. 

4. Es sei B ein beliebig gegebener schlichter (p + 1)-fach zu- 
sammenbängender Bereich. Die zugehôrende einfach zusammen- 
hängende Ueberlagerungsfläche verhält sich topologisch analog wie 
die Ueberlagerungsfläche, welche der Grenzkreisuniformisierung 
der schlichten Ebene unter Vorgabe von p+1 relativen Ver- 
zweigungsstellen unendlich hoher Ordnung entspricht. Demgemäf 
kônnen wir sie auch wie die letztere Fläche durch bloBfe Anwen- 
dung von Wurzel- oder Logarithmus-Operationen uniformisieren 
im Sinne der Grenzkreisuniformisierung. Ist diese Uniformisierung 
ausgeführt, so haben wir gewissermafen eine konforme Abwickelung 
des Bereichs Z auf das Innere des Einheitskreises, wobei die 
Randwerte sich natürlich unendlich oft auf der Peripherie wieder- 
holen. Dies hindert jedoch nicht, da die Menge der Grenzpunkte 
auf der Peripherie keinen Inbalt hat, jetzt durch eine einfache 
Anwendung des Poissonsche Integrals die Lôsung des Randwert- 
problems aufzustellen. Ist der mehrfach zusammenhängende Bereich 
speziell ein Kreisring, so ist die erwähnte Uniformisierung elementar 
und es treten auf der Peripherie des Einheitskreises nur zwei 
Grenzpunkte auf. 


Ueber die geradlinige Bewegung des Bornschen 
starren Elektrons. 


Von 


W. Behrens und E. Hecke in Gôttingen. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 22. Juni 1912. 


Die vorliegende Mitteilung, welche im AnschluB an eine Vor- 
lesung von Prof. Hilbert über Strahlungstheorie (Sommer 1912) 
entstanden ist, behandelt die geradlinige Bewegung des Bornschen 
starren Elektrons. Unter Zugrundelegung des alten Newtonschen 
Starrheitsbegriffes sind die Bewegungsgleichungen des Elektrons 
von Planck'), Herglotz*), Abraham) u. a. aufgestellt worden. 
Vom Standpunkte der Relativitätstheorie hat zuerst Born‘) 
die Bewegung des Elektrons behandelt: er hat aber nur einen 
speziellen Fall, die sog. Hyperbelbewegung, näher betrachtet. 
Wir werden im Anschluf an die Bornsche Arbeit für die allge- 
meine geradlinige Bewegung des Elektrons die Bewegungsglei- 
chungen angeben, welche die Geschwindigkeit des Elektronen- 
mittelpunktes und deren Ableitungen mit den Vektoren des äuferen 
Feldes verknüpfen. Wir werden diese Gleichungen dadurch er- 
halten, daB wir die Kraft des Elektrons auf sich selbst nach Po- 
tenzen seines Radius a entwickeln. Unser Verfahren gestattet, 


1) M. Planck, Über elektrische Schwingungen, welche durch Resonanz crregt 
und durch Strahlung gedämpft werden. Ann. d. Phys. N. Kolge. id. 60 (197). 

2) G. Herglotz, Zur Elektronentheorie. Güôtt. Nachr. 1908. 

3) M. Abraham, Élektromagnetische Theorie der Strahlung, 2. Autl, Leip- 
zig 1908. 

4) M. Born, Die Theorie des starren Elcktrons in der Kinematik des Rela- 
tivitätsprinzips. Ann. d. Phys. 4. Folge. Bd. 30 (1909). 
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noch die Glieder erster Ordnung:) dieser Entwicklung verhältnis- 
mäBig leicht zu bestimmen. Was die Lôsungen der Bewegungs- 
gleichungen angeht, so führt die Natur unseres Ansatzes ohne 
Schwierigkeit zu einer besonders einfachen Klasse von Lôsungen: 
- wenn wir uns auf sie beschränken, dann ist gerade wie in der 
Mechanik die Bewegung durch Anfangsort und Anfangsgeschwin- 
digkeit eindeutig festgelegt. Hingegen läft sich darüber, ob es 
auBer diesen Lôsungen noch andere gibt, nichts sagen. 

Die Bewegung des Bornschen Elektrons ist durch eine drei- 
fach unendliche Menge von ,Parallelkurven“ des vierdimensionalen 
Raumes gegeben. Wir beschränken uns im folgenden auf die gerad- 
linige Bewegung, also auf den Fall, wo die Weltlinien des Elek- 
trons zweidimensionale Kurven sind, und wählen die Bewegungs- 
richtung als æ-Achse. Für die Darstellung dieser Bewegung ist 
es zweckmäfig, nicht mit Born eine GrôBe p zu benutzen, die mit 
der Komponente der Vierergeschwindigkeit in der Bewegungsrich- 
tung identisch ist, sondern statt dessen die zu einer bestimmten Welt- 
linie des Elektrons gehôrige Eigenzeit tr. AuBerdem charakterisieren 
wir einen beliebigen Weltpunkt des Elektrons durch die Rubkom- 
ponenten #, H, Z seiner ,Entfernung“ von dieser Weltlinie; diese 
GrôBen sind längs einer Weltlinie konstant: wir kônnen also von der 
Weltlinie #, H, Z sprechen. Ist die Anfangsweltlinie gegeben durch 


z = «(+ 
y = 0, 
2.= 0, 
t = B(r) 
wobei die Funktionen «(r) und B(r) der Gleichung *) 
() ap" — —1 
und der Ungleichung 
B =—0 
genügen, so lautet die Darstellung der Weltlinie 5, H, Z: 
z = a+fp'E, 
y = H, 
PET 
t= B+a'x. 


1) Die Reiïhe beginnt mit einem Gliede der Ordnung — 1. 
2) Wir setzen die Lichtgeschwindigkeit gleich 1; die Striche bedeuten Ab- 
leitungen nach 
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Denn erstens sind diese Kurven Parallelkurven: jeder lineare 
Raum x = const. ist nämlich wegen der aus (1) folgenden Re- 
lation 


(2) a!'o'! — B'B" = 0 
normal“ aufder Weltlinie #, H, Z, und die Entfernung des Schnitt- 


punktes dieses Raumes mit einer anderen Weltlinie #,, H,,Z, von 
dem Punkte r der ersten Weltlinie ist gleich 


(F 5) Æ (H— H,) Fe Z,), 


also längs der Weltlinie konstant; zweitens erfolgt die Bewegung 
parallel zur xæ-Achée, und drittens bedeuten die Parameter #, H,Z 
wirklich die Ruhkomponenten des Abstandes der Weltlinie 5, H,Z 
von der Anfangsweltlinie. Weïter macht man die Annahme, da8 
die Ruhgestalt des Elektrons eine Kugel vom Radius a ist. Als 
Anfangsweltlinie wählen wir dann natürlich die Weltlinie des 
+ Mittelpunktes; die zum Elektron gehôrigen Weltlinien sind dann 
gegeben durch: 


Æ+H+Z< a. 


Die elektrische Ruhdichte 9, endlich soll konstant sein, die Rub- 
ladung des Elektrons ist dann also 


= A9. 


Die letzte Voraussetzung machen wir nur der Einfachheit halber: 
eine von #,H, Z abhängige, inbezug auf den Mittelpunkt symmetri- 
sche Ladungsverteilung würde keine neuen Schwierigkeiten bieten. 

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen des Elektrons auf- 
stellen. Es bedeute M den elektromagnetischen Sechservektor 
des Feldes, welches durch das Elektron erregt wird, und w sei der 
Vierervektor, der die Geschwindigkeit der Elektrizität mift. Dann 
ist die auf die Ladungseinheit wirkende Kraft durch den Vektor 


= -v.M 
gegeben, und die gesamte auf das Elektron wirkende Kraft ist 
das über seine Rubgestalt, also über das Gebiet 

#'+H+27<£a 
zu erstreckende Integral 
h efd a, 
wo zur Abkürzung 
d& = dEdHaz 
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gesetzt ist. Verstehen wir endlich unter 4 den Vierervektor der 
äuferen Kraft, der nur von dem betrachteten Weltpunkt und von 
der dort herrschenden Geschwindigkeit der Elektrizität abhängen 
môge, dann sind die Bewegungsgleichungen des Elektrons gegeben 
durch: 

J'afdR+ fekdr = 0. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit dem ersten Gliede. Die 
Berechnung von M erfolgt bekanntlich mit Hilfe der retardierten 
Potentiale. Es sei ® ein Vierervektor, welcher die partielle Dif- 
ferentialgleichung 


FPE QUE ME sua 
où Top To  — 
und die Nebenbedingung 
Div 6 = 0 


befriedigt; dann ist 
M = Curl ®. 


Für die Grüfe ® gilt bekanntlich folgende Integraldarstellung : 
T1 = = Æ 8,0 - ma — — dA., 
4x (G—x)v,+(y—y)o,+(z — 2)v, —(t—-t)v, 


D — 


Dabei ist, wenn À eine beliebige Funktion von #%,H,Z,r ist, À ab- 
kürzend für 1(%, H, Z,t) gesetzt; die Integration erstreckt sich über 
das Gebiet 


und t ist diejenige Funktion von EH,Z, E,H,Z,r, die der Glei- 
chung 

(3) k=(@-x)+(y-y) +(G—2) —-(t—# = 0 

und der Ungleichung 


T<T 
genügt. 
In unserem Falle ist nun 
CET 
v, = 0, 
LA ai 0, 
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Setzen wir ferner abkürzend 
A=(@-2)a —(t—t)f, 


so wird 
Lfoerss 
D, ES Ar D T8 
3, = 0, 
®, = 0, 
1 44 B' Les 
D = gr) 4% 
Für den Kraftvektor ergibt sich also: 
,(9®, . 0®, 
freres) 
ART Le AR à 
fer ( œ +3) 


Die y- und z-Komponente des Feldes interessieren uns nicht, weil 
man sich leicht überlegt, daf sie bei der Bildung der Gesamtkraft 
doch herausfallen. Um den Skalar 


auszurechnen, führen wir auf Grund der Relation (2) eine Grüge 
b(r) ein durch die Gleichung '): 

(4) a!! == bp, B'' es ba, 

gewinnen durch Differentiation der Gleichung (8): 


Ôt ZT —x 
ôæ  A(1+6x) 
rt tt 
ô  AG+oD 
und finden auBerdem 
ee — 5B-(1+05), 


wobei abkürzend gesetzt ist 
B = (&—-2)p—(t— 1) ai. 


1) [b| ist der absolute Wert des ,Betrages“ der Beschleunigung. 
Kgl. Ges. d, Wiss, Nachrichten. Math.-pbye. Klasse. 1912. Hoft 7. b7 
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Mit Hilfe dieser Formeln ergibt sich dann: 


ôœ, 0®, 1 TITEONCE OU ENTER 
M UE DUT 4 F2) 


und für die gesamte Kraft des Elektrons auf sich selbst folgt der 
Wert: 


F, = —p'[oSdae = —$F, 
F, = 0, 
F, = 0, 
F, = - a [e,Sa8 = —0'F. 


Der Nenner 1+0# verschwindet nicht; denn in der Bornschen 

Kinematik ist die Beschleunigung b an die Ungleichung 
|b|.a<1 

gebunden. 


Die rechten Seiten dieser Gleichungen erhalten sofort die ge- 
wünschte Gestalt, wenn wir 7 nach a entwickeln, diesen Ausdruck 
in F einsetzen und schlieBlich F als Potenzreihe von a schreiben. 
Dann treten nämlich in der Tat nur die GrôBen «,8, «',B', «'!,B'! 
u. s. wW. auf. 


Um das bequem zu übersehen, geben wir dem Ausdruck 


af este 


zunächst eine andere Form. Es ist zweckmäfig, statt der GrôBen 
#, H,Z die GrüBen 

H Z 
AT Ney 
zu verwenden; die Integrale sind dann über die Einheitskugel zu 
erstrecken. Ferner bemerken wir, daB die Funktion 7 auBer von 


a,t,Ë,E nur abhängt von der Verbindung 


= (6-8 +G-n+E6-0). 
Wir bilden nun die zweiten Ableitungen von t und führen sie in 
den Ausdruck für F ein. Dann sieht man ohne Schwierigkeit, 
daB man ibn as umgestalten kann: 


AE a (+58 a)(E+ #5 ar de 


oder unter ne der Ruhladung e,: 
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9e 10 5 \[ôr , É—E 07 
Fe ff ë a)(ÉE+ Ft)}as a | 
64 x° a° € 0€ sé OË EN Os RAS 
Dieser Ausdruck ist für die Rechnung sehr viel gecigneter als der 


Ausdruck (6): wenn die Funktion 7 nach Potenzen von «.ent- 
wickelt ist, so ist er ohne Mühe zu bilden. 


Un die Entwicklung von + zu finden, haben wir zunächst die 
Funktion L nach Potenzen von 7—7 und von a zu entwickeln. 
Da À gegenüber einer Lorentz-Transformation invariant ist, kônnen 
wir annehmen, daf in dem Augenblick # 

«' = 0 B'=1 
ist. Unter dieser Annahme ergibt sich aus den Gleichungen (4): 
a'! — b, #9" == 0, 
œ''"! pes b', B''' = b?, 
PAS — b''+b, B® = 36bb', 
und ähnlich drücken sich alle hôheren Ableitungen von « und f 
durch die von b aus. Also ist 


SALA La 


* DAS | Dares he A route 
& = à LetTro +e Gr) Enmiatenn his 
= à ee OT 

B — B+(r-7) bete Ces de 

VA L DE RO 

a br) +5 (T5) + : (T—t)+..…, 

à bu be. 

Pi +504 (Er) +, 


und wir haben schliefilich 
= (+ + Go 4 
+abe+b-9+ GE+DG- 
+(SGE+D+ HE +E)E- +.) 
Ha (8 + DEEE DER (Ge) 
Machen wir nun den Ansatz 


F-1 = A,a+ÀA,a + 4,a + A a+. 
so liefert die Gleichung k — 0 zunächst 


57 * 
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27.008 
A; = 6, | 


also 
Ad, =vEe. | 
fl 


Da wir diejenige Lôsung zu énss od wünschen, für die r=75 
ist, so wählen wir 
À, = —e6 


und finden weiter 


4, SeŒ+E, 
D Lips à me p° 
A, = — Le + 28488) Le PR 
A = Det +3Pe+3Ep+6e)+ Ce (AE + SEE 42e) 


É De E+ £) + 4 (BE +t)— A ë 


Allgemein übersieht man, da8 À, eine ganze rationale Funktion 
i-ten Grades von £,Ë und & ist, die & als Faktor enthält, und deren 
Koeffizienten sich ganz und rational durch b,b/, ..b®* ausdrücken. 


Aus diesen Gleichungen folgt nun leicht, wenn wir abkürzend 


setzen : 
+bEu — 1 
bd 
+as(p+) 
0! ) 
ds e(p+y 
Her (r+v +4 # (p+v) 
D ER AE 
AE her NES: Là 
ET € Ode so 
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8 b° 1 D 2 2 b' 
—|S- Cp +v)8 + Gp+v)v 


b° L' 
nv 


b° 
+a a (T9 +3W)pu+i 15 D p'+4pu+ 30) v 


3 
+: Cp te RE 
8°) 
8 
+... 


Wir haben nun das Produkt dieser beiden Reïhen zu bilden. 
nach & zu differentiieren und durch & zu dividieren. Diese Rech- 
_nung vereinfacht sich sehr, wenn man bemerkt, daf das Integral 


[Te g" L’ do do 


nur dann von Null verschieden ist, wenn 2 und x beide gerade 
sind. Die Substitution 


ele min Elé 


ändert nämlich Integrationsgebiet, Volumenelement und die GrüBen 
s und œ nicht, verwandelt dagegen y in —#. Falls also » unge- 
rade ist, geht das Integral durch diese Substitution in den ent- 
gegengesetzt gleichen Wert über; andrerseits kann es sich dadurch 
nicht ändern, es ist also gleich Null. Mit Hilfe der Substitution 


El —E, 1|—% él 
zeigt man ebenso, daf das Integral für ungerades u verschwindet. 
Da die Differentiation nach & und die Division durch & die GrôBen 
uw und » nicht ändern, so kônnen wir also schon bei der Mul- 
tiplikation der Reïhen alle Grôfen weglassen, die wenigstens eine 


der GrôBen w,v in ungerader Potenz enthalten. Bemerken wir 
schlieflich noch, da 


[fev dodo = 4 [fe do do 
ist, s0 ergibt sich für den Betrag F der gesamten Kraft, die das 
Elektron anf sich selbst ausübt, der Wert: 
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sfr sof fees su f Éd A 
ARS fete EE 9 me 
LS M Le dodo+2 [ [ (feu 


Die Umrechnung in die gewôhnlichen Einheiten ergibt 
9e; do do À 
Fr al Lis f lade Aef do do 
11 FRNUSE 
als Jfeœdo+ (eff Ÿ_ To do 
16 : 
+[f# dde +2 [ [ Ÿ “asdo 7 [ J stwdo)| + » 


Allgemein wird der Koeffizient von a’ eine ganze rationale Funk- 
tion von b,b’,..b%"” werden. Die gesuchte Umformung der Kraft 
des Elektrons auf sich selbst ist damit erledigt. 


Der Koeffizient von — b ist die elektromagnetische Masse des 


Elektrons: es ist also 
y es 1 do do 
32 r°ca Bi L 


mn'—_— 


oder da 
ist, 


in Übereinstimmung mit der Bornschen Formel. 


Das Glied 
Edit er —— 
39 73 5 Ÿ ff æa 


von dem die Ausstrahlung des Elektrons in erster Linie abhängt, 
stimmt genau mit dem entsprechenden Gliede der Abrahamschen 
Theorie überein. Es lautet nämlich in der alten Auffassung, wie 
man leicht durch Differentiation bestätigt!), 


Gxc° ? 


1) Der bei Abraham (2. a. O. $. 119) hinzutretende Faktor 4x rührt von einer 
anderen Wah] der Einheiten her. 
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A PE LE OO On pre’ 
NUE nl += 


Die folgenden beiden Glieder sind weniger bekannt: das Glied 
mit b”a entspricht einem von Herglotz berechneten Gliede in der 
alten Theorie; das Glied mit b°a steht bereits in der Bornschen 
Arbeit'), es muB ja natürlich schon bei der durch die Gleichung 
b = const. charakterisierten Hyperbelbewegung auftreten. 

Wir haben bislang die Kraft, die das Elektron auf sich selbst 
ausübt, nach Potenzen des Radius « entwickelt. Wir tun dasselbe 
nun für den ,Betrag“ der gesamten äuferen Kraft: 


K = K,+aK,+aK,+::. 


.Dabei sind die X; Funktionen von «, B,«', f. 
Die Bewegungsgleichungen des Elektrons haben dann folgende 

Form : 

a" —= A,a+ A,a+::,, 

p" Su B,a+B,a+::. 
Dabei sind À, und B, Funktionen von «,8, «’,B,...«°,B%. Es sind 
also zwei simultane Differentialgleichungen unendlich hoher Ord- 
nung. Die Gleichung 

LE RENTE 


hat dabei nur den Charakter einer Anfangsbedingung. 

Wir beschäftigen uns nicht mit der allgemeinen Lôsung dieses 
Gleichungssystems, sondern beschränken uns auf solche Lüsungen, 
die sich nach Potensen von a entwickeln lassen: das legt ja die 
Natur unseres Ansatzes auferordentlich nahe. Freilich wäre es 
môglich, daB alle Lôsungen bei a — 0 analytisch wären, daf unser 
Verfahren also alle Lüsungen lieferte: wir lassen das aber uner- 
ôrtert. Wir setzen daher 

a = a +aa+aa, +... 

B = B+AaB +2 p, +: 
und gehen damit in die beiden Gleichungen ein. Dann sieht man 
ohne Mühe, daB alle a; und B, bis auf je zwei Integrationskon- 
stanten eindeutig festgelegt sind, und daf diese wieder gerade durch 
Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit eindeutig bestimmt werden. 
Bei Beschränkung auf die in a analytischen Lüsungen ist also die 


1) Die Formel (165) der Bornschen Arbeit enthält einen Rechenfehler. 
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Bewegung des Elektrons durch Anfangslage und Anfangsgeschwindig- 
keit vollständig bestimmt. 

Die Physiker') verwerfen bei der Behandlung der linearen 
Differentialgleichung dritter Ordnung für die Schwingung des 
Elektrons eine Fundamentallôsung als unphysikalisch und erhalten 
dadurch dasselbe Ergebnis. Unsere Betrachtung macht dieses Ver- 
fahren vom mathematischen Standpunkt aus verständlich. 


1) Vgl. z. B. M. Planck, Vorl. üb. d. Theorie d. Wärmestrahlung, Leipzig 
1906, S. 110. 


Ueber 
elektrische und magnetische Doppelbrechung. 
IIT. 
Von 
W. Voigt. 
Vorgelegt in der Sitzung am 26. Oktober 1912. 


1) In den früheren Mitteilungen’) über den in der Ueberschrift 
genannten Gegenstand ist die von Herrn Langevin ausgearbeitete 
Vorstellung der Orientierung der Moleküle im elektrischen oder 
magnetischen Feld für sich allein verfolgt worden. In der 
nachstehenden Notiz soll nun untersucht werden, wie die bezüg- 
lichen Resultate sich modifizieren, wenn neben der Orientierung 
der Moleküle auch die direkte Wirkung des Feldes auf 
die Elektronen in Rechnung gesetzt wird, die ja in Wahrheït 
immer vorhanden ist. Im Falle der lineären Doppelbrechung, 
die normal zu den Kraftlinien beobachtet wird, ist, wie Herr 
Langevin gezeigt hat, der Effekt dieser letzteren Einwirkung 
im durchsichtigen Spektralgebiet klein neben dem der molekularen 
Orientierung; es wird also in erster Linie zu untersuchen sein, 
wie sich das Verhältnis bei der zirkularen Doppelbrechung 
gestaltet, die parallel zu den Kraftlinien eines magnetischen Feldes 
eintritt, und was etwa nächst den Absorptionslinien gilt. 

Die Betrachtung knüpft durchaus an die Entwicklungen des 
crsten Teiles (I) an; nur wird, um Uebereinstimmung mit meinen 
Untersuchungen über den Zeeman-Effekt herzustellen, jetzt an- 
stelle der X-Axe (wie Herr Langevin tut) die Z-Axe in die 
Feldrichtung gelegt werden. Bezeichnet man dann die wirkende 


1) W. Voigt, Gôtt. Nachr. 1912, p. 577 und 832. 
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äuBere Feldstärke mit H (wobei die Selbstinfluenz des Kôrpers 
vernachlässigt werden darf) und die Komponente erster Art eines 
Tensortripels £,, t,, t, nach der Z-Axe mit #,,, so ist das auf das 
Molekül wirkende Potential nach Formel I (2) 


(1) w = —}Hu,, 


wobei w,, u,, u, die magnetischen Momente des Moleküles nach 
seinen Symmetrieaxen X,, Ÿ,, Z, bezeichnen, welche durch das 
Feld Eins erregt werden. 

Die Anzahl der Moleküle, die eine durch #, y, y charakte- 
risierte Orientierung ibrer Hauptaxen gegen die festen Axen be- 
sitzen, ist nach Formel I (5) 


Q) LD a (1 à r) sin 648 dp dy, 
d. h., wenn 
H° . 
(8) QmrT — 74 
gesetzt wird, 
(4) AN = (14 Rip) sin 9 d9 dpdy; 


dabei bestimmt sich C aus der Gesamtzahl N der Moleküle gemäB 
(G)) N = 4x C(A+Riu), wo u = Eu +u,+u). 


2) Die Bewegungsgleichungen eines Elektrons mit den Elon- 
gationen x,t,3 im magnetischen Felde folgen aus den Formeln 
I (7) durch Zufügung der Glieder 


eH dÿ eH dx 


Bourg. Het rc: 
auf der linken Seite. Bei Schwingungen mit der Frequenz » und 
bei Benutzung von komplexen Lôsungen ergibt sich dann, wenn 
man (in Rücksicht auf e 0) abkürzt 


evH 
(©) na 
die Form | 
Pat (Pa + iR) D+Ps8 = eX’, 
(2) (Das —iR)E + Pa +Ps8 = ex”, 


Pas € + sa D + Ps à ea eZ’; 
dabeïi sind die 


(8) D = Ps = k,;+ih;v—m 
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Tensorkomponenten mit den Konstituenten p,, p,, p, parallel den 
Symmetrieaxen X,, Y,, Z, des Moleküls, und 


(9) Re Nm 


stellen die faktisch wirksamen elektrischen Komponenten durch 
die in der Welle schwingenden X, Y, Z dar. In welchen Füällen 
die Sammen > dabei fortbleiben kônnen, ist in der I. Mitteilung 
erwähnt. 

Lôst man die Gleichungen (7) nach x, t, 3 auf, bezeichnet, wie 
im I. Teile, mit q,; die Koeffizienten der inversen Formeln bei 
R — O0 und setzt überdies 


(10) + ni 


_ unter P die Determinante aus den p,, verstanden, so resultiert 


(A—R'sg)t = e[qu X'+(Qu+iRses) Y'+ (qu — iRs,) 7], 
(1) (AR ss)9 = 6[(4n — Rs) À’ + Ga L° + (us + 2 RSs) Z'}, 
A—Rs,)s = e[(qu+iRs,s) X'+ (ss —ÎRS,s) Y'+(Q5— R°/P)Z]. 
Für die Anwendungen sind die Ausdrücke 


4x 4x y ; : à 
EL Tate >> Lars [qu À + (dia + RS) Le 


(Qi wS; iRs,) 21: … 


zu bilden, unter Rücksicht auf das aus der statistischen Mechanik 
gewonnene Verteilungsgesetz (s) und (s) für die Orientierung der 
Moleküle. 


Kürzt man die Integration über die Kugelfläche ab gemäf 


T nÎr 
[ f sin # dÿ dp dy = fé, 
o*o 


so erhält man bis auf erste Ordnung bezüglich R 

4x CPAS nl 1+Æ; (us — u) 
(12) M ue LT POS io 
: [Qi Ah (Qi h iRs,,) + (Qs Ér iRs,,) 2}, 


u. s.f. Die Summen mit g,, 8, bei h Z k geben nach Symmetrie 
= 0; die mit q,, und g,, werden einander gleich. 


Somit bleibt nur 
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se — X'F+iRY'G, 
An 

(13) ZX -iRXG4+TE, 


4x è 
3 24SirE 


wobei 
Ne° 1+R(u, 
a 6x à WT AG si 3 (Qu + 2) do dy, 
a PRET Ne’ LE EF; (Us Æ u) 
(14) G — 6x s}e ru cmd Sgs do dy, 
= Ne' 1+R (1, —u) __p2 

ue 6x À Later EE) do dy. 
In dem Ausdruck für F ist der Symmetrie halber 4(g,,+q,) statt 
4, oder q,, allein, — die, wie gesagt, das Gleiche ergeben —, 


eingesetzt. Dies hat den Zweck, daB nun in allen drei Integralen 
F, G@, K nur die Richtungskosinus «,, B,, y, auftreten, denn es ist 


Qu + = Qi +a)+:. ae a) + 
Qu = Qasti.us.f. 
Da nun 
a, —= sin®cosp, BB, — sin Ÿ sinp, y, — cos Ÿ 


ist, wobei # und in bekannter Weiïse die Orientierung der festen 
Z-Axe gegen die Molekularaxen X,, Y,, Z, bestimmen, also sämt- 
liche Kosinus # nicht enthalten, so kann man das Integral nach 
+ von O bis 2x ausführen und erhält 


“ag | 1+ER (un) DE 
F — 3 Ne ES F5, & (Qu + Go) do, 


; 1 1+ Riu, 
(15) oi OT MERE a _n) fe 
1+2R(u, , 

Ne + an) u) (@s—R'}P) do. 
Das noch übrige Integral über do drückt aus, daB alle môglichen 
Orientierungen des Moleküls gegen die feste Z-Axe zusammen- 
gefaft werden sollen. 

3) Für eine parallel zu Z fortlaufende ebene homogene Welle 
ist nach dem I. Teil 
(16) 4x Dex = (n°-1)X, 4x > = (n° —1) Y, 

An Se = —Z 


K — 
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oder wegen (9) auch, bei 


n—1 
ua?) Lan ue Ph 
4x ; 4x ; 4x 1 é 
3 Zæ = mx, 3 Ze = m}, mL lee pe 


Ueber gelegentlich erlaubtes Vertauschen von m mit 4 (n° — 1) ist 
im ersten Teil gesprochen. 
Die Kombination von (13) und (17) liefert nun 


O0 = (F—-m) X'+iRY'G, 
O——iRX'G+(F-m }Y"  Z'—=0. 
Faft man die ersten beiden Formeln mit 1 und + : zusammen, so 


gelangt man zu 
(19) 0O—=(X'+iy) (F+RG-m). 


Hieraus folgt in bekannter Weise die Fortpflanzung zweier ent- 
gegengesetzt rotierender zirkularer Wellen, für welche resp. ist 
(X'+iY) =0; nm = F+RG, 

(X'—iY), =0; m, = F-RG. 

Wir schreiben dafür kurz 


(48) 


(20) 


m+ = F+RG = 


1+ R (ls — u) ext 
Leu se 


(21) 


4 Ne Qu + Que) F RS) U®. 


Nan ist aber 
(22) Qu = Lys Sn = Pull, P = D; Pi Ds; 


denn P ist die Determinante aller p,, und diese ist ein Skalar, 
kann also bestimmt werden, indem man die Koordinatenaxen 
X Y Zin die Hauptaxen X, Y, Z, legt, d.h. setzt 
Da = Por Des = Pan Pas = Do Da = Pa Pis © À 

Hiernach ergibt sich 

me = 4 Nef (142 (uw) +)] 
(28) Ana) + )ER at) à, 

Pi Pa Ps — R'(ps +.) 

Diese Formel ist auferordentlich kompliziert, und die Ausrechnung 
scheint zu ganz unübersichtlichen Resultaten zu führen. Man 


kann aber Wesentliches über ihre Aussagen schon in der obigen 
Form erkennen. 
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Bei Beseitigung der Feldwirkung, d. h. für R = 0, R, = 0, 
resultiert 
L'p 1H 


24 = Ref La el 
(24) je: 9 nn) 


was das Auftreten dreier Absorptionsstreifen in der Nähe von 


PAP sx 0, 12,l — 0, AP = 0, 
d. h. bei 


my, = k, Mi k,, my = 4%, 


ausdrückt. Das Feld bewirkt eine Veränderung dieser Streifen. 
Man kann von derselben leicht eine Anschauung gewinnen in dem 
Falle, daB die Streifen ursprünglich durch absorptionsfreie Be- 
reiche getrennt waren, und man nur Feldstärken betrachtet, wo 
jeder Streifen seiner Urlage näher bleibt, als derjenigen eines 
andern Streifens. 

In der Umgebung des Streifens (1) ist dann |p,] klein neben 
1»,] und |p,|, auch p, und », als reell und konstant zu betrachten. 
Wir schreiben nun 


ms = N/A + Raw) +.) 
GS)  (An(—-a)+. pr, + Rat) nm j 
p, — E*(p, a +'.)]2,2, 
und kôünnen dann jedes Element des Integrals als Darstellung der 
Wirkung eines unendlich schwachen (elementaren) durch «,, B,, y; 
charakterisierten Absorptionsstreifens deuten, der nahe da liegt, 
wo der reelle Teil des Nenners %, d. h. 


R' 0 Be y 

26 R|, — L(-2%)-R# (fe à) 
(26) IR, = |p;} FRA AM: 
verschwindet. Da nun 
(27) Ink = mir), p, = mir), p, = Mm(v—v), 
so bestimmt |[N|, = 0, d. h. 

R* oc Bs y; 
mn  -u-nf-F#)r(ff) 
(22) Mn nd Te P, | p, 


eine Verschiebung des Absorptionsstreifens (1), die für die 
+ Wellen die gleiche ist und angenähert dem Quadrat der Feld- 
stärke proportional verläuft. 

Diese Verschiebung ist im allgemeinen für jeden Elementar- 
streifen, d.h. für jedes System a,, B,, y, verschieden. Bezüglich 
extremaler Werte kommen die zwei Fälle in Betracht, daB », und 
r, gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. 
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Im 1. Falle (p, », = 0) sei p, <9p,; dann sind extreme Fälle: 
ti Ll, Woo Ÿ = 
Vs = +1, wo m(vi—v) —= Rp. 
Hier erfüllen also die Elementarstreifen alle im Felde den Raum 
R° 
mp, ? 


2) 


SV SL? = v— 


je nachdem », < 0. 
Im zweiten Falle (p, », < 0) sind die extremen Fälle: 


Re? 
B, = +1, wo m(vi—v) = a 
(80) de 
= +1, wo m(v—r) — . 
hier erfüllen die Elementarstreifen im Felde das Bereich 
; L ] 2 
UE NE ER 
3 2 


je nachdem p, Z 0, p, < 0. 

Es ist von Wichtigkeit, eine Vorstellung von der GrôBen- 
ordnang der im Vorstehenden abgeleiteten Veränderung der Ab- 
sorptionsstreifen zu erhalten. Wir knüpfen dazu an die zu (29) 
gefügte Ungleichung an, die wir schreiben 


F’ 
SE es ET A 
12 v 1 MES DE TAN A EME NC 
TT + Qm'y, (vi) ! 
__eH 


dabei ist R — 


-, 80 daB wir erhalten, indem wir v,+, 
mit 2», vertauschen, 

2 ? 

e H 

ne ss 

V F2 vV — — 2 ——— 
FR OS Am” c? (v, ie v,) 


Nan ist die Verschiebung w, beim normalen Zeeman-Effekt eines 
Kürpers mit isotropen Molekülen Fo durch 


E 2me | 
Demgemäf lautet unsere Ungleichung 


Die Ausbreitung der Absorptionslinien, auf welche die Theorie 
der äolotropen Moleküle führt, ist also, falls nicht », sehr nahe 
bei », liegt, ganz beträchtlich kleiner als die Verschiebung in dem 
normalen Zeemanschen Duplet. 
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4) Genaueres läft die Untersuchung der Stärke dieser ele- 
mentaren Absorptionsstreifen erkennen, die in Annäherung durch 
d\m+|, gemessen wird, wobei das Differential das Element des 
Integrals für m+ bezeichnet. Wir wollen für diese Diskussion den 
eine geringere Rolle spielenden reellen Faktor 


(81) NET + Ru —u)a+..)] = f 
setzen und als nur unwesentlich veränderlich betrachten. 
Im 1. Falle (p, », > 0) liefert 
D+PTE 
PP, — Fi fdo, 
n+nFR ,; 
PiPs — E, sen 


Der erste Ausdruck ist reell, gibt also die Absorptionsstärke 
Null; der zweite, in dem man im Zähler p, neben p, vernach- 
lässigen kann, ergibt an der Stelle des elementaren Absorptions- 
streifens, wo |p,|, — R°/p, ist, 


X, = +i:dim,| = 


(82) 
Ys = El :d\m:| = 


(83) —d|met, = 


Diese Stärke ist für die beiden Wellen verschieden, und zwar 
kann je nach dem Vorzeichen von p, die + oder die — Welle die 
grüBere Absorptionsstärke haben. 

Der gesamte Habitus der Absorptionslinie im 
Felde wird also in beiden Wellen der einer Ver- 
schiebung sein mit nach der ursprünglichen Posi- 
tion verwaschenem Rande. 

Im zweiten Falle (p,p, < 0) gibt die analoge Betrachtung 
eine Artenger Zerlegunginnachinnenverwaschene 
Komponenten, insofern die elementaren Absorptionslinien an 
der Stelle der ursprünglichen Linie die Stärke Null, nach den 
Grenzlagen bhin, die durch (30) gegeben wird, aber wachsende 
Stärken haben, die bis zu den Werten 


x - 1+£r 17 Rp 
(34) d|m+], = D EX resp. h, , fdo 


gehen. Wegen der entgegengesetzten Vorzeichen von p, und p, 
hat dabei die eine Welle am + Rande, die andere am — Rande 
die grôBere Stärke. 

Beide Fälle sind von dem des gewôhnlichen longitudinalen 
Zeeman-Effektes durchaus verschieden. 
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b) Die magnetischbe Drehung der Polarisationsebene wird in 
Annäherung durch |m_—w,], gemessen. Nun ist nach (25) und (31) 


(bjr mue mi 9R if Re, fdo, 


wobei wir f zunächst wieder als angenähert konstant behandeln. 

Wir wollen, wie oben, mit der Betrachtung in der Nähe der 
Absorptionslinie (1), aber doch in dem merklich durchsichtigen Be- 
reich bleïben; es ist dann aufer y, und p, auch p, reell; daneben ist 
?, klein und sind wieder p, und », merklich konstant. Wir schreiben 


Pis a, + Be ji es 
P. D. 
(86) [m_—m,|, = 2R RAM pe à pu 
(er) 
Ds Ds Ps D: 


Betrachten wir wieder die elementaren Absorptionslinien, so gibt 


‘jede einzelne einen Anteil d|m_—m, |, zur Drehung. Der Nenner 


hat zu beiden Seïten der neuen Lage der Absorptionslinie ent- 
gegengesetztes Vorzeichen, die elementaren Streifen geben also, 
so weit im Zähler das Glied mit p, vernachlässigt werden kann 
— d. h. mit Ausnahme der nahe bei «, — + 1 liegenden Werte —, 
zu beiden Seiten entgegengesetzte Drehungen. 

Der hierbei ausgeschlossene Fall wird beleuchtet durch Be- 
trachtung des Wertes des Elementes für «, — + 1; derselbe lautet 

2Rfdo 

Ps Ps 2:08 Æ? ? 
enthält also p, und somit » gar nicht mehr. Die Elementarstreifen 
a, — +1 geben demgemäf in dem betrachteten Bereich überhaupt 
keine merklich mit » variable Drehung. 

Die beiden Fälle, die oben bez. des Zeeman-Effektes behandelt 
sind, bieten auch hier ein Interesse. 

Im 1. Falle (p,p, = 0, p, <p,) ist für y, = +1 


(87) dim-m,| = 


(88) AC ag en Eee 


Das Vorzeichen von », bestimmt dabei, auf welcher Seite 
des Elementarstreifens die Drehung positiv ist, wie sich das aus 
der Form 

E° Ê 9 
CCE J— pr CE sam)" 
ae ne à Ci 7 
Kgl. Ges. d, Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Heft 7, b8 


870 W. Voigt, 


ergibt, die man dem Nenner des rechtsstehenden Ausdruckes 
geben kann. v; bezeichnet dabei die extreme Frequenz, die der 
Elementarstreifen (1) im Magnetfeld erhält; es ist » Z »,, je 
nachdem », £ v, ist. Bei positivem ÆR (d. h. negativem Elektron) 
ist dann 


für 2, >v,:dim-m,k, Z0 bei »£<»,, 
für v, <v,:d|m-m,|,ZO0 bei » Z v. 


Aus derartigen Elementarwirkungen hat man sich nun die 
Gesamtwirkung des Absorptionsstreifens aufzubauen, welcher letz- 
tere durch die Formel (28) in ein System von Elementarstreifen in 
dem Gebiet », <v £v; mit von Null bis zu einem Maximum an- 
steigender Stärke aufgelôst ist. 

Eine einfache geometrische Ueberlegung zeigt, daB am Rande 
des Streifens auf der Seite von »;, sich die Drehungsanteile aller Ele- 
mente mit gleichem Vorzeichen summieren, während sie sichinner- 
halb des Streifens mit teilweise verschiedenem Vorzeichen 
und mit abnehmender Stärke summieren. Es wird sonach die 
Drehung am Rande des Streifens auf der Seite von 
v, kleiner sein als auf der Seite von »'. Dieser Unter- 
schied wird sich mit wachsender Entfernung vom Streiïfen in der 
Weise verändern, daB (mit schnell abnehmender Drehung) sich 
mehr und mehr in gleichen Entfernungen beiderseits entgegen- 
gesetzt gleiche Drehungswerte einstellen. 

Im 2. Falle (p,p, < 0) kommt zu der Formel (38) noch für 
die andere Grenze 


(39) d|m_—m,|, — 


welche die entgegengesetzte Dissymmetrie liefert. Hier wird also 
die Drehung in der Umgebung von (1) weniger dissymmetrisch ver- 
laufen, ja für »,+p, — 0 den symmetrischen Gang annehmen. — 

Auch über die GrüBenordnung der durch die vorstehenden 
Entwicklungen bestimmten magnetischen Drehungen wollen wir 
uns eine Vorstellung bilden. Wir wollen dazu an die Formel (38) 
anknüpfen und annehmen, alle Elementarstreifen gäben diesen 
maximalen Anteil an der Drehung. Dann folgt für die wirkliche 
Differenz |m_—m,|, die Ungleichung 


ee ee SE 
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Für ein durchsichtiges Bereich künnen wir, indem wir sogleich 
L } 


den Wert R — —evH/c einsetzen und ste — v;* setzen, 
2 
diese Formel schreiben 


jets > | 8x Ne°vH 
Hierbei ist berücksichtigt, da8 sich f nur durch ein mit H° pro- 
portionales Glied von 4 Ne’ unterscheidet. 
Die Theorie des normalen Zeeman-Effektes liefert 
8x Ne vH 


mc (v 71 v°) Le 


Int —ni| = 


Es ist also, wenn nicht die Streifen (1) und (2) sehr nahe bei einander 
liegen, also »} — vi! mit »!*— »* vergleichbar ist, in der unmittelbaren 
Umgebung eines isolierten Absorptionsstreifens die magnetische 


‘ Drehung viel kleiner als in der gleichen Nähe an einem normal 


zerlegten Streifen eines Mediums mit gleich viel isotropen Molekülen. 

In Bereichen, wo R° sehr klein neben dem Produkt zweier 
Pi ist, d.h. in angemessener Entfernung von allen Absorptions- 
linien, kann man im Nenner von (35) das zweite Glied vernach- 
lässigen und dann leicht die Integration ausführen und erhält bei 
Benutzung des Wertes von f aus (31) 


Le Gr NeR FR} 
mn (Qt) + EG — u) +] 


Der Zusammenhang dieses Resultates mit den vorstehend für die 
nähere Umgebung einer Absorptionslinie gezogenen Folgerungen 
ist leicht erkennbar. Das in R° multiplizierte Glied kann dabei 
unter Umständen noch merklich sein, wo die Vernachlässigung 
bez. À”, die zu vorstehender Formel gefübrt bat, berechtigt ist. 

Die im Vorstehenden aus der Annahme äolotroper Moleküle 
abgeleitete Dissymmetrie der magnetischen Drehung der Polari- 
sationsebene in der Umgebung eines Absorptionsstreifens nimmt 
ein erhebliches Interesse in Anspruch, weil dergleichen Erschei- 
nungen in einzelnen Fällen beobachtet sind und im Widerspruch 
mit der Theorie des inversen Zeeman-Effektes zu stehen schienen, 
so da bereits nach andern Grundlagen der Theorie gesucht worden 
ist. Es ist nunmehr aber klar, da die Môglichkeit vorliegt, die 
betr. Erscheinungen im Rahmen der alten Theorie zu erklären. 
Ich komme auf Einzelnes am SchluB noch zurück. 

6) Im Vorstehenden sind die drei ursprünglichen Absorptions- 


_ linien vüllig getrennt angenommen. Ein besonderes Interesse 


b8* 
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bietet aber auch der Fall, da8 zwei von ihnen vüllig zusammen- 
fallen, die Symmetrie der Moleküle nämlich den Charakter eines 
Rotationsellipsoides hat. 

Ist p, — p,, fallen also die Streifen (2) und (3) zusammen, 
so bleiben für die Umgebung des einfachen Streifens (1) die früheren 
Formeln für den 1. Fall ohne weiteres verwendbar. Anders ver- 
hält sich der doppelte Streifen. Zu seiner Betrachtung schreiben 
wir (23) 
sr ((1+02)+ Fe (1-02) + R (a + 2 (La) 

1 1 


fdu, 
pi ŸtR'(1— 0) — Ra; 
Dre: 


(40) m+ — 


wobei jetzt f — 3 Ne°[1+ Riu, —u) a +(u,—w) (1 — «;))]. 

Da hier do — 2xda, gesetzt werden kann, ist das Integral 
ohne Schwierigheit streng zu berechnen. Das Resultat ist aber 
immer noch derartig kompliziert — selbst wenn von der Ver- 
änderlichkeit von f abgesehen wird —, daB es m. E. vorteilhafter 
ist, die bisherige Methode der Diskussion beizubehalten. 

In der Umgebung des (doppelten) Streifens (2) betrachten wir 
nunmebr p, als groB gegen |p,|, dabei als reell und merklich kon- 


stant. 
Die Bewegung des Streifens erschliefen wir wieder aus dem 
Verhalten des reellen Teiles des Nenners N, den wir jetzt schreiben 


F° 2 5 2 N)2 
(41) Fe (.- LT “)) 1, 
wobei 
R? 
Q° 2 ce +- Apt (L > 1 


Dieser Nenner läft sich in zwei Faktoren, der Quotient in dm+ 
also in Partialbrüche zerlegen mit den Nennern 


ER? 
2. —@) E RO. 
er NE A 


Daraus folgt, daf jeder Elementarstreifen durch das Magnetfeld 
in zwei Komponenten zerlegt wird, die für die + Wellen dieselbe 
Lage haben. Die Zerlegung ist um so näher symmetrisch und 
proportional zum Felde, je grüBer p, ist, je weiter also der ein- 
fache Streifen (1) vom doppelten (2) liegt, auferdem je grôBer «4 ist. 

Wir wollen nur den Grenzfall verfolgen, wo die mit p, divi- 
dierten Glieder vernachlässigt werden künnen, dann ist 
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me = +4) ER 

(2) - pi Re, 
Lee Rex a 
4 \p,+Ra,  p,— Ra, ï 


Dies zeigt, daB die Komponenten der Elementarstreifen in den 
beiden Wellen spiegelbildlich entsprechende Intensitäten aufweisen ; 
ist die + Komponente bei der einen die stärkere, so bei der an- 
deren die schwächere. 

Die Zerlegung und die Intensitätsdifferenz wechselt mit «,; 
beide nehmen mit «, ab. Der maximale Wert ist gegeben durch 
a, — +1, wo dann 

—R<m(-r) <+R 


ist. Zwischen diesen Grenzen liegen die Komponenten der anderen 
Elementarstreifen. Auf sehr kleine «,, besonders auf den Fall 
 &, — 0 ist indessen die vorstehende Betrachtung nicht anwendbar. 
Für «, — 0 wird das Element des Integrales (40), falls p,/p, neben 
Eins fortbleibt, 


Lé 
Lee 

(43) ame Li fdu, 
nus 
l 


was eine einfache, schwache Verschiebung des bez. Elementarstreifens 
mit für beide Wellen (wenig) verschiedener Stärke ausdrückt. 

Das Verhalten des Gesamtstreifens wird also eine dissymme- 
trische Verbreiterung sein, die in beiden Wellen sich etwa spiegel- 
bildlich entspricht und so eine gewisse Achnlichkeit mit dem Zee- 
manschen Duplet besitzt. — 

Für den Anteil des einzelnen Elementarstreifens an der 
Drehung der Polarisationsebene ist maBgebend der reelle Teil von 


2n («4 PS LUE = a) 
(44) d(m_— m,) = 2 Eat Pr D'OR LE _ fc. 
PTE ET 
1 


In einigem Abstand von dem Streifen (1) ist der ganze rechts 
stehende Ausdruck als reell zu betrachten. Ist wieder p,/», klein, 
so ergibt sich ein Verhalten der Drehung, das demjenigen bei dem 
normalen Zeemanschen Duplet durchaus analog ist, und Symmetrie 
inbezug auf die ursprüngliche Lage des Streifens (2) zeigt. Da 
die elementare Drehung bei kleinem p,fp, mit abnehmendem «, 
selbst schnell abnimmt, so wird auch das ganze System von Ele- 
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mentarstreifen einen äbnlichen Habitus der Drehung bewirken. 
In der Umgebung des Streifens (2) wird die Drehung mehr oder 
weniger symmetrisch verlaufen. 

7) Im Vorstehenden ist die Langevinsche Hypothese nur 
zum Teil benutzt. Es sind zwar die Moleküle als äolotrop be- 
trachtet, aber es ist ihre Tendenz zur Orientierung im Magnetfeld 
bei der Diskussion aufer Betracht geblieben. Diese Tendenz ge- 
winnt Ausdruck in dem variabeln Teil von 


f = ENeE(1+R ((u —u)as+..)] 


Da dieser neben Eins steht und in einen im allgemeinen sehr 
kleinen Faktor multipliziert ist, so wird er nur bei Beobachtungen, 
die einen ziemlichen Grad von Genauigkeit besitzen, in Betracht 
kommen. Solche sind die über das Verhalten der Absorptions- 
linien aber nicht. Einzig dürften Messungen über die magnetische 
Drehung der Polarisationsebene in durchsichtigen Spektralbereichen 
imstande sein, die in Ri multiplizierten Glieder zur Geltung zu 
bringen. 

Wie das im Nenner des Ausdruckes (35) für m_—m, auf- 
tretende R° drückt das R° eine Abweichung der Drehung von der 
Proportionalität mit der Feldstärke H aus, das Zukommen eines mit 
H" proportionalen Gliedes. Beide Terme unterscheiden sich in 
ihrem Charakter dadurch, daB R nicht von der Temperatur ab- 
hängt, R; aber die absolute Temperatur im Nenner enthält. Der 
Nachweïis einer Abweichung der Drehung von der Proportionalität, 
die mit abnehmender Temperatur beträchtlich zunimmt, wird dem- 
gemäB, wo sie auftritt, auf die bezeichnete Wirkung zu deuten 
sein. Wir kommen hierauf unten zurück. 

8) Für eine längs der X-Axe, d. h. normal zu den Kraftlinien 
fortschreitende Welle gilt 


An Dex = —X, 4x De = (n—1)Y, 


(45) 
4x Se; = (n -1)Z 
also bei Les — m wegen (9) 
TSa = 5x, Ze = m}, 
(46) 
5e = m2. 


Die Kombination mit (13) ergibt 


ET ER NT IAE LE an — —“ 


PES" 
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0 = X'(F+)+iRY'G, 


(47) O—= —-5RX'G+Y'(F -m) 

0= Z'(K — m). 
Die letzte Formel liefert für die parallel zu Z liegende p-Schwingung 
(48) m, = À; 


die beiden vorhergehenden ergeben bei Zusammenfassung mit den 
Faktoren 1 und + à für die normal zum Feld liegende s-Schwingung 


(49) (X'+iT)[F + GR m] = — X'(m,+4) 
oder wegen des Wertes von m+ (nach (20) 
(60) (ZÆ'+iY") (ms —m,) = — X'(m,+2). 


Dies kann man auch schreiben 


X'(m++4) = +iY'(m+—m,), 
woraus folgt 


m, ++ Le fe m, — M, 
(82) M_+E m_—m, 
oder 
L n(m+)+m, (mm +8. 
(b2) M, = ol 


Dies ist der strenge Ausdruck für m, durch m,und m. Ist [m,| 
und |m_| klein gegen 3 oder |m,—m,| und |m_—m,| klein gegen 
Im,++4|, so hat man sehr einfach die Annäherung 

e M, — M, 

(53) mem, © = db m, (=) 4m, +). 

In diesem Falle erscheinen die in m, ausgedrückten Eigenschaften 
der s-Welle einfach als Superpositionen derjenigen der + Wellen; 
insbesondere gilt dies von den Absorptionsstreifen. Die Werte 
von m+ aus (20) liefern zugleich sehr einfach 


(64) m, (=) F. 
Streng gibt (52) 
2R° G° 
(bb) m, = F— 2F+1'! 


wodurch die Abweichungen angedeutet sind, die im allgemeinen 
stattfinden. 

Die Formel (48) diskutiert sich ähnlich wie (23) und ergibt 
eine verwaschene Verbreiterung der Streifen in der p-Welle mit 
maximaler Stärke aus ursprünglicher Art. 

Die transversile magnetische Doppelbrechung und der trans- 
versale Dichroismus bestimmen sich durch 
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2R° G 

2F+1 

Geht man nur bis zu Gliedern von der Ordnung des Quadrates 
der Feldstärke und beschränkt sich auf das durchsichtige Spektral- 
bereich, so kann man schreiben 


F = NE f (+ Rite — 4) + R° 88) 3 (Qui + An) d®, 
K = Nef (+R (us —u)+ R'5%) (as — RP) do. 
In der Differenz heben sich die ersten Glieder der Integrale hin- 


weg, soda das Resultat mit H° proportional wird. Im letzten 
Glied von (56) ist sogar zu setzen 


1 4x , P+D,+p 
(H ane fs do = NPD PA, 
3 Dre 9 pipi psE. ? 


gr — TN (Pas TPP TPS | 
6 Ne [ Gu + 90) do 9 Ne D, De Da } 


(56) m,—m, = F-K- 


(67) 


Die mit Æ° proportionalen Glieder drücken die Wirkung des Zee- 
man-Effektes aus; sie sind natürlich von denjenigen verschieden, 
die aus der Theorie der isotropen Moleküle früher von mir ge- 
folgert sind, stimmen aber der GrôBenordnung nach überein, so daf 
bei Medien mit äolotropen Molekülen zumeist der Einfluf der 
Molekularorientierung denjenigen des Zeeman-Effektes übertreffen 
wird. 
Schlussfolgerangen. 


8) Nach dem im Vorstehenden Entwickelten wird man eine 
direkte Feststellung der Existenz äolotroper Moleküle am ein- 
fachsten bei solchen Medien ausführen künnen, die hinreichend 
scharfe und isolierte Absorptionslinien besitzen, um den Zeeman- 
Effekt zu zeigen. Bei Medien mit äolotropen Molekülen kommt 
keine glatte mit dem Feld proportionale Verschiebung resp. Zer- 
legung dieser Linien zustande, sondern eine Verbreiterung pro- 
portional dem Quadrat der Feldstärke, die in verschiedenen Typen 
auftreten kann. Allerdings kann diese Verbreiterung auferordent- 
lich gering sein, sodaf der Streifen als unverändert erscheint. 

Es ist bemerkenswert, daB die zahlreichen untersuchten Metall- 
dämpfe derartige Zeeman-Effekte im allgemeïnen nicht geboten 
haben, sodaB also äolotrope Moleküle in regelloser Anordnung 
dort nicht vorzukommen scheinen. 

Ein zweites Hilfsmittel zur Feststellung äolotroper Moleküle 
kann die magnetische Drehung der Polarisationsebene in der Um- 
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gebung von Absorptionsstreifen bieten, wo dieselbe nach der 
Theorie (im Gegensatz zu dem Resultat bei isotropen Molekülen) 
einen dissymetrischen Charakter haben kann. Bei Dämpfen ist 
die Drehung bisher nur in wenigen Fällen untersucht worden, und 
in diesen ist fast durchgehends der symmetrische Verlauf bestätigt 
worden. 

Eine hôchst interessante Ausnahme scheint nach den wichtigen 
Beobachtungen von Herrn Wood!) der dichte und relativ kühle 
Natriumdampf zu bilden, der entsteht, wenn metallisches Natrium 
im Vakuum erhitzt wird. Hier kommen magnetische Drehungen 
der Polarisationsebene vor, die unsymmetrisch zur Absorptions- 
linie liegen, meist auf der einen Seite sehr klein sind gegenüber 
dem Betrag auf der anderen Seite. Und zwar liegt die stärkere 
Drehung bald auf der einen, bald auf der anderen Seite der Linie 

und ist bald positiv, bald negativ. 
; Herr Wood vergleicht die bez. Erscheinung mit derjenigen, die 
er an der Quecksilberlinie À — 2536 A.E. beobachtet hat, an der 
er zugleich einen unsymmetrischen Verlauf der Absorption und 
der anomalen Dispersion feststellen konnte, und deutet im übrigen 
die verschiedenen Vorzeichen der Drehung auf die Wirkung nega- 
tiver und positiver Elektronen oder Elementarmassen. 

Die vorstehenden theoretischen Entwicklungen legen eine 
andere Deutung nahe, die voraussetzt, daB bei der niedrigen 
Temperatur des Na-Dampfes komplexe Moleküle vorkommen, die 
äolotrope Felder für die Elektronen liefern. Solche würden z. B. 
schon durch Aneinanderhaften von zwei Kugeln positiver Ladungen 
mit je einem eingeschlossenen Elektron entstehen, da für Emission 
und Absorption nur die Bewegung des Schwerpunktes der 
beiden Elektronen mafgebend ist. Systeme von mehr Kugeln 
würden zu anderen Aeolotropien führen. Eine Orientierung dieser 
Gebilde durch das Magnetfeld braucht in erster Annäherung nicht 
in Rechnung gesetzt zu werden. 

Bei äolotropen Molekülen kommen nun nach $ 5 im Magnet- 
felde unsymmetrische Ausbreitungen von Absorptionslinien vor, 
die mit unsymmetrischen Drehungen der Polarisationsebene ver- 
bunden sind, derart, daB auf einer Seite des Streifens eine viel 
grôüBere Drehung stattfindet, als auf der anderen. Diese grüfere 
Drehung kann bei wirkenden negativen Elektronen sowohl positiv 
als negativ sein. 

Die bei Na-Dampf von niedriger Temperatur hypothetische 


1) R. W. Wood, Phys. Zeitschr. 9, p. 124, 1908. 
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Voraussetzung des Vorhandenseins äolotroper Moleküle bietet sich 
mit viel grüferer Sicherheit bei geschmolzenen Kristallen und 
auch bei solchen Lôsungen von kristallisierten Substanzen, wo 
die Dissoziation zurücktritt. 

Die ausgedehnten Beobachtungsreihen, die Herr Elias!) an 
Salzen der seltenen Erden in Lôsungen, Gläsern, Schmelzen an- 
gestellt hat, gestatten hôchstwahrscheinlich die Heranziehung 
solcher Vorstellungen. Allerdings bieten die bez. Resultate der 
Anwendung jeder Theorie ungemeine Schwierigkeiten, weil kaum 
festzustellen sein wird, welchen Bau die wahrgenommenen Ab- 
sorptionsstreifen haben; daB es sich bei ihnen im allgemeinen nicht 
um einzelne, einfache, reinlich getrennte Streifen handelt, sondern 
um sehr komplizierte Systeme einander überlagernder, zeigt häufig 
die direkte Anschauung. Immerhin wird man geneigt sein, so wie 
Herr Elias tut, einige der erhaltenen Kurven über die Dispersion 
der Drehung im Sinne eines unsymmetrischen, ev. entgegengesetzt 
symmetrischen Verlaufes zu deuten. 

Man kann für die Anwendbarkeit der hier verfolgten Vor- 
stellung äolotroper Moleküle vielleicht auch die von Herrn Elias 
in einigen Fällen festgestellte starke Zunahme der Drehung mit 
abnehmender Temperatur heranziehen. Das in dem allgemeinen 
Ausdruck (15) für G auftretende R° ist nämlich nach (3) mit der 
absoluten Temperatur T indirekt proportional, und Herr Elias 
hebt hervor, daB bei dem geschmolzenen Nitrat von Neodym die 
Drehungen ungefähr nach diesem Gesetz mit der Temperatur zu 
varlieren scheinen. 

Allerdings fehlt der Nachweïis einer erheblich schnelleren 
Zunahme der Drehung mit der Feldstärke, als sie das lineäre 
Gesetz ergibt. Das auf der Orientierung der Moleküle be- 
ruhende Glied enthält nämlich die dritte Potenz der Feldstärke 
als Faktor. Die Sachlage ist also noch nicht vüllig aufgeklärt, 
trotzdem Herr Elias Abweichungen von der Proportionalität 
zwischen Drehung und Feldstärke an mebreren Stellen hervorhebt. 
Ein Fortschritt wäre in erster Linie von der erschôpfenden Unter- 
suchung des Verhaltens der Umgebung eines scharfen und môg- 
lichst isolierten Absorptionsstreifens zu erwarten. 


Gôttingen, im Oktober 1912. 
1) G. J. Elias, Dissert. Utrecht, 1909; Ann. d. Phys. 35, p. 299; 1911. 
S. auch R. W. Wood, Phys. Zeitschr. 9, 148, 1908. 


Begründung der Kontinuitätsmethode im Gebiete 
der konformen Abbildung und Uniformisierung. 


(Voranzeige.) 


Von 
Paul Koebe in Leipzig. 


Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 13. Januar 1912. 


In der vorliegenden Note gebe ich wesentlich Gedanken wieder, 
welche ich gelegentlich der Naturforscherversammlung in Karls- 
ruhe (Sept. 1911) mitgeteilt habe. Es handelt sich um eine erst- 
malige, durchgreifende Begründung der von Klein!) 
und Poincaré?) angewandten Kontinuitätsmethode im 
Grebiete der konformen Abbildung”) und Uniformisie- 
rung. Diese Begründung erstreckt sich auf alle von mir in den 
Abhandlangen über die Uniformisierung der algebraischen Kurven 
I, Il, III (Math. Ann. Bd. 67, 69, 72, Jahrg. 1909, 1910, 1912) be- 
reits auf anderm Wege, nämlich mit Hülfe der Methode der 
Überlagerungsfläche und des iterierenden Verfahrens 
als existierend nachgewiesenen Uniformisierungstranscendenten, 
durch welche alle von Herrn Klein in der Abhandlung , Neue 
Beiïträge zur Riemannschen Funktionentheorie“ (1882, Math. Ann. 
Bd. 21) in den sogenannten ,Fundamentaltheoremen“ defi- 
nierten GrôBen umfaft werden. Sie erstreckt sich jedoch durch 


die ibr eigentümliche Tragweite auch auf mannigfaltige andere 


Probleme der konformen Abbildung. Als charakteristischer Zug 


1) Math. Ann. Bd. 21, (1883). 

2) Acta math. Bd. 4, (1884). 

3) S. auch Schäflis Kontinuitätsmethode in Crelles Journal, Bd. 78, 
pag. 63—80, (1874). 
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dieser meiner Begründung ist neben einer gewissen engeren Be- 
zugnahme zu Klein überhaupt ganz besonders die Abwendung 
von Poincarés Theorie der ,polygones limites“ (Acta math. 
Bd. 4, pag. 250—276)!) hervorzuheben, welche seither als wesent- 
licher Bestandteil eines Kontinuitätsbeweises überhaupt gegolten?) 
und dadurch die allgemeineren Uniformisierungstheoreme (imaginäre 
Substitutionen) von der Kontinuitätsmethode überhaupt oder doch 
noch auf lange Zeit auszuschliefen schien. 

Um für diese vorläufige kurze Mitteilung, der ich eine aus- 
fübrliche, auch die bezüglichen Leistungen von Klein, Poin- 
caré, Ritter, Fricke, Brouwer, namentlich Klein und 
Poincaré näher bezeichnende Darlegung in den Math. Annalen 
unter dem Titel ,Über die Uniformisierung der alge- 
braischen Kurven. IV“ folgen lassen will®), eine Abgrenzung 
zu haben, will ich mich beschränken auf den Fall des Problems 
der Uniformisierung einer algebraischen Kurve (x, y) vom Geschlecht 
»? durch automorphe Funktionen des Schottkyschen Typus. 


A) Problemstellung und Unitätssatz. 


Es sei F die Riemannsche Fläche der zu uniformisierenden 
algebraischen Funktion y (x), » das Geschlecht der Fläche F. Die 
Fläche F denken wir uns durch » auf ïihr getrennt verlaufende 
Rückkehrschnitte in eine 2yp-fach zusammenhängende Fläche F, 
verwandelt. Die Fläche F, ist schlichtartig. Es wird verlangt 
eine GrüBe {(x, y) zu bestimmen, welche relativ zu F linear poly- 
morph ist, dazu in F, eindeutig, sodaf F, durch Vermittlung eines 
Zweiges konform auf einen schlichten Bereich ® mit linearer 
Ränderzuordnung abgebildet wird. Die Funktion #(x, y) ist, wie 
ich in den Abhandlung II und IIT gezeigt habe, durch die ge- 
nannten Eigenschaften bis auf eine lineare Substitution vollständig 
bestimmt, sofern sie überhaupt existiert. 


B) Die in Beziehung zu setzenden (6p —6)-dimensionalen Kontinuen. 


Wir gehen jetzt von irgend einem Fundamentalbereich @ des 
Schottkyschen Typus aus. Derselbe besitzt 3p willkürliche 


1) $. auch die kritischen Bemerkungen Poincarés pag. 235, 236. 

2) Klein, Ritter, Schlesinger, Fricke, Brouvwer. 

3) S. auch eine Note des Verfassers in den Berichten der Kgl. Sächsischen 
Gesellschaft der Wissenschaften 1912: ,Zur Begründung der Kontinuitätsmethode“ 
(pag. 59ff.) und dessen ,Referat über automorphe Funktionen und Uniformisie- 
rung“ in Jahresbericht des D. M. V. 1912 (insbes. pag. 161—163). 
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komplexe Konstanten, welche, da Bereiche, die durch lineare Sub- 
stitutionen in einander transformiert werden kônnen, nicht als we- 
sentlich verschieden zu betrachten sind, sich auf 3p — 3 Konstanten 
reduzieren. Um eine nur 3» —3 komplexe Konstanten enthaltende 
Normalform zu haben, denken wir uns mit dem Bereich ® 
eine solche lineare Transformation ausgeführt, daB die beiden Fix- 
punkte der ersten Randsubstitution in O und œ übergehen und 
daB auBerdem der Einheitspunkt einer der 2p —2 weiteren Fixpunkte 
ist, welche zu den Randsubstitutionen gehôren. Bezeichnen wir mit 
D’ den in der angegebenen Weise normierten Fundamentalbereich 
®, so erhalten wir nun, ausgehend von diesem Bereich ®', ein Kon- 
tinuum C, von Bereichen ®’, welches 6p—6 Dimensionen besitzt. 
Nicht jedoch ist an dieser Stelle klar, da alle Bereiche ®' ein 
einziges Kontinuum bilden, ebensowenig wie dies von den 
Bereichen ® feststeht. Das ist aber auch, wie wir später sehen 
werden, für den Kontinuitätsbeweis nicht erforderlich. Nachträg- 
lich ergibt sich erst, daf tatsächlich alle Bereiche ®' und also 
auch © ein einziges Kontinuum bilden. 

Wir denken uns jetzt auf der andern Seite das Kontinuum 
C, der Flächen F,. Das ist so zu verstehen. Jede Riemannsche 
Fläche Æ vom Geschlecht p kann man bekanntlich bei hinreichend 
hoher Wahl von # durch umkehrbar eindeutige konforme Abbil- 
dung in eine m-blättrige Fläche verwandeln. Indem wir irgend 
zwei dieser m-blättrigen Flächen wählen und jede durch p Rück- 
kehrschnitte zu einer 2p-fach zusammenhängenden Fläche F, auf- 
geschnitten denken, behaupten wir, daB es môglich ist, diese beiden 
kanonisch aufgeschnittenen Flächen stetig ineinander überzufübren, 
sodaf auch die Schnittsysteme ineinander übergehen. In diesem 
Sinne reden wir dann von dem Kontinuum C;. Der Beweis ergibt 
sich dadurch, daf wir die beiden aufgeschnittenen Flächen durch 
konforme Abbildung') je in eine schlichte 2p-fach zusammenhän- 
gende Fläche mit durchaus regulärer analytischer Ränderzuord- 
nung verwandeln kônnen. Zwei solche Flächen lassen sich dann 
in der Tat leicht ineinander überführen, und es entpricht einer 
solchen Überführung in stetiger Weise eine Überführung im Ge- 
biete der m-blättrigen Flächen, da man zu jedem schlichten Bereich 
mit analytischer Ränderzuordnung nach den Schwarz-Neu- 
mannschen kombinatorischen Methoden eine zugehôrende m#-blätt- 


1) S. meinen Aufsatz ,über konforme Abbildung mehrfach zusammenhän- 
gender Bereiche u. s. w.“ in Jabresbericht der D. M. V. 1906, sowie die erwähnte 
Abhandlung II & 18. 
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rige Fläche finden kann, welche nachweislich gleichzeitig mit dem 
Bereiche stetig variiert. Der Stetigkeitsbeweis kann sowohl auf 
Grand der kombinatorischen Methoden selbst geführt werden, als 
auch unabhängig von dieser Methode auf verschiedenen Wegen 
z. B. durch Heranziehung der Minimaleigenschaft der Abelschen 
Integrale oder mit Hülfe des am Schlusse der Abhandlung II von 
mir benützten allgemeinen Konvergenzsatzes. 

Wir denken uns nunmehr auf der einzelnen Fläche F, das 
Abelsche Integral erster Art w gebildet, welches bis auf einen 
bei Durchlaufung des ersten Rückkehrschnitts sich ergebenden Pe- 
riodizitätsmodul 2xi in F, eindeutig ist!) Die Funktion v = e* 
vermittelt dann eine konforme Abbildung der Fläche F, auf eine 
mebrblättrige, den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt 
unbedeckt lassende Fläche F°, deren 2p Randkurven paarweise 
durch Substitutionen der Form v” — cv’ verknüpft sind, unter € 
Konstanten verstanden. Der Typus der Fläche F} erfordert zu 
seiner Charakteristik und genaueren Normierung noch folgende 
weiteren Bestimmungen: Æ{ ist ein schlichtartiges, endlich-viel- 
blättriges Riemannsches Flächenstück mit 2p —-2 Windungspunkten, 
deren einer mit dem Einheiïtspunkt koincidiert; von den Rand- 
kurven besitzt das erste Randkurvenpaar die Eigenschaft, den 
Nullpunkt einfach zu umschlieBen, währendhingegen alle übrigen 
Randkurven den Nullpunkt nicht umschlieBen. Alle in der ange- 
gebenen Weise charakterisierten Flächen F\ bilden ein einziges 
Kontinuum C, von 6p—6 Dimensionen, und es besteht übrigens 
für dieselben ein Unitätsatz wie für die Flächen ®'; d.h.: zwei 
Flächen Æ°, welche, vermüge der Ränderzuordnung als ge- 
schlossene Mannigfaltigkeiten vorgestellt, umkehrbar eindeutig 
konform aufeinander abgebildet werden kôunen, so daB auch die 
kanonischen Aufschneidungen wesentlich dieselben sind, sind über- 
haupt wesentlich identisch. 


C) Durchführung des Kontinuitätsbeweises. 


Zu jedem Element des Kontinuums C, gehôrt, wie aus den 
kombinatorischen Methoden gefolgert werden kann, ein Bildelement 
des Kontinuums C,. Das letztere Element ändert sich nachweis- 
lich stetig, wenn ersteres sich stetig ändert. Indem wir die 
6p —6-dimensionale Umgebung des ersteren Elements beschreiben, 


1) Allgemeiner kann man Riemanns bekannte mebrblättrige Parallelogramm - 
fläche benützen, um Windungspunkte hüherer Ordnung zu vermeiden. 


mire orales 


ee Le 
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sind wir sicher auf Grund des Unitätssatzes, daf wir lauter 
verschiedene Elemente des Kontinuums C, erhalten. Da beide 
Kontinuen dieselbe Dimensionenzahl haben, ergibt sich nach einem 
allgemeinen Satze der Punktmengenlehre, (Satz von der In- 
varianz des Gebiets bei eineindeutiger stetiger Abbildung) 
welcher neuerdings von Herrn Brouwer!') in scharfsinniger, 
übrigens doch unmittelbar zugänglicher Weise allgemein bewiesen 
worden ist, daB auch im Kontinuum C, die vollständi ge Um- 
gebung des Bildelementes gewonnen wird. Wir erhalten so als 
Bild des Kontinuums C, ein in C, enthaltenes zusammenhängendes 
6p — 6-dimensionales Teilkontinuum C,, von welchem zu zeigen 
ist, daB es mit C, identisch ist, 

Zu dem Zwecke gehen wir von einem Element F! aus, welches 
dem Kontinuum C, angehôrt. Wir verbinden es durch eine 
Linie L im Kontinuum C, mit einem Element F!, welches nicht 


. zu C, gehôren môge. Indem wir nun diese Verbindungslinie durch- 


laufen, werden wir zunächst die entsprechende Linie in C, ver- 
folgen kônnen. Diese Linie führt, entsprechend der Annäherung 
an einen Punkt (F;)* auf L, mit Notwendigkeit an die Grenze 
des Kontinuums C,. Das steht aber im Widerspruch mit meinem 
Verzerrungssatze, aus welchem geschlossen werden kann, 
daf das Bild ®', welches einer Fläche F! bezichungsweise einer 
mit ibr äquivalenten schlichten Fläche mit 2p durch reguläre ana- 
lytische Substitutionen paarweise bezogenen Randkurven entspricht, 
gegenüber dem Original Æ% nicht beliebig stark verzerrt werden 
kann. Eine unendlich grof werdende Verzerrung müfte nämlich 


1) Vgl. dessen Note ,Über die topologischen Schwierigkeiten des Kontinui- 
tätsbeweises der Existenztheoreme eindeutig umkehrbarer polymorpher Funktionen 
auf Riemannschen Flächen“. Gôtt. Nachr, 1912, sowie die Notiz » Zur Invarianz 
des n-dimensionalen Gebiets“ in Math. Ann. Bd. 72, 1912. Eine Umgehung 
des Satzes von der Invarianz des Gebicts durch näheres Kingehen auf die ana- 
lytische Natur des Problems (vgl. Klein Ann. 21) scheint mir in Anbetracht 
der elementaren Natur dieses Satzes, dessen Bedeutung für den Kontinuitits-. 
beweis bereits Fricke in seinem Vortrage auf dem Jleidelberger Mathematiker- 
kongreB (1904) und in Fricke-Klein ,Vorlesungen über automorphe Funk- 
tionen“, Bd. 2, pag. 413 hervorgehoben hat, sowie in Anbetracht der von mir 
angestrebten Ziele der Kontinuitätsmethode (vgl. z. B. Abschnitt K der vorlic- 
genden Note) nur bedingt zweckmäfig zu sein um so mehr, als die Anwendung 
des Satzes für eine Dimension in der Analysis geläufig ist. Eine solche Um- 
gehung ist prinzipiell sicher môglich. Der von Klein L c. gegebene blobe 
Hinweis auf die Poincaréschen Reihen genügt allerdings bekanntlich dazu 
nicht, weswegen eben Mricke den Satz von der Invarianz des Gebiets als Desi- 
derat formuliert hat 
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notwendig eïntreten, wenn wir uns, die genannte Linie in C, ver- 
folgend, der Grenze des Kontinuums C, mehr und mehr nähern. 
Der Verzerrungssatz vermittelt statt dessen geradezu den Schluf 
der Existenz (F})* entsprechenden Bildpunktes in C.. 

Nanmehr ergibt sich nach Zuendeführung des Kontinuitäts- 
beweises auch, daB das Kontinuum C, tatsächlich alle Funda- 
mentalbereiche ®’ umfaft. Demnach bilden auch die Fundamental- 
bereiche ® des Schottkyschen Typus ein einziges Kon- 
tinuum. 


D) Kennzeichnung der Hauptbeweispunkte. 


1) Zugrundelegung eines (6» —6)-dimensionalen vollständigen 
Kontinuums C, im Gebiete aller Fundamentalbereiche des Schott- 
kyschen Typus, von welch’ letzteren zunächst nicht feststeht, ob 
dieselben ein einziges Kontinuum bilden. 

2) Die mit p Rückkehrschnitten kanonisch aufgeschnittenen 
Riemannschen Flächen vom Geschlecht p lassen sich als ein ein- 
ziges (6 —6)-dimensionales Kontinuum C, charakterisieren. 

8) Der Unitätssatz, nach welchem einem Element in C, nicht 
mehr als ein Element in C, entsprechen kann. 

4) Dem Gebiete C, entspricht in C, vermôüge eineindeutig ste- 
tiger Abbildung ein Teïlkontinuum C,. 

5) Das Teilkontinuum C, ist ebenfalls (6p —6)-dimensional 

6) Das Kontinuum C, erfüllt das Kontinuum C, vollständig !). 

7) Die Fandamentalbereiche des S ch o ttkyschen Typus bilden 
ein einziges Kontinuum?). 


E) Weitere Bemerkungen. 


a) Im Falle der Grenzkreïsuniformisierung hängt bekanntlich 
die Uniformisierungstranscendente von der Wahl der Zerschnei- 
dung nicht ab. Diesem Umstande entsprechend genügt es für den 
Beweis des betreffenden Uniformisierungstheorems zu zeigen, daf 
die unaufgeschnittenen oder, was mehr ist, die wie oben längs p 
Rückkehrschnittenen aufgeschnittenen Flächen des Geschlechtes p 
ein Kontinuum bilden. 

b) Im Falle der Grenzkreisuniformisierung bedient man sich, 
um auch bei der Anwendung des Verzerrungssatzes die durch 


1) Den Kleinschen Bemerkungen zum Bevweise dieses wichtigsten Punktes 
pag. 212 1. c. liegt ein insbesondere MiBverständnis zugrunde. Auch Poincaré 
ist in seiner Beschränkung auf den Grenzkreisfall keineswegs einwandfrei. 

2) Die von Klein angenommene Evidenz dieses Satzes (pag. 208 L. c.) 
dürfte auf einen Irrtum zurückzuführen sein. 


EE, — US 
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diesen noch nicht gelieferte GrôBenschranke für die Funda- 
mentalbereiche ® mit Grenzkreis zn erhalten, zweckmäfig des 
Satzes, daf alle derartigen Fundamentalbereiche denselben nicht- 
euklidischen Flächeninhalt besitzen, ein Satz, durch welchen tat- 
sächlich ein Zusammenschrumpfen des Bereiches auf einen Pankt 
ausgeschlossen wird. Im Falle der Uniformisierung durch auto- 
morphe Funktionen des Schottkyschen Typus war die Môüglichkeit 
des Zusammenschrumpfens dadurch ausgeschlossen, daB alle Be- 
reiche den Einheitspunkt enthalten und gleichzeitig den Nullpunkt 
umschlingen. 
c) Der Kleinsche Satz!), daB die den verschiedenen Unifor- 
misierungstheoremen entsprechend nach irgend welchem Typus zu 
schlichtartigen Flächen aufgeschnittenen Riemannschen Flächen vom 
Geschlecht p ein Kontinuum bilden, ergibt sich einwandfrei bei 
Zugrundelegung des oben bewiesenen Satzes, daB die schlichten 


. 2p-fach zusammenhängenden Bereiche mit paarweise regulär analy- 


tischer Ränderzuordnung ein Kontinuum bilden. 


F) Verallgemeinerung des Parallelschlitztheorems der konformen 
Abbildung. 


Zum Schlusse môchte ich, um wenigstens an einem Beispiel 
die Fruchtbarkeit der dargelegten Beweisprinzipien für die Pro- 
bleme der konformen Abbildung überhaupt zu illustrieren, noch 
ein neues Theorem der konformen Abbildung mehrfach zusammen- 
hängender Bereiche bezeichnen, dessen Beweis mittels dieser Prin- 
zipien besonders elegant gelingt. 

Man kann bekanntlich jeden (p + 1)-fach zusammenhängenden 
schlichten Bereich, welcher den unendlich fernen Punkt enthält, 
auf eine und nur eine Weiïse in einen von p +1 endlichen zur 
Achse des Reellen parallelen Schlitzen begrenzten schlichten Be- 
reich umkehrbar eindeutig konform abbilden durch eine Funktion 
z(x), welche sich im Unendlichen verhält wie xz+((0)), unter ((0)) 
eine in Unendlichen reguläre und für z — co selbst den Wert 
null annéhmende Funktion verstanden.  Dieses Theorem künnen 
wir etwa als das Parallelschlitztheorem bezeichnen. 

Es ist nun môglich dieses Theorem dadurch in bemerkens- 
werter Weise zu verallgemeinern, da$ man unter Aufrechterhaltung 
aller übrigen Bedingungen nur folgende Anderung trifft: anstatt 
zu verlangen, da8 alle Schlitze unter einander parallel sind, ver- 


1) Math. Ann. 21, pag. 208—209. 
Kl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Hoft 7. 59 
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langt man, daB jeder einzelne Schlitz eine vorgegebene 
Richtung besitzt. Es ergibt sich der Satz, daf es dann eben- 
falls auf eine und nur eine Weise môglich ist eine den ge- 
wünschten Bedingungen entsprechende konforme Abbildung zu 
machen. Diesen Satz kônnen wir als das allgemeine Schlitz- 
theorem bezeichnen. 

Man bemerkt sofort, daB die Konstantenzahl die richtige ist 
und hat dazu den Unitätssatz. Nimmt man in der Tat an, daf 
zwei Bereiche mit denselben korrespondierenden Schlitzrichtungen 
konform auf einander abgebildet seien, so daB die Abbildungs- 
fanktion z(x) sich im Unendlichen verhält wie x +((0)), so wird 
die Differenz x—:: eine auch im Unendlichen reguläre Funktion 
von x, durch welche der in der x-Ebene befindliche Schlitzbereich 
auf einen ganz im Endlichen befindlichen Bereich abgebildet wird, 
dessen vollständige Begrenzung sich auf p+1 Schlitze verteilen 
mu. Das ist jedoch topologisch unmôglich. Es muB demnach 
x —x eine Konstante und zwar gleich null sein. Bei der Durch- 
führung des Beweises kann man zweckmäfBig den abzubildenden 
Bereich zunächst in bekannter Weise auf einen Parallelschlitz- 
bereich abbilden. 

Sind speziell die gegebenen Schlitzrichtungen zu je zweïien 
entweder parallel oder orthogonal, so läft sich die Abbildungs- 
aufgabe mit durchführbaren Randwertaufgaben der Potential- 
theorie in Zusammenbang bringen und dadurch ohne Zuhilfenahme 
der Kontinuitätsmethode z. B. unter Zugrundelegung der kombi- 
natorischen Methoden lôüsen. Auch die allgemeine Aufgabe läft 
sich mit Hülfe dieser Methoden lôsen, wenn man dieselben in der 
von Herrn Prym') gefundenen eigenartigen Erweiterung heran- 
zieht. 

Dem hierdurch angedeuteten ausdehnungsfähigen Kreise von 
Abbildungsproblemen beabsichtige ich demnächst an anderer Stelle 
eine ausführliche Untersuchung zu widmen. 


1) Prym-Rost: ,Tlheorie der Prymschen Funktionen erster Ordnung“. 
Leipzig, Teubner, 1911. S. auch Appells Preisschrift: ,Sur les mtégrales de 
fonctions à multiplicateurs et leur application au développement des fonctions 
Abéliennes en séries trigonométriques“. Acta math. Bd. 13, 1890. 
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Über die Beziehungen zwischen den Volumen- 
flächen der isotropen und anisotropen Phase 
und über den Verlauf der neutralen Kurve 4v — 0. 


Von 
F. Kôrber. 


Vorgelegt von G. Tammann in der Sitzung vom 23. November 1912. 


G. Tammann'’) hat für das Gebiet kleiner Volumen die Zu- 
standsgleichung 


(0— =>) .(K+p) = C.T 


aufgestellt, in der die Konstanten v,_, Æ und C folgende phy- 
sikalische Bedeutung haben: v,= ist das Grenzvolumen des Stoffes 
bei unendlich hohem Druck, Æ der durch die gegenseitige An- 
ziehung der Moleküle bedingte Binnendruck und C berechnet sich 
als Produkt des Wärmeausdehnungskoeffizienten beim Drucke » 
a, mit (Æ+»p), dem zugehôrigen inneren Druck: C — a, (+ p). 
Für Atmosphärendruck nimmt C speziell die Form: C — Ap=0. À an. 

Die Gültigkeit der Gleichung ist für 9 von Amagat in einem 
Temperaturdruckbereich von 50° und 3000 Atm. auf die Volumen- 
änderungen untersuchte Flüssigkeiten für Drucke von 1000 Atm. 
aufwärts erwiesen worden. 

Im Anschluf an diese für Flüssigkeiten geltende Gleichung 


(1) Ci 2%=œ) (K +?) = O,T 


hat G. Tammann unter der Annahme, daB sich das Volumen 
einer kristallisierten Masse bezüglich seiner Kompressibilität und 


1) G. Tammann, Gôtt. Nachr. math.-phys. KI. 1911, 527, Ann. d. Phys. (4) 
37, 975 (1912). 
59 s: 
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Wärmeausdehnung wie seine Schmelze unter einem hôheren Druck 
verhält, für anisotrope Stoffe die ganz entsprechend gebaute Glei- 
chung 


(2) (ts —t#=).(K+4K+p) = CT 


aufgestellt, deren Gültigkeit allerdings noch nicht erwiesen ist. 
AK ist die Anderung des inneren Druckes bei der Kristalli- 
sation, C, berechnet sich ganz entsprechend den Flüssigkeiten zu 


C, = a,,.(K+AK+p) = a3=0.(K+ AK); 


Tap=œ ist das Grenzvolumen der anisotropen Phase; es deckt sich 
nicht mit dem entsprechenden Werte für die Flüssigkeit, da Extra- 
polationen nach zu urteilen die Isothermen von Kristall und 
Schmelze sich in der Regel schneiden werden, so daf t39= 0 > V9p= 0 
zu setzen ist. Die Differenz dieser beiden Grenzvolumen ist vermut- 
lich durch eine Volamenzunahme infolge der Orientierung der Mole- 
küle im Raumgitter bedingt; G. Tammann führt für diese 
Volumenänderung sy = —%2p=œo — Dvy=, die nicht auf Rech- 
nung der Erhôhung des Binnendrucks des Stoffes zu setzen ist, die 
Bezeichnung Sperrigkeit ein. 

Beide Volumenflächen, die des Isotropen und die des Aniso- 
tropen, sind gleichseitige hyperbolische Paraboloide. 

Im Folgenden soll nun der Zusammenhang der durch die Glei- 
chungen (1) und (2) dargestellten Volumenflächen der isotropen 
und anisotropen Phase näher besprochen werden, speziell wird der 
Verlauf der Schnittkurve beider Flächen untersucht werden, deren 
Projektion auf die pT-Ebene die für die Gestalt der Schmelzkurve 
so wichtige neutrale Kurve Av — 0 ist. Es wird sich ergeben, 
daf für den Verlauf der Schnittkurven von ausschlaggebender Be- 
deutung die Annahmen über die Sperrigkeit des Anisotropen sein 
werden. Die beiden von G. Tammann angeführten Môglich- 
keiten, daf einmal Dr, unabhängig von Druck und Temperatur 
ist, dann aber die gleiche Abhängigkeit von Druck und Tempe- 
ratur zeigt, wie das Gesamtvolumen, werden getrennt untersucht 
werden. 

a) Im ersten Falle, daB Dv,_ eine Konstante ist, ist die 
Volumenfläche des Anisotropen durch zwei Parallelverschiebungen 
aus der des Isotropen abzuleiten. Der Erhôhung des Binnen- 
druckes bei der Kristallisation um 4X entspricht eine Parallel- 
verschiebung um 4X in der Richtung der negativen Druckachse, 
der Sperrigkeitskonstanten eine solche um Dv,-% im Sinne der 
positiven Volumenachse. Durch diese zweifache Transformation 


( 
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ist die Gleichung für die Flüssigkeit in die für den Kristall tiber- 
geführt, d. h. die Volumenfläche des Isotropen deckt sich nach den 
beiden Verschiebungen mit der des Anisotropen. Unter Annahme 
einer von Druck und Temperatur unabhängigen Sperrigkeit des 
Anisotropen muf also 


C, = C, oder ao. K = 03=0.(K+1K) 
sein. 

Es verhalten sich also die Wärmeausdehnungskoeffizienten 
unter dem Druck Null umgekehrt wie die inneren Drucke der 
beiden Phasen : 

de PR PE 
pp —0 + K 2 AX 


Diese Beziehung folgt auch direkt aus der von G. Tammann 
angegebenen Gleichung 


K 1 
Ktr? 
wenn man nur für p die Binnendruckserhôhung ZX bei der Kri- 
stallisation einführt; die Verschiebung um Dev, zu grôBeren 
Volumen ändert die Wärmeausdehnung nicht, da hierbei die Iso- 
baren parallel zu sich verschoben werden. Die Konstanten C der 
Zustandsgleichungen sind also in diesem Falle identisch, da 


%p=0(K+ AK) — ay=0.K oder C, = C, = C 


Up —= Ap — 0" 


ist. 

Ergibt umgekehrt eine voneinander unabhängige Berechnung 
der Koeffizienten der Gleichungen (1) und (2) aus experimentellen 
Daten über die Volumen der isotropen und anisotropen Phase für 
beide Gleichungen identische Werte von C, so haben wir das als 
Hinweis darauf aufzufassen, daB Do, _., unabhängig von Druck 
und Temperatur ist. 

Aus den beiden Zustandsgleichungen 


(La) (2; —0»p=x).(K+p) NON 
und 
(22) SL SREAXEE) CN 


WOrin (£3p= 0 — lp=œ) = Dr, ist, kônnen wir nun durch Eli- 
minierung von v die Gleichung der neutralen Kurve fo = 0 ge- 


1) G. Tammann, Gôtt. Nachr. math.-phys. KI. 1911, 544, Ann. d. Phys. 
(4) 37, 993 (1912). 
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winnen. Wir erhalten 


2K.0: 
D'+n@E+AK)- CT + K.(K+ AR) = 0, 
Pp—=œo 
oder | 
AK\\°__ AK.C 1 4K.Dr, 
@) (e+(x+ 2 ) DE» (r+ d 00 } 
die Gleichung einer zur Seite der positiven 7-Achse geüffneten 


Parabel. Der Parameter ist gegeben durch CEz Ê die Koordi- 
P—=œ 


naten des Scheitelpunktes betragen 


AK 
ps = -(K+ 0), 
Ts = chere 


und die Hauptachse verläuft im Abstande ps — (x + À) pa- 


rallel der T-Achse. 
Von besonderem Interesse sind die Schnittpunkte der neutralen 


Kurve mit den beiden Achsen. Setzen wir in Gleichung (3) T — 0, 
so geben die Wurzeln der übrigbleibenden quadratischen Gleichung 
für p 
Dp’+2K+4K)p+K(K+4K) = 0 

die Schnittpunkte der neutralen Kurve mit der Druckachse an; 
wir erbalten 

Pi,r=0 = —K 

Po, r=0 = —(K+4K). 


Es sind dies die Punkte, für die nach Gleichung (1) und (2) 
die Volumen unbestimmt sind, also auch gleich gesetzt werden 
dürfen. Für alle anderen Punkte der Druckachse unterscheiden 
sich die Volumen des Isotropen und des Anisotropen um Dr, +. 

Als Schnittpunkt unserer Parabel mit der Temperaturachse, 
d. h. für p — 0, erhalten wir aus Gleichung (3) 

K.(K+4K) 


Berücksichtigen wir, da8 C — a2=0 À = @3p=0(K+ AK) ist, 
so künnen wir für 
AK C C 


CRARÉAIO DS PANNE Tolepe 


nee a mn ne put Berre ms mon 


D EE ne M ln + pue ee ee SE OPEN A 
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einführen, so daf 
Dvy = © 


Let —= Ft 
, Cp = 0 — Up = 0 


ist, ein Resultat, das direkt aus dem geradlinigen Verlaufe der 
Isobaren zu erschlieBen ist (vergl. Fig. 1), da ja &,=0o und 43,0 
die Steigung der Isobaren für p — 0 angeben. Würden die Vo- 
lumen der Flüssigkeiten und Kristalle auch bei kleinen Drucken 


der Gleichung (1) folgen, so genügte also die Kenntnis der Vo- 
lumen und der Wärmeausdehnungskoeffizienten beider Phasen bei 
einer einzigen Temperatur unter Atmosphärendruck, um den Wert 
von Dr, angeben zu kônnen. Da der Anschluf der Volumen 
an Gleichung (1) bei hôheren Drucken besser ist, kônnte eine Be- 
stimmung der Ausdehnungskoeffizienten unter môglichst hohem 
Druck über ein grôBeres Temperaturgebiet vielleicht zu genaueren 
Bestimmungen von Dv,- führen, als die Bestimmung aus den 
mit Hülfe der Isothermen gewonnenen Grenzvolumen, die für die 
bisher untersuchten Flüssigkeiten mit einer Unsicherheit von 0.001 
—0.002 des Volumens behaftet sind'). Für den Schnittpunkt der 
Isobaren unter dem Drucke p ergibt sich nämlich 


T sn Ne _(K+p).(K+A4K+p) 
bp NON AE 


1) F. Kürber, Gôtt. Nachr. math.-phys. KL. 1912, 17 und Ann. d. Phys. 
(4) 37, 1031—1033 (1912). 
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Eine der für p — 0 angewandten analoge Umformung ergibt hier: 


Dv,= 
PS nie 2 TS 
Av = 0,p y — Asp 
SchlieBlich berechnet sich für eine beliebige Temperatur 7 
der Druck, bei dem die Volumen der isotropen und anisotropen 
Phase gleich sind, zu 


4K Te ART 
PomoT = -k- + Vux TRE À 


In Figar 2 sind eine Reïhe neutraler Parabeln für verschieden 
gewählte Konstanten der Zustandsgleichungen (2a) und (3a) ge- 
zeichnet. Die hier gezeichneten Kurven lassen erkennen, welchen 
Einfluf die Veränderung einer der Konstanten, während die an- 
deren festgehalten werden, auf den Verlauf der neutralen Linien 
hat. In den Fällen II, III, IV und V ist nämlich jedesmal eine 
der vier wesentlichen Konstanten der Gleichungen (1a) und (2a) 
gegen den Ausgangsfall, dem die Kurve I entspricht, verändert 
worden, und zwar immer s0, da dadurch die neutrale Parabel zu 
dem der experimentellen Beobachtung zugänglichen Gebiete der 
pT-Ebene hin verschoben erscheint. In der Tabelle sind für die 
einzelnen Fälle die Koordinaten der Scheitelpunkte und der Schnitt- 
punkte mit den Achsen angegeben; ferner finden sich unter 
Tyw—0o die dem experimentell bequem erreichbaren Druck von 

p = 3000 
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3000 kg/em? entsprechenden Temperaturen der Neutrallinien und 

entsprechend unter p#—0 die Drucke, bei denen sich die Iso- 
T = 300 

thermen der isotropen und anisotropen Phase für etwa Zimmer- 

temperatur schneiden würden. 


| I | Il | IIL. | IV | V 
K 3000 3000 3000 3000 20000 
4K 1000 1000 800 1000 1000 
C 8.0 2.0 8.0 8.0 3.0 
Dr, 0.001 —0.001 0.001 0.01 0.001 
LA 0.001  |0.00066 ... 0.001 0.001 0.000150 
CA 0.00075 0.0005 0.000857 0.00075 | 0.000143 
Ps —3500 —3500 —3250 — 3500 —20500 
Ts — "ha mL —"/24 —"]e —"/1e 
FAN | —3000 —3000 —3000 — 8000 —20000 
we —4000 — 4000 —3500 —4000 — 21000 
FER 4 6 ï 40 143 
T 46 — 0 14 21 26 140 184 
p = 3000 
PAR 26517 21015 17969 6039 9517 
T = 300 —33517 | —28015 | —24469 | —13039 —50517 


Der Verlauf der Kurven in Figur 2 läft erkennen, da sich 
die neutrale Linie zu um so hôheren Temperaturen und um 50 
niedrigeren Drucken verschiebt je grôfer der Binnendruck der iso- 
tropen Phase, je grôfier die Sperrigkeit der anisotropen Phase und 
je kleiner der Wärmeausdehnungskoeffizient ist und um so we- 
niger sich die Binnendrucke beider Phasen voneinander unter- 
scheiden. 

b) Wir wollen nun voraussetzen, da die Sperrigkeit des Ani- 
sotropen nicht eine von Druck und Temperatur unabhängige 
GrôBe ist, sondern für sie das gleiche Gesetz der Abhängigkeit 
von Druck und Temperatur annehmen, wie für das Gesamtvolumen. 
Welchen Einflu8 wird diese Annahme auf die Konstanten der Glei- 
chungen (1) und (2) und damit auf den Verlauf der neutralen 
Kurve haben? Behalten wir für so — =) die Sperrigkeit 
bei unendlich hohem Druck oder beim absoluten Nallpunkt, die 
Bezeichnang De,=x bei, so wird bei abnehmendem Druck bezw. 
zunehmender Temperatur aufer den durch die Gleichungen (1 a) 
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und (2a) gegebenen VolumenvergrüBerungen beim Kristallisierten 
sich noch die Zunahme der Sperrigkeit superponieren. Das Kom- 
pressions- bezw. Wärmeausdehnungsgesetz wird beim Kristall nicht 
mehr das der Schmelze nur für einen hôheren Druck sein; der 
Faktor C, = a3»-0(K+ AK) für die anisotrope Phase kann nicht 
mebr gleich dem der isotropen C, sein. Es mu die Ungleichung 


Q3p=0(K+ AK) > Gp =0. K 


oder 
T3p —0 à - K 
A2p = 0 K+4K 


gelten, da der Kristall durch Hinzutreten der VergrôBerung der 
Sperrigkeit mit steigender Temperatur gegen die Schmelze unter 
dem äuferen Druck » — ZK eine verstärkte Wärmeausdehnung 
zeigt. 

Für die isotrope bezw. anisotrope Phase gelten dann die Glei- 
chungen: 


(1b) (C3 — Vap = ©) : (K + D) = CNT = G2»=0° K.T, 
CL) (20820) (RH AK +0) 2 CS To 0e (RE AR) OT, 


worin C, => C, oder 


d3p=0.(K+ AK) — ay=0.K >0 
ist. 

Finden wir bei der Berechnung der Koeffizienten der Zu- 
standsgleichungen für die Volumenfläche des Kristalls einen grôBeren 
Wert C, als für die Flüssigkeit, so haben wir diesen Befund im 
Sinne einer Ânderung der Sperrigkeit analog der Abhängigkeit 
des Gesamtvolamens von Druck und Temperatur zu deuten. 

Unter Benutzung der Bezeichnung 03, = © — Vop=o = Doy=o 
gewinnt man durch Eliminierung von + die Gleichung der Neutral- 
linie : 


jte me EE) .p.T+CK+2K).p 


_ K(K+AK).(@=0— %3p=0) pi x (K+4K) = 0 
Do, = d L 


Die Diskussion dieser Gleichung zweiten Grades führt zu fol- 
gendem Resultate. Da die Determinante der Koeffizienten von 
Null verschieden ist: 

Gap =0 Gp =0 : K.(K+ AK). AK? 


pa see = 40, 
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und die der Koeffizienten der Glieder 2. Grades einen negativen 
Wert ergibt: 
ah € Garner 04 20) 
Era ( 2 Do, = <0, 


so stellt unsere Gleichung eine Hyperbel dar. 
Die Mittelpunktskoordinaten ergeben sich zu 


= —K.(1 20 AK —m) 

3 Pays KR 0yco (AT 2R)) 
Ty — -Me=0K+op=0 (K+ AK) 
” [ap = 0 + K — A8p=0.(K+AK)} 


Die Neigung « der Hauptachse gegen die Druckachse wird 
bestimmt durch die Gleichung 


V1+ (tee Een CCE AR) 

toc = ME NS Et Eee 2e Te 

ETS ao. K—@p=0.(K+ AK) 
Dr, 


* AK . Dry = œ. 


Für die Richtung der Asymptote ergibt sich einmal die Glei- 
chung tg y, — co, d.h. die eine Asymptote verläuft parallel zur 
T-Achse im Abstande py, andererseits erscheint der Richtungs- 


tangens in der unbestimmten Form A die Lage der zweiten 


Asymptote ist aber bestimmt durch die der ersten und der Haupt- 
achse: y, = 2x —.. 

Zur Festlegung des Scheitelpunktes müssen wir noch seinen 
Abstand vom Mittelpunkt, den Achsenabschnitt a auf der Haupt- 


achse kennen. Es ist 


2 a9p= 0 - A3p=0: K.(K+ AK). AK°. Dry o 


ALL [ap = 0 + K — 3p=0 .(K + AK)]' 
(pres 20 )) 
( Vi+( Dvp = © ) 


Für die Koordinaten der Schnittpunkte der neutralen Hy- 
perbel mit den Achsen erhalten wir dieselben Ausdriücke wie im 
Falle a) 


— K 
DPT=0 — si 
(3) —(K+4K), 
T,=o = OS M 


A2p—0 — Asp= 0 
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Fig.3. 


In Figur 3 ist der eine Ast der neutralen Hyperbel für fol- 
gende Wahl der Koeffizienten gezeichnet: 


K — 3000, ZK — 1000, Dr, = 0.01, 
C= 80, 0, = 8.8, 
d. hb. 
U2p = 0 = 0.001, sp = 0 = 0.000875. 


Der zweite Ast, der vollständig in das Gebiet negativer Tem- 
peraturen fällt, mit dem also irgend eine physikalische Vorstellung 
nicht zu verbinden ist, ist fortgelassen. Der Zeichnung liegen zu 
Grunde folgende aus den angegebenen Konstanten berechneten 
Werte : 
pu = 38000, Tu = — 260, tg a — —0,98, a — 134°2b”, 

Pa = 00,4 A pe LAS, 5e — 1809, 
pre SR A Le 180 

Ein Vergleich mit Kurve IV in Figur 2 zeigt eine ganz be- 
trächtliche Verschiebung der Neutrallinie zu kleinen Drucken in- 
folge der vergrüfierten Wärmeausdehnung des Kristallisierten. Vor 
allem ist hervorzuheben, daf im Falle b) die neutrale Linie mit 
steigender Temperatur nicht zu beliebig hohen Drucken ansteigen 
kann, sondern unterhalb eines Maximalwertes px bleiben mul. 
Eine Veränderung einer Konstanten bei Beibehaltung der Werte 
der anderen würde in demselben Sinne wirken wie die Konstanten- 


| 
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veränderung im Falle a). Es ist dies sofort einzusehen, da die 
Schnittpunktskoordinaten der Neutrallinie mit den Achsen in 
beiden Fällen durch die gleichen Ausdrücke wiedergegeben werden. 

Die im Vorstehenden berechneten Parabeln bezw. Hyperbeln 
stellen natürlich nur unter der Voraussetzung der Gültigkeit der 
Zustandsgleichungen (1a) und (2a) bezw. (1b) und (2b) die neutralen 
Kurven 4v = 0 dar. Nur in dem Gebiete der pT-Ebene, in dem 
die Volumen wirklich den Gleichungen.gehorchen, werden natür- 
lich auch die Neutrallinien den angegebenen Verlauf zeigen. Ebenso 
wie die Flüssigkeitsvolumen bei tiefen Temperaturen der Gleichung 
(La) nicht mehr folgen, dürften auch die Kristalle — die Gültigkeit 
der Gleichung (2a) oder (2b) im übrigen Gebiete der pT-Ebene 
vorausgesetzt — bei sehr tiefen Temperaturen ein abweïchendes 
Verhalten zeigen. Da wir über den Charakter dieser Abweichungen 
weder für die Flüssigkeit noch für den Kristall orientiert sind, 
ist es unmüglich anzugeben, welche Ânderungen diese Abweichungen 
im Verlaufe der Neutrallinie bei tiefen Temperaturen bedingen 
werden. Auch bei kleinen Drucken besonders in der Nähe des 
Siedepunktes sind die Volumen des Isotropen nicht mehr durch 
Gleichung (1) wiederzugeben. Diese Abweichungen dürften jedoch 
für den Verlauf der Neutrallinien belanglos sein, da diese bei 
Temperaturen in der Nähe des Siedepunktes stets bei derartig 
hohen Drucken liegen dürften, daB das Flüssigkeitsvolumen der 
Gleichung (1) gehorchen wird. Sollte aber das Volumen der aniso- 
tropen Phase in der Nähe der Schmelzkurve ein abnormes Ver- 
halten analog dem der Flüssigkeit in der Nähe der Verdampfungs- 
kurve zeigen, so würde dadurch der Verlauf der neutralen Kurve 
gerade an der wichtigsten Stelle, beim Maximum der Schmelz- 
kurve, wesentlich beeinfluft werden. Eine Hochbiegung der Vo- 
lumenfläche des Kristalles wiürde eine Verschiebung der Schnitt- 
linie zu kleineren Drucken hin zur Folge haben; das Maximum 
der Schmelzkurve würde dann bei niedrigerem Druck liegen, als 
nach dem Verlaufe der neutralen Linie, geschlossen aus den Zu- 
standsgleichungen, zu erwarten wäre. 


Ü ber die geologischen Verhältnisse des südlichen 
Reinhardswaldes und Bramwaldes, besonders auf 
Blatt Münden. 


Von 
A. von Koenen. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 7. Dezember 1912. 


Die Gebirgsschichten des südlichen Reinhardswaldes und Bram- 
waldes, zunächst der Buntsandstein, bilden auf Blatt Münden und 
den Nachbarblättern, abgesehen von allerlei Stôrungen und Unregel- 
mäfBigkeiten, im Grofen und Ganzen ein Gewôülbe, welches sich 
nach Südsüdwesten senkt, und dessen Westflügel ein wenig stärker 
geneigt ist, als der Ostflügel. 

Für die Ausbildung der jetzigen Verhältnisse ergeben die 
geologischen Untersuchungen im wesentlichen Folgendes: Ursprüng- 
lich ist ja mindestens die Trias in unserem Gebiete in flacher Nei- 
gang oder annähernd eben abgelagert worden, so namentlich der 
mittlere Buntsandstein auf Blatt Münden selbst bis auf seine 
allerobersten Schichten, welche nebst dem Rôth oder Oberen Bunt- 
sandstein sich auf den Nachbarblättern darauf legen, sowie der 
ganze Muschelkalk und wohl auch der Keuper, welche etwas weiter 
hin im Osten und im Westen in ganz ähnlicher Entwicklung er- 
halten sind. Was aber von diesen Schichten auf Blatt Münden 
fehlt, ist ohne Zweifel zunächst durch Meeres-Abrasion abgetragen 
worden, später auch durch Abspülunrg und Erosion. 

Dies ergibt sich daraus, daB der obere Teil des Mittleren 
Buntsandsteins, der ,Bausandstein“, auf der Hochfläche nordwest- 
lich von Münden vielfach in grôBerer Mächtigkeit auftritt, nach 
Nordwesten an Mächtigkeit abnimmt und endlich verschwindet, sodañ 
seine Grenze unter dem Tertiär des Gahrenberges quer hindurch- 


oo oi age — CUP OP NON 


memes 


über die geologischen Verhältnisse des südlichen Reinhardswaldes etc. 899 


läuft, ohne mit ihren festen Bänken einen Wall oder eine Kante 
zu bilden, wie dies sonst allgemein der Fall ist. Erst 6 bis 8 Kilo- 
meter weiter nach Nordwesten und Westen, bei Hombressen auf 
Blatt Hofgeismar, bei Karlsdorf bis Immenhausen und Knickhagen 
tritt mit geringen Unterbrechungen der Bausandstein in derselben 
Gesteinsbeschaffenheit wieder auf, in der er auch im Bramwald, 
auf dem Blümerberg und Kattenbühl sich findet und in grofen 
Steinbrüchen bei Speele gewonnen wird. Nôrdlich und nordwest- 
lich vom Gahrenberge fehlt also der Bausandstein und zum Teil 
auch wohl dessen Unterlage, und in dieser Richtung steigen so- 
wohl die Schichten als auch durchschnittlich die Tages-Oberfläche 
nach dem Junkernkopf und dem Mühlenberg an. 

Es liegt daher Grund zu der Annahme vor, daf der Bausand- 
stein hier infolge seiner hôheren Lage der Abrasion stärker aus- 
gesetzt war, und daf somit schon vorher eine ungleichmäfige Auf- 
. bauchung des Buntsandsteins erfolgt ist. Wann diese aber statt- 
gefunden hat, und ob sie sich nicht mebrfach wiederholt hat, bleibt 
zunächst noch eine offene Frage, ebenso wie die Zeit der Abrasion, 
welche wohl schon zur Jura-Zeit begonnen haben kôünnte, sicher 
aber noch bis in die Tertiärzeit sich wiederholt hat, namentlich 
bei Beginn der Miocänzeit, da die miocänen Quarzsande in ihrem 
unteren Teile häufig Gerülle anderer Gesteine enthalten, gelegent- 
lich auch von eisenschüssigem Sandstein des Oberoligocän, und zu- 
weilen nicht auf diesem liegen, sondern unmittelbar auf wesentlich 
älteren Schichten:; mitunter fehlt aber auch unter dem Ober-Oli- 
gocän das Mitteloligocän, und häufig fehlen die älteren Braun- 
kohlenbildungen, die ja freilich vielleicht nicht überall zur Abla- 
gerung gelangt sind. 

Es kann dies nicht auffällig sein, wenn man berücksichtigt, 
da die recht verschiedene Beschaffenheit der hier auftretenden 
Tertiärschichten: 1. Âltere Braunkohlenbildungen, 2. Rupelthon, 
3. Oberoligocän, marin, wesentlich Sande, 4. Miocän, fossilarme 
Sande, darüber obere Braunkohlenbildungen, ohne Zweïfel mit 
grofen Verschiebungen der Meeresräume in ursächlichem Zusammen- 
hange steht, also doch wesentlich mit Senkungen und Hebungen 
der Erdrinde, so erscheint es auch ziemlich selbstverständlich, daf 
bei diesen Bewegungen lokale Verwerfungen sowie Sattel- und 
Mulden-Faltungen der Schichten entstehen konnten'), und daf lo- 
kale Abrasionen hôher hervorragender Gebiete sich wiederholen 
konnten. 


1) Der neuerdings mehrfach gebrauchte Ausdruck ,brüoligocäne“ Verwer- 
fungen dürfte somit recht oft unzutreffend sein. 
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Die Muldenbiegung der Braunkohlen des Gahrenberges erfolgte 
jedenfalls recht spät, etwa gegen Ende der Miocän-Zeit, vielleicht 
gleichzeitig mit der Entstehung der Spalte in der Muldenlinie, 
durch welche später der Basalt empordrang, und mit der Senkung 
der Muldenlinie um rund 50 m auf etwa 2500 m Länge. 

Etwas jünger kônnten füglich alle die Spalten sein, welche 
eingesunkene Streifen und Schollen von Tertiärgebirge enthalten 
und Veranlassung zu der Entstehung der jetzigen, oft so tief ein- 
geschnittenen Täler gaben, zumal wenn diese Täler von der Süd- 
ost-Nordwestrichtung wesentlich abweichen, wie die des Osterbaches 
und des Hemelbaches. Auf die Ostwestrichtung einzelner St5- 
rungen wirkten vielleicht die Ausläufer des |, Warburger Sattels“ 
noch ein, der von Stille und KraïB ausführlicher beschrieben wurde 
und auf Blatt Hofgeismar noch deutlich zu erkennen ist bis in die 
Nähe von Karlsdorf. Es kônnten dies übrigens etwas abgelenkte 
Südost-Nordwest-Stôrungen sein. 

Auf die Ablagerung der Miocänschichten, welche ja auf allen 
hohen Bergkuppen der weiten Umgebung von Kassel sich in der- 
selben, wenig gestôrten Lage finden, folgte unzweifelhaft eine neue, 
ausgedehnte Abrasion, welche den grôfiten Teil dieser ursprünglich 
wobl zusammenhängenden Decke von Tertiärbildungen hinwegnahm, 
soweit sie nicht durch Basaltkegel oder Decken einigermafen ge- 
schützt waren, sodaB nur vereinzelte Schollen davon auf den Hoch- 
flächen oder zwischen ältere Gesteine eingesunken erhalten blieben, 
nicht selten auch mit Blôücken von Quarzit (Knollenstein). Natür- 
lich wurde in unserem Gebiet hierbei auch Buntsandstein in groB$em 
Umfange fortgerissen, von welchem viel Schutt und Brocken auf 
den Hochflächen zu finden sind, auch auf den erhaltenen Tertiär- 
schichten. Es erinnert dies an den Plänerschutt, welcher über den 
anscheinend miocänen Quarzsanden auf der Pläner-Hochfläche der 
Sackberge bei Alfeld liegt und Granitblôcke enthält, und wohl der 
älteren Diluvialzeit angehôrt, der Zeit, wo der vorrückende nordische 
Gletscher die Wässer so hoch anstaute. 


Da nordisches Diluvium nach Süden nur etwa bis in die Ge- 
gend von Kreiïensen reicht, so läft sich nur aus dem analogen 
Vorkommen schlieBen, daB auch die Buntsandsteinschuttmassen auf 
der Hochfläche des Reinhardswaldes und die letzte Abrasion der 
älteren Diluvialzeit entstammen kônnten. 

Es mag zu dieser Zeit wohl auch hoch liegender Lehm abge- 
lagert worden sein; doch ist dieser kaum vom ,Molkenboden“ und 
Verwitterungslehm des Buntsandsteins zu unterscheiden, der viel- 


opté ue 
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fach das anstehende Gestein ganz verhüllt, zumal als » Gehänge- 
lehm“. 

Die Ausbildung von Tälern dürfte alsbald nach Entstehung 
der Bruchlinien und Graben-Versenkungen begonnen haben, kann 
aber erst dann in grôBtem Mafstabe fortgeschritten sein, als die 
letzte Überflutnng aufhôrte, und die Wasserläufe stärkeres Gefälle 
bekamen. Dann erst konnten Abhangsschutt und Deltabildungen 
an Bedeutung gewinnen, wie in den losen Sanden südlich Volk- 
marshausen und in den Lehmgruben bei Bonaforth, sowie die in 
den ausgedehnten Deltabildungen bei Vaake, Veckerhagen und 
Hemeln. 

Auffällig ist die .geringe Entwicklung des Weserschotters, 
welcher, abgesehen von Lagern nahe der Talsohle bei Grifte, Hil- 
wartshausen und Hemelnetc., südôstlich von Vaacke in einem schmalen 
Bande sich von knapp 20 m über der Weser südôstlich vom Ahle- 


. bach allmählich bis zu fast 40m in die Hühe zieht, sodaB von 


einer Terrasse hier kaum die Rede sein kann, ebenso wenig wie 
nôrdlich vom Eichhof. Vielleicht ist dies dadurch zu erklären, 
daf das Tal hier schnell vertieft wurde, und da8 der Ahlebach 
die Strômung der Weser ablenkte oder ihre Ablagerungen mit 
fortführte, bis endlich Lehm alles Âltere bedeckte. 


Kgl. Gex. d, Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1912. Heît 7. 60 
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UHI. Über GauB’ Arbeiten zur Funktionentheorie. 


Von 


L. Schlesinger in Giefen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 20. Juli 1912 vom Vorsitzenden Sekretär mit einer 
Mitteilung von F. Klein. 


Dem Einzelnen bleibe die Freïheit, sich mit 
dem zu beschäftigen, was ihn anzieht, was ihm Freude 
macht, was ihm nützlich deucht; aber das eigentliche 
Studium der Menschheit ist der Mensch.“ 

Goethe, Wahlrerwandtschaften, VII. Kap. 
Aus Ottiliens Tagebuch. 


1. Einleitendes und Übersicht über das benutzte Material. 


Wollte man versuchen, allein an der Hand der von GauB 
selbst durch den Druck verôffentlichten Abhandlungen sich ein 
Bild zu entwerfen von den Einsichten, die GauB sich auf dem Ge- 
biete der Funktionentheorie *) erworben hat, so würde dieses Bild 
ein nach mehreren Seiten hin unvollständiges sein. Hat doch GauB 
vielleicht sparsamer als irgend ein anderer Forscher seinen Zeit- 
genossen aus dem Schatze seiner Kenntnisse gespendet und über- 
dies in seinen Verôffentlichungen grôferen Wert auf eine vollen- 
dete Darstellung gelegt als auf die Wiedergabe des Gedanken- 
ganges, der iïihn zu seinen Resultaten geführt hat. Dazu kommt 
noch die ihm eigentümliche Scheu, mit Anschauungen und Methoden 
vor die Offentlichkeit zu treten, die gar zu umstürzlerisch er- 


1) Wir bezeichnen mit diesem zu Gau$’ Zeiten weniger gebräuchlichen Ter- 
minus dasjenige wohlumgrenste Gebiet der reinen Analysis, das man in neuerer Zeit 
mit diesem Namen belegt. 

Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1919. Beiheft. 1 
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scheinen kônnten:), und das daraus entspringende Bestreben, sich 
in seinen Publikationen den Gewohnheïiten seiner Zeitgenossen 
anzupassen. 

So müssen wir neben den in Betracht kommenden von Gau$ 
zum Druck befôrderten Arbeiten als mit diesen gleichberechtigte 
Quellen heranziehen: 

1) den NachlaB$ an handschriftlichen Aufzeichnungen wissen- 
schaftlichen Inhalts, 

2) den Briefwechsel mit Bessel, W. Bolyai, Olbers, 
Schumacher und anderen °). 

8) Nachrichten über mündliche Mitteilungen von GauB, soweit 
sie uns in mehr oder minder authentischer Form überliefert sind. 

Der handschriftliche Nachlaf, der zur Zeit im GauB-Archiv 
der Gôttinger Sternwarte aufbewahrt wird, ist schon von dem 
ersten Herausgeber der GauBschen Werke, E. J. Schering, in 
einem gewissen Mafe verwertet worden. 

Aus den Nachlafteilen, die sich auf funktionentheoretische 
Gegenstände beziehen, hat Schering eine Anzahl von Abhand- 
lungen zusammengestellt, die im III. Bande der Gaufschen Werke, 
S. 207—230 und S. 361—490 abgedruckt sind. Ein Teil dieser 
Abhandlungen ist eine in allem wesentlichen unveränderte Wieder- 
gabe von GaufBschen Handschriften*); Schering hat aber vielfach 
die von ihm abgedruckten Aufzeichnungen, ohne Rücksicht auf 
die Zeit ihrer Entstehang, nach Gegenständen geordnet, wohl 


1) Vergl. z.B. in einem Briefe an Bessel vom 27. Januar 1829 (Bessel-GauB 
Briefwechsel, Leipzig 1880, S. 490): ,,Inzwischen werde ich wohl noch lange nicht 
dazu kommen, meine sehr ausgedehnten Untersuchungen darüber [über ,, die 
ersten Gründe der Geometrie“] zur ôffentlichen Bekanntmachung auszuarbeiten, 
und vielleicht wird dies auch bei meinen Lebzeïiten nie geschehen, da ich das Ge- 
schrei der Bôotier scheue, wenn ich meine Ansicht ganz aussprechen wollte.“ 

2) 1. GauB-Bessel, Briefwechsel, Leipzig 1880 (von 1804, Dez. 21—1844, 
Aug. 15); 2. GauB-W. Bolyai, Briefwechsel, Leipzig 1899 (von 1797, Sept. 29— 
1863, Febr. 6); 3. [GauB-Olbers, Briefwechsel] Wilhelm Olbers, sein Leben und 
seine Werke; II. Band, Briefwechsel zwischen Olbers und GauB, Berlin 1. Abt. 
1900, 2. Abt. 1909; (von 1802, Jan. 18—1839, Mai 30). 4 GauB-Schumacher, 
Briefwechsel Altona I (1860), II (1860), III (1861), IV (1862), V (1863), VI (1865) 
(von 1808, April 2—1850, Novemb. 4). 

3) 1. Determivatio seriei nostrae, S. 207—229; 2. De origine proprietatibus- 
que generalibus numerorum arithmetico-geometricorum, und De functionibus trans- 
cendentibus quae ex differentatione mediorum arithmetico-geometricorum oriuntur, 


S. 361—374; 3. Elegantiores integralis J Te proprietates, :S; 404 — 412; 
—% 


4. De curva lemniscata, $S. 413—432; 5. Zur Theorie der neuen Transcendenten 
I—V, S. 433—480; 6. Pentagramma mirificum, S. 481—490. 
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weil es ihm unmôglich schien, viele dieser Aufzeichnungen auch 
nur annähernd zu datieren. Über die Herkunft der einzelnen 
Stücke geben die Werke III, S. 491—496 abgedruckten Bemer- 
kungen Scherings nur einige Hinweiïse. Die Abhandlung , Fortsetzung 
der Untersuchungen über das arithmetisch-geometrische Mittel“ 
(Werke III, $S. 375—402) kann als ein von Scherings Hand aufge- 
fübrtes Bauwerk bezeichnet werden, in das einzelne von GauB her- 
rührende Steine eingefügt sind. Sie kann demnach als Material 
für die Wiederherstellung des GauBschen Gedankenganges nicht 
eigentlich benutzt werden. 

Eine wertvolle Nachlese des funktionentheoretischen Nach- 
lasses hat Herr Fricke im VIII Bande der Werke gegeben!). 
Herr Fricke war schon in der Lage, das von Herrn Stäckel 1898 
aufgefundene Tagebuch (oder Notizenjournal) zu benutzen, in das 
GauB von 1796—1814 kurze Notizen über die Gegenstände seiner 
wissenschaftlichen Beschäftigung zumeist mit genauer Datie- 
rung einzutragen pflegte. Dieses Tagebuch wurde 1901 von 
Herrn F. Klein mit Anmerkungen herausgegeben*), die ïhrer- 
seits auch eine Reïhe von bis dahin nicht verôffentlichten sonstigen 
Aufzeichnungen von GauB wiedergaben und damit neue Frage- 
stellangen aufrollten. An der Hand dieses Tagebuchs ist es 
fortschreitend môglich geworden, Eïinsicht zu gewinnen in den 
Gang der Entwicklung von Gauf’ funktionentheoretischen For- 
schungen, indem die Eintragungen des Tagebuchs einerseits viel- 
fach eine Datierung der in verschiedenen Heften, Büchern und 
auf Zetteln befindlichen Aufzeichnungen ermôüglichen, andererseits 
aber auch Kunde geben von Resultaten, von denen in dem übrigen 
handschriftlichen NachlaB keine Spur vorhanden ist. 

Neben diesen bisher verôffentlichten Quellen durfte ich auch den 
handschriftlichen NachlaB selbst benutzen*), und ich habe demselben 


1) S. 65—67; 69—75; 76—79; 80—83,; 84—85,; 93—94; 96; 98; 99—105; 
106—111. 

2) Festschrift zur F'eier des hundertfünfzigjährigen Bestehens der Küniglichen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen, Berlin 1901 ; Mathematische Annalen, 
57 (1901), S. 1—34. Auf den letzteren Abdruck beziehen sich die im folgenden 
vorkommenden Zitate. 

3) Ich habe die folgenden Teile des Nachlasses durchgearbeitet : 

1. Das Tagebuch (Notizenjournal). 
2. Die Schedae. 
Aa: Schedae Nr.I. Jul. 1798. 
Ab: Exercitationes atque Schedae analyticae, 1798 Nov. 


Ac: Varia, Novbr. 1799. Imprimis de Integrali J Vars Eee 
® VGA + uu sin p°) 


4 L. Schlesinger, 


noch eine Anzahl bisher nicht verôffentlichter Aufzeichnungen 
entnehmen kôünnen, die zum Teil bereits mit den erforderlichen Er- 
läuterungen in den Nachrichten der Kônigl. Gesellschaft der 
Wissenschaften verôffentlicht worden sind’), während ein anderer 
Teil im folgenden, teils im Text, teils im Anhang zum Abdruck 
gelangt ?). 

Obwohl nun dieses reichhaltige Material im Ganzen einen be- 
friedigenden Einblick in den Entwickelungsgang von GauB’ funk- 
tionentheoretischem Schaffen gewäbrt, bleiben doch im einzelnen 
noch manche Lücken, die durch Vermutungen ausgefüllt werden 
müssen, wie ja auch sonst, der Natur der Sache nach, der subjek- 


An: Cereri, Palladi, Junoni sacrum, Febr. 1805. 

3. Leiste ,Die Arithmetik und Algebra“, durchschossenes Exemplar mit 
handschriftlichen Aufzeichnungen von GauB. (Im folgenden kurz mit 
Leiste zitiert). | 

4. Die Handbücher : 

15 (Ba). Opuscula varii Argumenti. VolumenPrimum. Brunovici 1800. 

16 (Bb). Den astronomischen Wissenschaften gewidmet. November 
1801. | 

17 (Bc). Astronomische Untersuchungen und Rechnungen vornehmlich 
über die Ceres Ferdinandea. 1802. 

18 (Bd). Mathematische Brouillons. October 1805. 

19 (Be). Kleine Aufsätze aus verschiedenen Theiïlen der Mathematik. 
Angefangen im May 1809. 

5. Zwei Kapseln mit Zetteln, und auf einzelne Blätter geschriebenen 
grôBeren Entwürfen, die in einzelne Umschläge (Enveloppen) geordnet 
sind. (Die folgenden Überschriften sind nicht von Gauf). 

Fa, Reihen im allgemeinen. 
Fb. Lagrangesche Reiïhe. 
œ.fp 


Fc. Reïihe 1 + pren etc. 


Fd. Tafeln der 11-Funktion. 

Ff. Arithm.-geom. Mittel, ältere Untersuchungen. 
Fg. Modulfunktion. 

Fh. Lemniskatische Funktionen. 

Fi. Allgemeine elliptische Funktionen und Integrale. 
Fm. Varia analytica. 

1) Materialien u.s.w. II ,,C. F. Gauss: Fragmente zur Theorie des arithme- 
tisch-geometrischen Mittels aus den Jahren 1796—1799“; ich zitiere diese Publi- 
kation im Folgenden stets als ,,Fragmente‘“. 

2) Die Stellen des Textes, wo sich solche bisher nicht verôffent- 
lichte Auszüge aus GauBschen Handschriften finden, sind aus dem Verzeichnis 


am SchluB zu ersehen. 
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tiven Auffassung ein verhältnismäBig breiter Raum verstattet 
werden muf. Ich werde aber bestrebt sein, allemal das tatsäch- 
lich Erweisbare von diesen subjektiven Momenten scharf zu son- 
dern und überhaupt die letzteren auf ein môglichst geringes Mai 
zu reduzieren. 

In mannigfacher Weise wird der Bericht, den wir über Gauf’ 
Tätigkeit gerade in den entscheidenden Jahren zu erstatten haben 
werden durch die Abhandlung von Herrn P. Bachmann') er- 
gänzt, indem ja die funktionentheoretischen und die zahlentheore- 
tischen Untersuchungen von Gau$ in inniger Wechselbeziehung zu 
einander stehen. 

‘Es müge noch hervorgehoben werden, daf wir es hier aus- 
schlieBlich mit GauB zu tun haben; nicht um eine Entwickelungs- 
geschichte der Analysis im XIX. Jahrhundert handelt es sich, son: 
dern einzig und allein um eine Geschichte der Entwickelung 
von Gau$’ Gedanken. Es würde nicht angehen, aus dem von 
Gauf bei seinen Lebzeiten zurückgehaltenen Material Prioritäts- 
ansprüche zu Gunsten von GauB, gegenüber solchen Mathe- 
matikern zu konstruieren, die Resultate, die Gau$ für sich schon 
früber entwickelt, aber nicht bekannt gemacht hatte, später oder 
gleichzeitig durchaus unabhängig und von diesen Untersuchungen 
von GrauB unbeeinfluft gefunden haben. Die Feststellung, daf 
ein Mathematiker eine Entdeckung gemacht hat, die auch dem 
Geiste des princeps mathematicorum entsprungen war, soll den 
Ruhm des zweiten Entdeckers nicht schmälern, sondern ihn er- 
hôhen! ( 


2. Traditionen über die erste Jugendzeit 1791—1796. 


In einem April 1816 datierten Briefe an Schumacher”) schreibt 
GauB: ,Haben Sie denn wirklich vergessen, daf das arithmetisch- 
geometrische Mittel, mit welchem Hr. Degen sich beschäftigt, 
ganz dasselbe ist, womit ich mich seit 1791 beschäftigt habe, 
und jetzt einen ziemlichen Quartband darüber schreiben kônnte ?“ 
Hiernach hat also Gau$ im Jahre 1791, d. h. im Alter von 14 Jahren, 
begonnen, sich mit dem agM. zu beschäftigen ). 


1) Materialien u.s.w. I, Über GauB’ zahlentheoretische Arbeiten. 

2) G.-$. Briefw. I, S. 125; auf diesen Brief kommen wir spâter noch aus- 
fübrlich zurück. 

3) Die betreffende Stelle des Abdrucks wurde durch Herrn Brendel mit dem 
Originalbriefe verglichen und für durchaus authentisch befunden. 
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Ob er ganz von selbst auf das agM. gekommen ist, oder ob 
er von irgend einer Seite her eine Anregung empfangen hat, wird 
sich wohl kaum feststellen lassen'). Jedenfalls sagt er in der 


1) Bekamntlich hat Lagrange (Mémoires de Turin II (1784/85), S. 237 — 
Oeuvres II (1868), S. 251ff.) in der Abhandlung ,Sur une nouvelle méthode de 
calcul intégral pour les différentielles affectées d’un radical carré sous lequel la 
variable ne passe pas le quatrième degré“ den Algorithmus des agM. aufgestellt. 
Er geht dabei (Oeuvres IT, S. 264) von der (Landenschen) Transformation : 


r  NOEPPOEEY) 
d 1+ gy° 


aus, durch die sich 
dy in sgnovesdy duo Sas 
VAE p y) E @y!) METAL AETS 


verwandelt, wo 


D=p+Vp—-g, gd =p—Vr—- 
ist; für 
p+ra=m p—-qg—=n, p+q =m, p—-g =" 
hat man also 
m=mMmE<n, n — 2Vmn. 
Er bemerkt dann (a. a. O. S. 271), daB bei wiederholter Anwendung dieser Trans- 
formation, die sich ergebenden Folgen p, p',p',... und Q,gq,q"”,... von ein- 
ander weg divergieren (sont divergentes l’une par rapport à l’autre), soda man 
also, indem man sie nach rückwärts hin fortsetzt, zwei Folgen ,..’’p, ‘p, p und 
...”q, 'q, q erhält, die gegen einander konvergieren. Es ist dann 


p='P+VP EE, q='p-VR TE usw, 
also 


Ip = Pie, = V2; Hp 7 A Vo'a ; U.S.W. 


sodaB die korrespondierenden Glieder stets das arithmetische bezw. geometrische 
Mittel der vorhergehenden sind. Wenn nun p = q, so hat man offenbar pp, 


y 'a<'p, weil 
TS tal ES | 
pig = PE Vpg = (ra); 


die Reihe p, ‘p, p,... ist also eine abnehmende, die Reiïhe q, ’q, ’q,... dagegen 
eine zunehmende, und der Unterschicd der korrespondierenden Glieder nimmt ins 
Unendliche ab. Setzt man dann wieder 
AETICET RENAN 
= + 'gy .8. W. 
so ist 
, 
land ft 2. = s : y DT = US.W. 
VA +P»y)A Hey) Vi+'py)Q + at" y) 


es ur 


3e 
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Anzeige der Abhandlung ,,Determinatio attractionis etc.“ (1818, 
Werke III, S.360) ausdrücklich, daf er die auf das agM. bezüg- 
lichen Resultate, die er in jener Abhandlung zum ersten Male von 
sich aus verôffentlicht, ,so wie er sie schon vor vielen Jahren un- 
abhängig von ähnlichen Untersuchungen Lagrange’s und Legendre’s 
gefunden hat, in ihrer ursprünglichen Form darstellen zu müssen 
geglaubt hat, ... theils weil jene Form ihm wesentliche Vorzüge 
zu haben schien, theïils weil sie gerade so den Anfang einer viel 
ausgedehnteren Theorie ausmachen, wo seine Arbeiït eine ganz ver- 
schiedene Richtung von der der genannten Geometer genommen bat. 

Das in der zitierten Briefstelle bezeichnete Jahr 1791 er- 
scheint auch durch den Umstand verbürgt, da8 GauB (nach Mit- 
teilung von Herrn Brendel) in diesem Jahre eine Anzahl mathe- 
matischer Bücher geschenkt erhalten hat, und er sich darum 
dieses Jabres auch 1816 noch wohl erinnert haben mag. 

Da GauB zu jener Zeit noch keine Kenntnisse in der Infini- 
tesimalrechnung gehabt hat, so wird man sich etwa denken müssen, 
da er die Annäherung der sukzessiven arithmetischen und geome- 
trischen Mittel aus zwei Zahlen aneinander bemerkt und sich vielleicht 
auch irgend eine Vorstellung von dem Grenzwert gebildet haben 
kônnte, dem diese Mittel zustreben. Schering berichtet') ,nach 
Mitteilungen über eine mündliche Âuferung von GauB“, daf 
Gau$ ,im Jahre 1794 die Bezichungen zwischen den ag-Mitteln 
und den Potenzreihen, in denen die Exponenten mit den Quadrat- 
zahlen fortschreiten, gekannt zu haben scheint”)“. 


Dieser Algorithmus wird zur näherungsweisen Berechnung des Integrals 
M dy 
ES TTETT IR 
wo M eine belicbige rationale Funktion von y? bedeutet, und (S. 283) insbeson- 
dere auf das bei der Rektifikation der Ellipse und Hyperbel auftretende Integral 


(1 — ex?) dx 
Fe on) 


angewandt. — Wir fügen diesem kurzen Bericht über Lagranges Arbeit noch die 
Bemerkung hinzu, daB man den gemeinsamen Grenzwert, dem die Folgen p, 'p, ’p, ... 
und q,'q,"”q,... zustreben, nach GauB, das agM. zwischen p und q nennt und 


mit M(p, q) bezeichnet. 
1) GauB Werke III, S. 498. 


2) Diese Beziehungen lassen sich mit Benutzung der von GauB später ange- 
wandten Bezeichnungen kurz so darstellen : Setzt man 
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Zu dieser ÂuBerung Scherings bemerken wir das Folgende. 
Reïhen, deren Exponenten mit den Quadratzahlen fortschreiten bezw. 
arithmetische Progressionen zweïiter Ordnung bilden, sind schon im 
XVII. Jahrhundert aufgetreten, nämlich bei der Lôsung eines Pro- 
blems der Wahrscheinlichkeitsrechnung in Aufsätzen von Jacob 
Bernoulli und Leibniz’), auch hat Daniel Bernoulli?) 
in einem Briefe an Euler vom 14. April 1742 die Frage aufge- 
worfen: ,si « est numerus fractus, invenire summam seriei 
a + a + a° + a" +etc.“. 

Euler selbst hat sich mit der in Rede stehenden Art von 
Reïhen von 1741 an zu wiederholten Malen beschäftigt; zuerst 
wobhl in einer Abhandlung, die 1752 erschienen ist”). Ob Gauf 


p(y) = 1 + 2y + 2yt + 2y9 +... 
Q) q(y) = 1 — 2y + Iy— + ..., 


ny) = Qu + 2yf + 2ye + ..., 


tb 


so ist 

2) = lp) + a) (QG) = VrG).a@), us.w. 
Ferner hat man 

(3) r(y} = pG)* — q(y)*, 

und, wenn wir mit M(a, b) das agM. zwischen a und b bezeichnen, 

(4) MG, O0) = LEON = — ES. 

Sind a, b,c drei durch die Relation ç? — a? —b? verknüpfte GrôBen, und setzt 


man 
M(a,b) 


(5) F5 M(a, c) ST log Y; 


so gelten die Darstellungen 
(6) a = M(a,b)p(y), b = M(a.b)q(y}, © = M(a, b)r(y}. 

1) Acta Eruditorum 1690, S. 219—223 bezw. 558—360. Auf diese Abhand- 
lungen hat neuerdings G. Enestrüm hingewiesen, Bibliotheca mathematica (3) 
9, S. 206--210 (1909). 

2) Siche den zitierten Aufsatz von Enestrôm, S. 209, FuBnote 3). 

Q 


3) Découverte d’une loi tout extraordinaire des nombres par rapport à la 
somme de leur diviseurs, Bibliethèque impartiale 3 (1751) S. 10—31; [Enestrôm, 
Nr. 175]; wieder abgedruckt Commentat. arithm. 2 (1849), 639—647; Opera 
postuma 1 (1862), 76—84. Nach Jacobi (Briefwechsel zwischen C. G. J.Jacobi 
und P. H. von FuB, herausgegeb. von Stäckel und Ahrens, Leipzig 1908, 
S.59, 60) hat Euler diese Abhandlung am 22. Juni 1747 in der Berliner Akademie 
gelesen, gewisse Entwickelungen daraus aber schon im Januar 1741 an Daniel 
Bernoulli mitgeteilt. Jacobi bezeichnet (ebeuda) diese Abhandlung Eulers als 
reine erste Redaktion der Observatio de summis divisorum“ (Novi commentarii 
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die Eulerschen Entwickelungen schon im Jahre 1794 gekannt hat, 
Acad. sc. Petrop. 5 [1754/5] 1760, S.59—74, Enestr. Nr. 243) und spricht sich 
über dieselbe wie folgt aus: ,Sie ist nämlich der erste Fall gewesen, in welchem 
Reïhen aufgetreten sind, deren Exponenten eine arithmetische Reihe zweiter 
Ordnung bilden, und auf diese Reihen ist durch mich die Theorie der ellip- 
tischen Transzendenten gegründet worden. Die Eulersche Formel ist ein spezieller 
Fall einer Formel, welche wohl das wichtigste und fruchtbarste ist, was ich in 
reiner Mathematik erfunden habe: 
A—9(—9)(—o)...(e—279(— 9) — 2) (1 — 92°) 
eg) de) der) meer) <= 27). 4e (ie) 
ee Cale er ani Ces. MBA OU 

wo die Exponenteñ von gq [d. h.] 1, 3, 6, 10 etc. die dreieckigen Zahlen sind. 
Setzt man für z eine imaginäre Kubikwurzel der Einheit: so erhält man die 
Eulersche Formel. Hierdurch habe ich sie mit der Trisektion der elliptischen 
Integrale in Verbindung gebracht. Differenziert man nach z und setzt dann z — 1, 
so erhält man auch für den Kubus des Eulerschen Produktes die schône Ent- 
wickelung 


Q) [—DG— 9)... = 1— 89460 — 79 + 991 — 11 gi + etc.é 


Die erste von Jacobi angegebene Formel (die übrigens a. a.O. von Jacobi fehlerhaft 
wiedergegeben ist, indem auf der linken Seite statt z? und 27? überall z und 271 ge- 
setzt ist) geht, wie in den ,Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum“ 
(Jacobis Werke 1, S. 234) gezeigt wird, durch eine einfache Transformation 
(man hat —-gz? für z, dann q für qg° zu setzen und mit z zu multiplizieren) aus 
der Formel 


G+w +90 +82... + Da+dart…… 


1 1 1 
(@) 1+ q(z + SR) TE + ED + DCE +) +... 
L (= dj dE PA ra). 
hervor, die, wie wir sehen werden, von GauB 1800 aufgestellt worden ist (vergl. 


GauB” Werke III, S. 434 letzte Gleichung, ferner S. 440, 464). Die von Euler 
angegebene Formel lautet (in den Jacobischen Zeichen) 


Che DC TL E gl eg 7 ee QE 00 De rre 
(@) Fra pa 


Arr 
(vergl. Jacobi an Fu, S. 23, FuB an Jacobi, S. 42; Fundamenta, Werke I, 
S. 287 GI. (6)), sie findet sich bei GauB, Werke III, S. 448, GI. 23; die letzte 
von Jacobi angegebene Formel (7) steht bei GauB, Werke III, $S. 440, Zeiïle 5 
v. u. Übrigens hängen diese Identitâten, wie Jacobi, Fundamenta, Werke I, 
S. 237 bemerkt, aufs engste mit den von GauB in der ,Summatio quarundam 
serierum singularium“ (1808, Werke II, S. 9ff.) gegebenen Formeln zusammen, 
vergl. hierzu die Abhandlung Jacobis, Crelles Journal 32, Werke VI, S. 302. 
Weitere historische Notizen über das Auftreten der Formel (9) bei Euler findet 
man in der erwäbnten Jacobischen Abhandlung und in dem Aufsatze von P. 
Stäckel, Bibliotheca mathem. (IIL) 11, 220ff. 
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läBé sich kaum feststellen; später hat er sie sicher kennen ge- 
lernt, da sie sich zum Teil auch in der ,Introductio in analysin 
infinitoram (1748)“ in dem Kapitel De partitione numerorum finden, 
ein Werk, da8 sich Gau$ (vergl. seinen Brief an W. Bolyai vom 
30. Dez. 1798, GauB-Bolyai Briefwechsel S. 15) nebst den ,1n- 
stitutiones calculi differentialis und integralis“ 1798 gekauft hat. 

Jedenfalls ist es wohl môglich, daf GauB, der (nach 
Mitteilungen von Herrn Brendel) etwa 1793—94 begonnen 
© hat mit unendlichen Reïhen zu operieren, auch mit solchen 
Reïhen gerechnet und ihren Zusammenhang mit dem agM. be- 
meskt hat. Da aus dieser ersten Jugendperiode von 
Gauf’ Schaffen Aufzeichnungen, die sich auf das agM. beziehen, 
nicht erhalten sind, so läft sich kaum etwas Sicheres darüber 
feststellen. Wir werden jedoch in der Schilderung der histo- 
rischen Jugendperiode, die mit dem Jahre 1796 beginnt, 
über Aufzeichnungen zu berichten haben, die als ein Nieder- 
schlag der als verloren anzusehenden älteren Notizen angesehen 
werden dürfen, und die mit jenen beiden Daten 1791 (GauB an 
Schumacher) und 1794 (Schering) jedenfalls nicht im Widerspruch 
stehen. 

Ehe wir nun den Boden dieser historischen Jugendperiode 
betreten, führen wir der Vollständigkeit wegen noch an, da 
Gau$ im art. 186 der Theoria motus!) erklärt, er habe sich des 
Prinzips der Methode der kleinsten Quadrate schon seit 
1795 bedient. Im Zusammenhange hiermit mag auch gleich darauf 
hingewiesen werden, da Gauf sein ganzes Leben hindurch viel und 
gern numerisch gerechnet hat. Er hat nicht nur bei den geodäti- 
schen und astronomischen Arbeiten der späteren Jahre sich in 
Bezug auf Genauigkeit der Rechnung nicht genug tun künnen, 
sondern sich, wie wir sehen werden, des numerischen Kalküls 
einerseits zur Verifikation von Resultaten bedient, die er auf 
analytischem Wege erhalten hatte, andererseits aber auch dazu, 
um durch numerische Induktion neue Wahrheïten zu ent- 
decken. Beïdes hat er mit den grofen Analysten des XVIII. Jahr- 
hunderts, namentlich mit Euler gemein. Bei den Nachfolgern 
von GauB verkümmert dieses Verfahren immer mehr und mebr. 


1) Werke Bd. VII, S. 235 (vergl. Borchardt in Jacobis Werken1I, S. 399) 
N»Ceterum principium nostrum, quo iam inde ab anno 1795 usi sumus, . .. .“ 
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8. Die historische Jugendperiode: 1796 bis zur Doktor- 
promotion 16. Juli 1799’) Tagebuch, Leiste, Scheda Aa. 


a) Allgemeines. Inversion von Integralen. 


Mit dem Jahre 1796 beginnen die Aufzeichnungen des Tage- 
buchs. Die Notizen auf den leeren Blättern des Leiste stammen 
der Hauptsache nach aus den Jahren 1796-1797?) da im 
Jahre 1798 die als Schedae ‘bezeichneten Heftchen beginnen*); 
man wird aber die Môglichkeit zulassen müsseu, . daf GauB auch 
noch 1798, wenn er etwa während der Arbeit die Notizen in 
Leiste zu vergleichen hatte, auf frei gebliebenen Stellen der ein- 
zelnen Blätter, Aufzeichnungen eintrug, die mit jenen älteren No- 
tizen in Zusammenhang stehen. Eine genaue Datierung ist also 
zumeist nur an der Hand des Tagebuches môglich; Leiste und 
ebenso auch die Schedae selbst liefern mit wenigen Ausnahmen nur 
: gewisse obere und untere Zeitgrenzen. 

Im September 1796 hat GauB die erste der Aufzeichnungen in 
sein Tagebuch gemacht, die sich auf einen ausgesprochen funktionen- 
theoretischen Gegenstand beziehen ‘). Es ist die Reihenentwicke- 
long für die Umkehrungsfunktion «+ — rs des Integrals 


fe Va DR 


nach positiven ganzen Potenzen von z. Die folgende Notiz 33) 
läft auch sofort den Gedankengang erkennen, der Gauf zu dieser 
Betrachtung fübrt; sie gibt nämlich die analoge Entwicklung für 
die Umkehrfunktion des allgemeineren Integrals 


1) Briefwechsel Gau$-Bolyai, S. 34. 

2) Vgl. Klein, Mathem. Annalen 57, S. 4 und 20. 

3) Die älteste Scheda Aa trägt das Datum Juli 1798. 

4) Math. Ann. 57, S. 10, Notiz 32). Dieses selbe Integral und seine Um- 
kebrung findet sich auch auf einem aus dem Jahre 1796 stammenden Blättchen 
(Fh), betitelt: Exercitationes Mathematicae. AnschlieBend daran betrachtet 
GauB auch das lemniskatische Integral. Es heiBt daselbst: 


» Si D: — = &x erit 
re LAC E 


11 211 
PRE + 


x'8 BR TA 17 46 
D 15600 * Ÿ 18000. 219 © 


Diese Entwicklung stimmt überein mit der auf dem Zettel betitelt ,,Eleganti- 


L] 


ores Integralis ss proprietates“ (Fh) gegebenen (abgedruckt Werke II, 
S. 405, art. [4], Zeile 5 v. u.). 
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dx | 
rer 


so da es sich einfach um den Versuch handelt nach der Analogie 


der Funktion 
æ = sin ( :L =.) 
) 1-2 


allgemeinere Funktionen aufzufinden. Von einer Unterscheidung 
der Fälle n — 2, n — 3, 4, n > 4 ist keine Rede !). 

Aus dem Jahre 1796 stammen noch fünf in unser Gebiet 
gehôrige Tagebuchnotizen *), von denen nur die letzte besonders 
erwähnt werden mag, da sie sich auf die Lagrangesche Reihe 
bezieht, ein Gegenstand, der GauB auch späterhin noch wiederholt 
beschäftigt hat). DaB Gau$ der Frage der Reïheninversion seine 
besondere Aufmerksamkeit zugewandt hat, erklärt sich daraus, 
daf er namentlich am Anfang seiner analytischen Forschungen die 
Methode der Reiïhenentwicklung als heuristisches Hilfsmittel mit 
Vorliebe verwendet; wir werden dies bestätigt finden nicht nur 
bei den auf die Umkehrung der Integrale algebraischer Funktionen 
bezüglichen Untersuchungen, sondern auch bei den Arbeiten über 


das agM. 

Die Tagebuchnotizen des Jahres 1796 korrespondieren zum 
Teil mit Aufzeichnungen im Leiste; so Note 6) mit Leiste S. 6, 
Note 39) mit Leiste S. 8, Note 48) mit Leiste 5. 13, Note 49) 
mit Leiste S. 10, 11. Es läft sich daraus der SchluB ziehen, da 
diejenigen Leistenotizen, die hinter der Seite 13 stehen, jedenfalls 
aus einer späteren Zeit stammen werden. 

Zu Anfang des Jahres 1797 beginnt GauB sich systematisch 
mit der Theorie der elliptischen d.h. zunächst der lemniskatischen 


1) Wesentlich tiefer geht die (von ihrem Herausgeber Herru Fricke nicht 
datierte) Notiz Werke Bd. VIII $S. 93, 94; wir kommen auf diese später zurück, 
da sie aus späterer Zeit stammt. 

2) 45)—49) ebenda S. 12. Es mag hier auf die beiden wahrscheinlich zu 
einander gehôürigen Tagebuchnotizen 42), 43) vom Oktober 1796 (ebenda S. 11) 
hingewiesen werden, die absichtlich in rätselhafter Form gehalten sind. 
DaB das , Vicimus GEGAN“ der Notiz 43) auf das agM. bezogen werden kônnte, 
habe ich in den ,,Fragmenten‘“ hervorgehoben. 

3) Bei S. 10—11 des Leiste findet sich eine Aufzeichnung betitelt: ,,Beweis 
des Lagrangeschen Lehrsatzes“; ferner sind zwei Blätter vorhauden (Fb), die 
auch aus 1796 stammen dürften, das eine hat den Titel ,Versuch eines neuen 
Bevweises des La Grangischen Lehrsatzes‘‘, das andere ist Werke VIII, S. 76—79 


abgedruckt. 


RE 


ous. nn 
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Fanktionen zu beschäftigen. Dieser Gegenstand hat ihn in Verbin- 
dung mit der Untersuchung der allgemeineren Transzendenten, die 
aus der sogenannten Gaufschen Reihe 


F(a,8,7,2) = 1+ Che + Les DGA D 


entspringen, viele Jahrzehnte hindurch, wenn auch mit Unter- 
brechungen beschäftigt. Obwohl GauB über diese seine Untersu- 
chungen nur verhältnismäBig wenig verôffentlicht hat, so haben 
dieselben doch für die Entwickelung seiner funktionentheore- 
tischen Gedanken eine so ausschlaggebende Rolle gespielt, daf 
wir diese Arbeiten mit besonderer Sorgfalt verfolgen müssen. 

Ein flüchtiger Blick wird auf den Stand zu werfen sein, in 
dem sich die Theorie der elliptischen Integrale befand, als Gau$ 
ihr seine Bemühungen zuwandte. Im Vordergrund des Interesses 
. Stand das Integral zweiter Gattung, das die Rektifikation der Ellipse 
und der Hyperbel lieferte, mit der sich wohl zuerst Maclaurin 
beschäftigt hat. Die Landensche Transformation war zwar von 
Lagrange in der bereits oben zitierten Abhandlung auch auf das 
Integral erster Gattung angewandt worden, aber im Grunde ge- 
nommen schien nur die einfache Form, in der sich bei Euler das 
Additionstheorem der Integrale erster Gattung dargeboten hatte, 
diese Integrale als ein geeignetes Objekt für die weitere Unter- 
suchung zu bezeichnen. 

Gauf hatte, wie wir gesehen haben, von vornherein (1796) 
in gewissen speziellen Integralen erster Gattung die Quelle für 
eine Verallgemeinerung der trigonometrischen Funktionen gesucht; 
er hat aber damit parallel und durchaus unabhängig davon das 
agM. in Verbindung mit den Reïhen, deren Exponenten die Qua- 
dratzahlen sind, in den Kreis seiner Betrachtungen gezogen, und 
wir werden zeigen, wie. bei ihm diese beiden Fäden anfangs von 
einander unbeeinfluft neben einander herlaufen, bis sie sich — 
erst verhältnismäfig spät, nämlich 1799 — mit einander vereinigen. 

Es môge gleich vorweg ausgesprochen werden, was die im fol- 
genden zu schildernde Untersuchung des handschriftlichen Nach- 
lasses ergeben hat. 

GauB behandelt das lemniskatische Integral erster Gattung, in 
dem er die erste und am nächsten liegende Weiterführung des 
trigonometrischen Integrals erkennt, und führt die Theorie der daraus 
entspringenden Funktionen zu einem hohen Grade der Entwickelung ; 
daneben arbeitet er auch an dem agM. weiter, dessen Zusammenbang 
mit der Rektifikation der Ellipse er gekannt zu haben scheint. Der 


+... 
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Zusammenhang zwischen dem agM. und dem Integrale erster 
Gattung bleibt ihm lange Zeit verborgen, er entdeckt ïhn erst 
Ende des Jahres 1799 auf einem merkwürdigen Umwege, gewisser- 
mafen durch die Beobachtung der numerischen Übereinstimmung 
zweier GrôBen bis auf die elfte Dezimalstelle. Von da ab laufen 
jene beiden Fäden in der Theorie der allgemeinen elliptischen 
Funktionen zusammen, in der sie sich gleichsam zu einer hôheren 
Einheit verbinden. Wir werden der besseren Übersicht wegen 
diese beiden Fäden, so lange sie von einander gesondert verlaufen, 
auch gesondert verfolgen und zwar wollen wir zuerst die Theorie 
der lemniskatischen Funktionen, dann jene des agM. betrachten. 


b) Die lemniskatischen Funktionen in den Jahren 
1797—1799. 


Schon die Tagebuchnotiz 50) vom 7. Januar 1797 bringt einige 
Integralformeln, die mit den lemniskatischen Integralen zusammen- 
hängen. Namentlich die beiden 


(D [Ysnvar == 2 RL 
Vi-y sh sin, 
(D) de pp a |" cs 
sin æ Vi y 


sind in sofern von Interesse, als sie einerseits auf die Stelle hin- 
weisen, von der GauB die Anregung zur Beschäftigung mit dem 
lemniskatischen Integral empfangen hat, andrerseits ein Beispiel 
dafür liefern, wie gewisse Formeln Jahrzehnte hindurch immer 
wieder bei GauB wiederkehren, so daB er gleichsam auf verschie- 
denen Etappen seiner wissenschaftlichen Entwickelung die Trag- 
weite seiner Methode immer an denselben Formeln erprobt. 

Auf dem Deckel des Leiste findet sich die folgende Aufzeich- 
nung, die wohl noch aus 1796 stammen dürfte: 
[Deckel des Leiïste|: 

dp 2 
© = 5 — 1,811031 

R VA-p)  fVsinzas i 

nach Stirling De summatione et interpolatione serierum!) 

1,31102877714605987 


1) Stirling: Methodus differentialis sive Tractatus de summatione et 
interpolatione serierum infinitarum (Lond. 1730). 


1 
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[Vsmadr = Pat far(Ve - Vino 


p° dp « 1). 
VA —p»°) 


rührt, wie GauB in der 


Der angegebene Wert von ie ir 
Scheda Aa (1798) angibt Art Werke III, S. 413) von 
Euler her. An dieser Stelle verifiziert GauB den Stirling- 
schen Wert dieses Integrals (der D in A Periode) ,uten- 


tibus formula arc sin lemn. . + 2 arcsin lemn. — “, also mit Hilfe 
des Additionstheorems, auf 11 Dezimalstellen ?). a dt in der 


Scheda Aa, aber an späterer Stelle (abgedruckt Werke III, S. 418) 


. berechnet GauB den Wert von , wo nach der von GauB zu 
ELA 


jener Zeit benutzten Bezeichnung 


1 
RUE 


ist, auf 26 Dezimalstellen mit Hilfe der zum lemniskatischen Falle 
gehôrigen Thetafunktion. ÆEndlich finden sich die beiden Inte- 
grale (1), (IT) zwischen den Grenzen 0 und 1 in der 1812 ver- 
ôffentlichten Abhandlung ,Disquisitiones generales circa seriem etc.“ 
(Werke II, S. 160), wo Gau$ die Stirlingschen Werte der beiden 


Integrale 
*. dp me * p'dp 
‘i Vip: V1 p° 


auf 17 Dezimalstellen nl und bhinzufügt, da der 
Wert des letzteren Integrals ,ex nostro calculo, artificio 
peculiari innixo, — 0,59907011736779610372% sei. Da das Pro-. 


dukt der beiden Integrale (vergl. ebenda) gleich _. ist, so ergibt 


1) Auf die lemniskatische Periode beziehen sich noch zwei Leisteaufzeich- 
nungen, die ich in den ,,Fragmenten‘‘ [23]—[28] und [41] verôffentlicht habe. 
Über diese vgl. à. a. O. 8. 17. 


dx = 
VGA — 4) 


2) Auf dem bereits erwäbnten Blatte ,,Elegantiores integralis Î 


proprietates“ (Fh) findet sich dieselbe Bemerkung. 
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sich hieraus auch leicht der Wert des ersten Integrals; über- 
dies folgt daraus, daB die erste auf dem Leiste-Deckel stehende 


Gleichung noch einer Korrektion (des Faktors T in dem zweiten 


Gliede) bedarf. Der Vollständigkeit wegen erwäbnen wir noch, 
daB die Darstellung der lemniskatischen Periode durch das Integral 


É14 

1° à V — auch in der Scheda Ac (1799—1800) benutzt wird 
É 

(abgedruckt Werke III, S. 425). 

Wir haben diese Wertberechnung der lemniskatischen Periode 
darum hier so ausfübrlich dargestellt, weïl dieselbe, wie wir sehen 
werden, in der weiteren Entwickelung des GauBschen Gedanken- 
ganges eine bedeutsame Rolle spielt. Des weiteren sehen wir, daB 
GauB zu jener Zeit mit dem Stud'1m des ersten Bandes von Eulers 
Institutiones calculi integralis beschäftigt war, wo die in der 
Tagebuchnotiz 50) aufgezeichneten Integrale im VIII Kapitel 
behandelt werden. Direkt auf Euler weist die Tagebuchnotiz 52) 
hin ,Criterii Euleriani rationem sponte detexi“; die ,Kriterien“ 
sind wabrscheinlich die für die Ausführbarkeit eines binomischen 
Integrals (siehe Euler a. a. O. Problema 9, $ 104f.), auf solche 
Integrale beziehen sich nämlich die beiden folgenden Tagebuch- 
eintragungen 58), 54) und die Notiz 59) vom 2. März. Im Leiste 
stehen hierher gehôrige Rechnungen bei S. 27, 91, 92, 104. 

Diese immerhin etwas schülerhaften Exerzitien gaben den An- 
stoB zu durchaus selbständigen Forschungen, die Gaaf mit einem 
Schlage auch in analytischen Fragen hoch über das Niveau seiner 
Zeïtgenossen emporheben. 

»Curvam lemniscatam a j: ah 5 pendentem perscrutari 

— x 
coepi‘, so lautet die Tagebuchnotiz b1l)!) vom 8. Januar 1797. 
Von Aufzeichnungen über diesen Gegenstand kommen hier zunächst 
die folgenden in Betracht: 
1) Notizen in Leiste S. 16—18, 19 (durchstrichen), 20, 21, 25. 


2) die von Schering, Werke III (S. 404—406) unter dem 
Titel ,Elegantiores integralis Î UE proprietates“ 
VA —x°) 


1) Mathem. Ann. 67, S. 12. Damit übereinstimmend die von Schering 
Werke JII, S. 493 erwäbnte Notiz auf der letzten Seite der Scheda Ac: Func- 
tiones lemniscaticas considerare coeperamus 1797 Jan. 8. 
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Nr. [1]-[4] abgedruckten schon erwähnten Fragmente, 
die sich auf losen Blättern gefanden haben. (Fh.) 

Gauf hat sich wohl darum dazu entschlossen, das lemniskatische 
Integral zum Gegenstande eingehender Untersuchungen zu machen, 
weil er in ihm auf Grund seines Ursprungs aus der Rektifika- 
tion der Lemniskate die genuine Analogie des trigonometrischen Inte- 
grals zu finden hoffte; daf das Integral, das den Bogen der El- 
lipse darstellt, keine Analogie mit dem den Kreisbogen liefernden 
trigonometrischen Integrale darbietet, muBte ihm schon aus der Form 
des Additionstheorems für die Integrale erster Gattung deutlich 
werden.  Dieses Additionstheorem hat er jedenfalls bei Euler 
kennen gelernt und es findet sich an mehreren Stellen des Nach- 
lasses, s0 u. a. in Leiste S. 48 aufgezeichnet'). Aus dem Addi- 
tionstheorem erschlieft er zunächst, daB die Umkehrfunktion des 
lemniskatischen Integrals eine eindeutige und periodische Funk- 


tion ist ?). 


Gau$ setzt: 


1) Es heiïft dort: , Integral v[on] 
us LAS UT 
VI—csing  V1—csin?y 


ist 
COS p COS — cos u + sin sinÿ V1 — c? sin? .“ 
2) GauB hat neben dem Jemniskatischen Integral auch die Integrale (Leiste 
S. 52) 


Fe fs 
l+ate J VO+an(+fQ+y 

mit einer Funktion dritten Grades unter den Wurzelzeichen betrachtet. In der 
Werke VIIT, S. 93—94 abgedruckten Notiz — die aber einer späâteren Zeit an- 


gehôürt — wird das Integral 
Li 
wé dx 
re 
— ] 


untersucht. Die Umkebrfunktion z — P(y) wird graphisch nSinnlich gemacht“ 
und als ,einfürmige und zwar periodische Funktion“ der (natürlich realen) 
Variabeln y erkannt. Beide Eigenschaften ergeben sich auch dort aus dem Ad- 
ditionstheorem (vergl. die Anmerkung von Herrn Fricke a. a. O. S. 95). 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Matb.-phys. Klasse. 1912. Beiheft. 2 


18 L. Schlesinger, 


x = coslemn G [0] - [2 
J V-x 
und stellt die Additions- und (ganzzahligen) Multiplikationsformeln 
zusammen. Vou den letzteren scheint Gauf alsbald zur Teilungs- 
gleichung übergegangen zu sein, denn am,19. März 1797 trägt er 
bereits in sein Tagebuch die Notiz ein ,,Cur ad aequationem per- 
veniatur gradus #nt dividendo curvam lemniscatam in » partes“?). 
Aus dieser Bemerkung geht auch unzweiïfelhaft hervor, daB Gauf zu 
jener Zeit (März 1797) schon die zweite (imaginäre) Periode entdeckt 
hatte, da die doppelte Periodizität, und nur diese, den Grund da- 
für erkennen läBt, weshalb die Teilungsgleichung vom Grade »° 
ist (vergl. besonders das ,Cur“*)). Damit war ihm aber nicht nur 


1) In der Handschrift bezeichnet GauB8 den Wert des Integrals von O bis 1 


mit 4 x und die Umkehrungsfunktion mit 


Di 80 ee = C8 (5 T — Eure 
VA — x) e VA — x) ) 

In Bezug auf die Bezeichnungen ist noch folgendes zu bemerken. An 
manchen Stellen (namentlich nach 1798 in Scheda Aa) hat GauB für den sinus 
und cosinus lemniscaticus eigene Zeichen; 1797 im Leiste schreibt er an- 
fangs dafür einfach sin, cos oder auch nur s, c; aber auch die im Texte angewandten 
(von Schering benutzten) Abkürzungen finden sich im Leiïste(z. B. bei $. 92,93). Die 
Bezeichnung & für die halbe Periode gebraucht GauB von 1798 an ganz konsequent. 
Der benutzte Buchstabe ist eine ältere, den Druckwerken des 18. Jhs. eigentümliche 
Form des x, die sich auch in der ,Introductio“ von Euler findet; GauB will also 
daran erinnern, daB & für die Lemniskate die analoge Rolle spielt, wie x für den 
Kreis. In den Aufzeichnungen im Leiste (vergl. Herrn Kleins Anmerkungen, Math. 
Ann. 57, S. 14, 15) wird der vierte Teil der lemniskatischen Periode mit II oder 
geradezu mit x und in der Tagebuchnotiz 63) (Math. Ann. 57, S. 15) mit x! (d. h. 
also das x der Lemniskate!) bezeichnet. 

2) Notiz 60), Mathem. Ann. 5%, S. 14. 

3) In seiner Gedächtnisrede auf Jacobi (Jacobis Werke I, S. 9) bemerkt Di- 
richlet: ,,So hatte man... gefunden, daB der Grad der mit Hilfe des Eulerschen 
Satzes gebildeten Gleichung, von deren Lüsung die Teilung des elliptischen Inte- 
grals abhängt, nicht wie in der analogen Frage der Kreisteilung der Anzahl der 
Teile, sondern dem Quadrate dieser Anzahl gleich ist. Die Bedeutung der reellen 
Wurzeln, deren Anzahl mit jener übereinstimmt, war leicht ersichtlich, wogegen 
die zahlreichen imaginären ganz unerklärlich erscheinen muften. Aber daB hier 
ein Geheimnis verborgen liege, darüber hatte man vor Abel und Jacobi kein Be- 
wubtsein, und ihnen war es vorbehalten, sich zuerst über diese und ähnliche Er- 
scheinungen zu wundern.“ Vergl. auch 2. a. O. S. 11. 

Bei $S. 88 des Leiste findet sich die folgende Zusammenstellung : 


»0; +11; 211; 311; 4II &c 
0, HNIV—1; ++ HIV—1 & 
0; HV —1; +T+2NV—TI &c, &c“ 
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der Zugang zu den tiefsten Ergebnissen der Theorie der lemnis- 
katischen Funktionen frei gemächt, sondern er fand sich auch ge- 
nôtigt, seine Funktionen für komplexe Werte der Variabeln zu 
untersuchen. 

Mit den auf die erwähnte Notiz unmittelbar folgenden 
Tagebuchnotizen') korrespondieren Aufzeichnungen im Leiste 
von S. 62 an bis über S. 100 hinaus, die wir also mit Sicherheit 
für die hier in Rede stehende Zeit in Anspruch nehmen kôünnen. 
GauB bestimmt auf Grund der aus dem Additionstheorem folgenden 
Formeln die Nullstellen und Unendlichkeitsstellen der Funktionen 
sinlemn und coslemn und leitet daraus die Darstellung dieser 
Funktionen in der Form von Quotienten doppelt unendlicher Pro- 
dukte her; auch für die Konvergenzuntersuchung dieser Produkte 
findet sich ein Ansatz*). Die gedachten Funktionen erscheinen also 
als Quotienten von ganzen transzendenten Funktionen (wie wir in 
moderner Terminologie sagen würden), die GauB anfangs mit 
M, N, u, v später mit P, Q, p, q bezeichnet. Es werden nun diese 
ganzen Funktionen in gewôhnliche Potenzreihen der Variabeln x 
entwickelt, und Gauf hebt (Werke III, $. 406) hervor, daB diese 
Potenzreihen ,,çquavis convergentia data citius convergunt“, wäh- 
rend die Potenzreihenentwicklung des sin lemn divergiert, wenn 


Unnittelbar darauf folgt das in der FuBnote2), hier unten angegebene unendliche 
Produkt. Das obige Schema gibt in der Ebene der komplexen Variabeln das qua- 
dratische Punktgitter, dessen Bedeutung für die Theorie der biquadratischen 
Reste Herr Bachmann, Materialien I, S. 20, erôrtert. Das à. à. O. ebenfalls be- 
sprochene allgemeine parallelogrammatische Gitter dürfte GauB in Betracht gezogen 
haben, als er im Jahre 1800 die allgemeinen elliptischen Funktionon (den sinus 
lemniscaticus universalissime acceptus, vgl. weiter unten, S. 42) untersuchte. 

1) 61), 62), 63), die beiden letzten vom 21. bezw. 29. März; vergl. auch die 
beiden Aumerkungen von Herrn Klein à. a. O. S. 14—16. 


2) Leiste S. 88 heift es: 


æ* mt a+ 
1e ai fi so le 
1 RU D fi 
Des 2( Hisrair &) 

In der Scheda Aa (begonnen Juli 1798; vergl. weiter unten) heiBt es (Werke IL, 
$.415): ,,Si valores s qui reddunt ipsum sin lemn @ == © secundum regulas notas 
productum infinitum generare concipiuntur, nec non valores ipsius s, qui red- 
dunt ipsum sinlemn = , quorum primum sit Py, secundum Qy, permissum 
erit (id quod rigorose demonstrare possumus) ponere 

P 
sin lemn o = --—"“. 
PQ 


2* 


20 L. Schlesinger, 


die Variable grôBer ist als F. !) und die für coslemn, wenn die 


Variable grôBer ist als &. Wie HerrKünigsberger?) bemerkt hat, 
sind diese Zähler und Nenner genau die für den lemniskatischen 
Fall spezialisierten Al-Funktionen von Weierstraf. 


Bemerkenswert ist, daB Gauf, wie wir oben gesehen haben, 
neben dem lemniskatischen Integral auch die Integrale 


 __ bezw. Go sl 
V1—zx Vi+z’ 
betrachtet, offenbar weil es ihm lehrreich erschien, die bei diesen 
verschiedenen Integralen auftretenden verschiedenen Realitätsver- 
hältnisse mit einander zu vergleichen; so findet sich in Leiste 
S. 39 eine Darstellung der Umkehrfunktion des ersteren Integrals 
als Quotient von doppelt unendlichen Produkten ‘). 

GauB stellt nun (Leiste S. 66—71) Formeln auf für die Multi- 
plikation der Variabeln in den ganzen transzendenten Funktionen 
M, N (den spätern P, Q) mit 2, 4 and mit der komplexen ganzen 
Zabl (1+V—1), die fast vollständig mit denen übereinstimmen, 
die sich auf S. 63 des Handbuchs 16 (begonnen 1801) finden und 
(in abgeänderter Reïhenfolge) in Werke III (S. 410, 411) abge- 
druckt sind. Es sind dies zum Teil die Ausführungen der in der 
Tagebuchnotiz 63) (vom 29. März 1797) angedeuteten Resultate. 

In Leiste $S. 78 stellt GauB Differentialrelationen zwischen 
den Funktionen P,Q auf‘), mit derselben Bezeichnung (P, Q statt 
der früheren M, N) ist auf $S. 26 des Leiste ein Ausdruck für 
P(nx) durch P, Q notiert (siehe Math. Ann. 57, S. 16); wir haben 


+ 
1) ,sive“ sagt GauB gleich darauf schärfer ,si { ponitur > . “,_ ist à. a. 0. 


unabhängige Variable. 
2) Zur Geschichte der Theorie der elliptischen Transzendenten (1879), 
S. 95. 
3) Siehe Klein, Math. Ann. 57, S. 15 FuBnote; GauB macht auch dort den 
Ansatz zur Konvergenzuntersuchung der unendlichen Produkte. 
4) Er setst 
F rent 
Fe = (/: PE Gite dette] 
Q Q $ 
1 PQ'— QP"—2QQ—2QP+2PP 
U QP!'— PQ" =2QQ+2QP+2PE. 
Die Bezeichnung P, Q läBt darauf schlieBen, daB diese Eintragung aus dem Jahre 
1798 berrührt. 


und findet 
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hier ein interessantes Beispiel dafür, daB GauB manchmal auf 
früher leer gebliebenen Stellen seiner Notizhefte spätere Eintra- 
gungen gemacht hat. 

Auf die Teilung der Lemniskate in sieben Teile bezieht sich 
eine Notiz im Leiste S. 69, auf die Fünfteilung (vgl. Tagebuch- 
notiz 62) vom 21. März) beziehen sich Notizen in Leiste S. 87, 
100, 102. 

Ein wesentlich neuer Gedanke tritt Leiste S. 92 auf, nämlich 
die Entwickelung von sin lemn a in eine Reïhe, die nach den sinus 
der ungeraden Vielfachen von a fortschreitet (vgl. die Tagebuchnotiz 
91b!)), und S. 93 eine Entwickelung des ,arcus cuius sinus lemn. 
— s“ nach sinus der geraden Vielfachen von g mit in Graden 
ausgedrückten Zahlenkoeffizienten. 

Damit hätten wir den auf lemniskatische Funktionen bezüg- 
lichen Inhalt des Leiste erschôpft und das Tagebuch führt uns nun 


‘in den Juli des Jahres 1798, wo Gauf (Notiz 92), à. a. O. S. 21) 


angibt: ,de lemniscata elegantissima omnes exspectationes supe- 
rantia acquisivimus, et quidem per methodos quae campum prorsus 
novum nobis aperiunt.“ 

Im Juli 1798 beginnt GauB auch das erste der von ihm 
Schedae benannten Notizheftchen, die Scheda Aa°), mit einer 
augenscheïnlich das früher gefundene zusammenfassenden Redaktion 
der Untersuchungen über lemniskatische Funktionen, die aber bald 
(S. 4) abbricht. Die folgenden Auseinandersetzungen (S. 6—8 der 
Scheda) tragen wieder ganz den Charakter vorläufiger Notizen und 
dürften die in der Tagebuchnotiz 92) bezeichneten Entdeckungen 
wiedergeben. 

Es werden darin (S. 6) die Zähler und Nenner von sin lemn 
und cos lemn zunächst als einfach unendliche Produkte dargestellt 
(Werke III, S. 416 oben), dann sin lemn ç in eine Reihe von Par- 
tialbrüchen (S.7) und (S. 8) in die nach sinus der ungeraden Viel- 
fachen von y fortschreitende Reihe entwickelt; während aber in 


1) Dieselbe steht zwar (Math. Ann. 5%, S. 20) an späterer Stelle, vergl. 
jedoch die bezügliche Bemerkung von Klein, à. a. 0. zu 91a); in der Anmerkung 
zu 91b) hat Klein auch die Leiste S. 93 stehende Entwickelung angegeben. 

2) Aus dieser sind in den Werken IIL abgedruckt der Aufsatz ,De curva 
lemniscata“ S. 413 ff.; u. z. artt. 1, 2, 3 (S.3—4 der Scheda), [4] (S. 6 der Scheda), 
[6] (Zeile 2—6, S. 7 der Scheda; Zeile 7, 8, Seite S der Scheda), [7] (bis Ende 
der S. 417, S. 14, 15 der Scheda, die beiden ersten Glcichungen auf S. 418, S. 21 
und 22 der Scheda), [8] (die erste Gleichung S. 27, die vier folgenden und Zeile 
2—4 v. u. S. 28 der Scheda). Die Angabe Scherings (IL, S. 494), daB dieser 
art. [8] aus der Scheda Ac stammt, beruht auf einem Verschen. 


29 L. Schlesinger, 


Leiste (S. 92, vergl. oben) diese Reïhe mit numerischen Koeff- 
zienten vorkommt, sind hier (Werke III, S. 417, Zeile 8) die Koeffi- 
zienten in der das allgemeine Gesetz aufzeigenden Form 


sin lemn ç = 


.. LA 4 in 3 
Dr de PT 6 je, ie mogt 
gegeben'). Die Worte ,ex expressionibus supra allatis sequitur“ 
(S. 7) und ,hinc vero sequitur“ (S. 8) zeigen zwar, daB GauB diese 
Entwickelung aus der Entwickelung der Zähler und Nenner von 
sin lemn und cos lemn in einfach unendliche Produkte erschlossen 
hat; es wird aber wobl ein ,numerisches Experimentieren“ vorher- 
gegangen sein ?). 

Es folgen jetzt (S. 8—13 der Scheda Aa) überaus mühsame und 


scharfe Rechnungen für &, 6 Et ei ei (die zum Teil 


Werke III, $S. 431, Zeile 7 v.u. bis 432 abgedruckt sind‘)), die 
Gau$ wahrscheinlich zu dem Zwecke angestellt hat, um zu den 
Darstellungen der Zähler und Nenner von sin lemn und cos lemn 


durch trigonometrische Reïihen zu gelangen. Dieser bedeutsame 
Schritt vollzieht sich in folgender Weise. : 


Es werden für diese Zähler und Nenner Py, Qy, py, gp“) die 
Logarithmen genommen, die sich aus der Darstellung der Funktionen 


1) Vergl. Werke III, S. 417, Zeile 8, wo aber Schering yw an Stelle von 
gesetzt hat. 

2) Vergl. die Tagebuchnotiz 63) Math. Ann. 57, S. 15, 16 und die Anmer- 
kung von Klein ebenda. 

3) Vergl. Klein, Math. Ann. 57, S. 21; GauB hat bei diesen Rechnungen 
Methoden der additiven Zahlentheorie zur Anwendung gebracht, namentlich die 
Darstellung einer Zahl durch die Summe von zwei Quadraten, um ibren Primzahl- 
charakter zu entscheiden. Solche Rechnungen finden sich vielfach auch schon in 
Leiste, so S. 48: ,discerpendi 283009 in bina quadrata 4225 + 528°, Also Prim- 
zabl“, ferner S. 96, 103 u.s.w. — Die von Schering, Werke III, S. 426—431 ab- 
gedruckten, auf wesentlich feineren Methoden beruhenden Rechnungen für die 
selben GrüBen entstammen wohl einer späteren Zeit, da darin die Disqu. Arithm. 
zitiert werden (allerdings ohne Angabe der Artikelnummer, 80 daB es môglich 
wäre, daB das genannte Werk damals noch nicht ganz fertig gedruckt war), wahr- 
scheinlich 1800; vgl. weiter unten. 

4) Die hier so bezeichneten Funktionen unterscheiden sich von den früher 
ebenso bezeichneten (die GauB durch beständig konvergente gewühnliche Potenz- 
reihen dargestellt hatte) durch einen Exponentialfaktor (vergl. Werke III, $. 416, 
art. [(5]); während jene mit den Weïerstrafschen Al bezw. o-Funktionen iden- 
tisch sind, fallen die hier auftretenden mit den Jacobischen #-Funktionen 
zusammen (vergl. Klein, Matb. Ann. 57, S. 21, Anm. zu 92)). 
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selbst in Form von einfach unendlichen Produkten mit Benutzung 
der Formel 


© ñn 
log (1 + u cos g) — Dire Ê n LE A 


n=1 Vi-u? n 


(Werke III, S. 417, Scheda Aa, S. 14) 


direkt als Reïhen ergeben, die nach den cosinus der geraden Viel- 
fachen von y fortschreiten. Die Koeffizienten dieser Reïhen werden 
dann (Scheda Aa, S. 21, 22, Werke III, 418 oben) numerisch an- 
gegeben. Nun knüpft GauB (Scheda Aa, S. 23) an die auch im 
Leiste S. 78 (vergl. oben $S. 20) aufgezeichneten Differentialbezie- 
hungen. der Py u.s.w. an und findet die Darstellung von Po selbst 
in Form einer Reiïhe, die nach sinus der Vielfachen von œ fort- 
schreitet, zunächst mit numerischen Koeffizienten'). Es tritt dann, 
— offenbar als Ergebnis einer numerischen Induktion — auf S. 27 


.- der Scheda Aa die Formel 


. — 2% : — 67 . 
sin lemn y — ML ul smép Ar snbp—:" 
5 l1+2e cos2p+2e cos 4p —.-- 
e 


auf, der sich dann auf S. 28 die folgenden anschliefen : 


noie D 'hy/æ sing sin 8 , sin dy ET 


a 9æ 25m . a 
| 
| 


et à e À 
2 2 2 4 
SR UE Pod 


L4 âr 
e e 


UE 


{ 
(10) | 


14/7 
mr 


1) Da die betreffende Stelle aus Scheda Ac von Schering nicht abgedruckt 
worden ist, setze ich sie hierher: S. 23 steht zwischen Zahlenrechnungen : 
»Pp — 0,8393290116 sin p 
— 15673989 sin 3p 
+ 55 sin 5 
1 1 dP P dQ ANRT ET 
de =. = = _ 
Q  Qdp  @ dy V: 
GP TO ir Os PA 
und S. 25 (vergl. Klein, Math. Ann. 57, S: 21) 
Pp — 0,839329010926691403 sin y 
— 1567398860966741 sin 3p 
+ 5466056449 sin 5 
— 37 sin 7%. 
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10e Le 0 +... — ve 
x 

on RO ARE 1 
e *iie Aa 4 M de dd 


Es folgen die (Werke III, S. 418, 419 abgedruckten) numerischen 
Werte von 


din sé) PE el Je 2e 25% 


die zur numerischen Verifikation der Gleichungen (11) dienen. 

Wir scbliefen damit den Bericht über die iemniskatische 
Funktionen für die Periode 1797—1798 ab und fügen nur noch 
einige allgemeine Bemerkungen hinzu. 

Auf die Entwickelung des GauBschen Gedankenganges wirft 
eine Bemerkung einiges Licht, die Gau$ 1828 in einem vom 30. 
März datierten Briefe an Bessel macht. Er schreibt?): ,Zur' Aus- 
arbeitung der seit vielen Jahren (1798) angestellten Untersuchungen 
über die transzendenten Funktionen werde ich vorerst wohl noch 
nicht kommen kônnen, da erst noch mit manchen andern Dingen 
aufgeräumt werden mu. Herr Abel ist mir, wie ich sehe, jetzt 
zuvorgekommen und überhebt mich in Beziehung auf etwa ein 
Drittel dieser Sachen der Mühe, zumal, da er alle Entwickelungen 
mit Eleganz und Konzision gemacht hat. Er hat gerade denselben 
Weg genommen, welchen ich 1798 einschlug, daher die gro8e Über- 
einstimmung der Resultate nicht zu verwundern ist. ... Jeder 
MiBdeutung zuvorzukommen bemerke ich jedoch, daB ich mich nicht 
erinnere, von diesen Sachen irgend jemand etwas mitgeteilt zu 
haben *).“ 

In der Tat ist GauB ebenso wie Abel zunächst vom 


1) In diesen Formeln ist (vergl. die Form in der Schering dieselben Bd.III, 
S. 418, art. [8] wiedergibt) y — 2 zu nehmen. In der Handschrift steht auch 


linker Hand @. Die Verwechslung von & mit x zieht sich auch in die später 
(Scheda Ac) entwickelten Formeln für die allgemeinen elliptischen Funktionen 
hinüber, vergl. weiter unten S. 48. ; 

2) GauB-Bessel Briefwechsel, S. 477, vergl. auch den Werke III, S. 495 
zitierten Brief von GauB an Crelle. 

3) Auf den EinfiuB, den GauB (unmittelbar und mittelbar) auf Abel aus- 
geübt hat, wird weiter unten näher einzugehen sein. 
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Additionstheorem ausgegangen, hat mit Hilfe desselben die Perio- 
dizität bewiesen, dann die Nullstellen und Unendlichkeitsstellen 
der Funktionen sinlemn und coslemn bestimmt und aus diesen 
»Secundum regulas notas“ die Darstellungen der Zähler und Nenner 
in der Form von unendlichen Produkten gewonnen. 

Mit der Entwickelung der Zähler und Nenner in trigonome- 
trische Reïhen wie überhaupt mit der Einführung dieser als selb- 
ständiger Transzendenten ist GauB allerdings schon 1798 erheblich 
über Abels ,Recherches“ hinausgegangen, — wenigstens im lemnis- 
katischen Falle. — Diese Einschränkung muB gemacht werden, da 
keinerlei Anhaltspunkt dafür vorliegt, daf Gauf schon 1798 die 
allgemeinen elliptischen Funktionen behandelt hat. Die Tage- 
buchnotiz 95), Oktober 1798, künnte ja so gedeutet werden, daB der 
ynovus in analysi campus“ die Theorie der allgemeinen elliptischen 
Funktionen wäre, aber dieselbe Wendung findet sich auch schon 
. bei Notiz 92) und 1799 bei der Notiz 98) mit dem Zusatze certo, 
so daf uns diese Deutung unwabrscheinlich zu sein scheint. Be- 
denkt man überdies, daf GauB, wie er am 12. März 1816 an Olbers 
schreibt') 1796—98 ,die Hauptsachen der Disquisitiones arithme- 
ticae gebildet“ und auch in dieser Zeit”) den Beweïis des Funda- 
mentalsatzes der Algebra gefunden hat, der 1799 als Doktor- 
dissertation verôffentlicht wurde, so wird man eher geneigt sein, 
das Jahr 1798 von weiteren Entdeckungen zu entlasten und die 
Bemerkung von GauB über seine und Abels Methoden so aufzu- 
fassen, daf die 1798 für den Fall der lemniskatischen Funktionen 
zur Anwendung gebrachten Methoden gemeint seien, die sich ja 
dann nachträglich auch im allgemeinen Falle bewährt haben. 


c) Die Theorie des arithmetisch-geometrischen 
Mittels in den Jahren 1797—1798. 


Zwischen den auf die lemniskatischen Funktionen und aut andere 
Gegenstände bezüglichen Aufzeichnungen im Leiste finden sich 
bei den Seiten 25, 26, 37, 48, 49, 56, 83, 88 Notizen über die 
Theorie des agM. Diese Notizen stammen allem Anscheine nach 
aus den Jahren 1797—1798, werden aber wenigstens zum Teil als 
der Niederschlag noch älterer Aufzeichnungen anzusehen seien, die 
wobl für uns verloren sind*). Ein T'eil dieser Leistenotizen ist in den 


1) GauB-Olbers Briefwechsel I, S. 629. 

2) Siche Tagebuchnotiz 80), Math. Ann. 57, S. 18 und Werke IIL, S. 30. 

3) Der älteste vorhandene Zettel (Ff) zu der in Rede stehenden Theorie 
trägt die Überschrift »[abgerissen]n termini medii si nomine uti licet arithmetico- 
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»Fragmenten“ unter den Nammern [1]—{41] abgedruckt und mit Er- 
läuterungen versehen, auch die Frage ihrer Entstehungszeit ist 
daselbst eingehend erôrtert; wir kônnen uns demnach hier darauf 
beschränken, ihren wesentlichen Inhalt kurz zusammenzufassen. 

Der elementare Algorithmus des agM. aus zwei realen Zahlen 
a,b war GauB zu jener Zeit geläufig; daf er neben dem direkten 
Mittel M(a,b) auch die durch Rückwärtsverlängerung der aus a, b 
hervorgehenden Kette und die aus a und c — Vb°—4* hervor- 
gehenden Ketten betrachtet hat, geht aus der folgenden (in den 
»Fragmenten“ nicht wiedergegebenen) bei S. 56 des Leiste befind- 
lichen Aufzeichnung hervor. 


[Leiste, S. 56] 


ARE M ANÈ, dEr À = a+b 
."b, b, 4, D, B = a—b 
2e le HS LAS ee He Ta NE LE ste 
BBD rer. B'= Va — 1(a—'b) 
A4" = 1("a+"b) 


Es (6 —"0) 


GauB hat nun das agM. zwischen den Zahlen a, b(a => b) mit 
dem Umfange der Ellipse mit den Halbachsen a, b, also mit dem 
vollständigen elliptischen Integral zweiter Gattung in Verbindung 
gebracht. Er setzt nämlich die numerische Exzentrizität der Ellipse 


a —Ù 
sde pl 


und entwickelt einerseits den Ellipsenquadranten 


geometrici«, Er enthält u. a. die Reihe (vergl. Werke III, S. 365 letzte Gleichung) 


1 1 je 21 
"m4 = tente pee ge ré + Go” 
195 805 


Ed 
16384 T° + 32768 32768 


at... 


wo Tm(1+zx) das agM. (Terminus medius) zwischen 1 und 1 + x bedeutet, und 
die Umkebrung derselben: | 
1 23 5 
Z = CH ut F] Fe De PTE 
»l+z = 1+2 + 22 Lou z4 Let es T 706 * « 


Aufer diesem Zettel sind noch einige andere vorbanden, die aber viel später ge- 
schrieben zu sein scheinen. 
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LA (1— 1° ee 
LE f 1—»x 


andererseits den mit a multiplizierten reziproken Wert des agM. 
nach Potenzen von »: 


2e phil joe Lois nt Len 
; nr UN Qu 222 2.2.4.4 js 
(1 ) 1 = 1+ 11 1, 1-1:5.8 F . 
MD MONTE Nan dE PU 
Durch Reïhenvergleichung findet er dann die Beziehungen 
1 d 
13 UNIT EAU RE 
(13) D ES Fe 
2 d 1 
(14) A ee 


| ax dv HE VE sb dv M(1, Vi—v")- 


(vergl. die Formeln [11] und . der ,Fragmente“), die historisch 
in sofern von besonderem Interesse sind, als sie Beispiele für die 
»relationes inter functiones contiguas“ darstellen, für die durch 
die angegebenen Potenzreihen gelieferten speziellen Fälle der 
Reïhe F(«, B, y, x). 

Das lebhafte Interesse, das GauB schon in sehr früher Zeit 
für Euler bekundet hat — so hat er sich auf den ersten Durch- 
schuBblättern des Leiste eine Zusammenstellung der Schriften Eulers, 

wahrscheinlich nach der Fufschen Liste, ul à — läft 


vermuten, da er die Reïhenentwickelungen für q und Ÿ 1. der Eu- 


D Auf einem Blatte (Ff) finden sich die folgenden Formeln: 
LS ILES 


ER mn le ne ee YO EU LS ARTE T US pet 

eg ts um À AU ATUME 0 1 4606 de 
à HMS BREL LB" E SE 

* tpgmto ges CDR AMG GENE 


Es wird dann durch Differentiation von Æ und Reïhenvergleichung die Formel 
(1 — 2e) (Fr +. Fe) + PO 


abgeleitet, die mit der Formel (13) unseres Textes gleichwertig ist. Auch steht 
auf derselben Seite dieses Blattes die Formel 
1 
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lerschen Abhandlung ,Animadversiones in rectificationem ellip- 
sis“ (Opuscula varii argumenti II, 1750, S. 121#) entnommen 
haben mag, wo diese Entwickelungen in derselben Form auftreten 
wie in den Leïistenotizen. Auch die Methoden, deren sich Gauf 
bei diesen seinen Untersuchungen bedient hat, erinnern lebhañft an 
Euler; beide arbeiten mit numerischen Induktionen, beide mit der 
Transformation und Vergleichung von Potenzreihen (vgl. oben S. 10). 

Im hôchsten Grade überraschend wirkt aber eine andere Leiste- 
aufzeichnung, in der GauB vüllig unvermittelt durch die Gleichung 
(vergl. die Formel [6] a. a. O.) 


1 
15 che rm 9 du À di ap dr 
) M (1, V1 LD v°) ) 
den Zusammenhang zwischen dem agM. und den Reihen herstellt, 
deren Exponenten die Quadratzahlen sind. Man wird wohl nicht 
fehlgehen, wenn man diese Notiz mit der Tagebuchnotiz 58) vom 
15. Februar 1797 in Verbindung bringt, in der die Reihe 


1—-a+a—-a+a"—... 


vorkommt und wo es am SchluB heift: ,unde facile omnes series 
ubi exp[onentes] ser[iem] sec[undi] ordinis constituunt transform- 
antur“'). Beide Aufzeichnungen zeigen (übereinstimmend mit der 
Angabe Scherings, vergl. oben), daBf Gauê lange ehe ihm die Theta- 
fanktionen, selbst im lemniskatischen Falle, bekannt waren, sich mit 
Reïhen beschäftigt hat, deren Exponenten eine arithmetische Pro- 
gression zweiter Ordnung bilden. 

Wie er die Beziehung solcher Reiïhen zum agM., insbesondere 
wie er jene Gleichung (15) gefunden haben mag, läBt sich nur ver- 
muten. Es ist anzunehmen, daf GauB bemerkt hat, da die 
Quadrate der Reïhen p(y), q(y), r(y) (vgl. oben Gl. (1) S. 8, Fuf- 
note) den Gesetzen des agM. gehorchen, wenn man y durch Y°, 
y“, y*,... ersetzt, und daB er daraufhin die Gleichung (15) und die 
analogen einfach angesetzt hat, indem er sich die GrôBe z direkt 
durch jene Gleichung (15) definiert denkt. Für die letztere An- 
nahme sprechen die von Gauf im Leiste aufgezeichneten Gleichungen 
(}, [3} 2.2.0) 


1) In dieser Tagebuchnotiz nimmt GauB selbst auf die Tagebuchcintragung 7} 
vom 24. Mai 1796 Bezug. Die Reihe 1 + £ + £5 + £9 + £10 LE ... kommt auf S. 26 
der Scheda Aa vor; ein Zusammenhang mit den übrigen daselbst befindlichen Auf- 
zeichnungen hat sich nicht feststellen lassen. 


comtes lee ee IN NP 
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Lres 9 , LP 5 
nn +5? +... — 4:+8%+... 


(16) 
y — 42—162 —5623 —..., 
denen sich noch (a. a. O. [4]) die Gleichung 


un ons 


zugesellt. 

Dagegen muB betont werden, daB die Reïhen p(y), g(y) erst 
in späteren Aufzeichnungen (Ende 1799) auftreten, was freilich 
nicht ausschlieft, daB sie GauB schon früher bekannt waren, 
zumal die Bezeichnung r in der Gleichung (15) im Leiste wirklich 
benutzt wird. Die genuine Definition der Grôfe z durch das agM. 
(vergl. die Formel (5) S. 8) findet sich gleichfalls erst Ende 1799, 
und dürfte wohl auch erst zu dieser Zeit entdeckt worden sein. 
Ich bin jedoch geneigt anzunebmen, daB GauB schon zu der hier 
in Rede stehenden Zeit den Grenzwert des agM. M(1,v) für ein 
gegen die Null abnehmendes » untersucht und bestimmt haben 
mag, da sich diese Bestimmung (vergl. die ,Fragmente“) 


(18) M es ie 
v=0 v 2 


aus der zitierten Eulerschen Abhandlung direkt ergibt, wenn 
man die von GauB aufgestellte Relation (13) zwischen g, und 


d 
M(1,V1-—7%*) benutzt. 

Für die Herleitung der Gleichungen (16), (17) kommt die aufer- 
ordentliche Gewandheit in Betracht, die sich GauB schon früh- 
zeitig in dem Operieren mit Reïhen, deren Inversion (durch die La- 
grangesche Formel, vgl. oben) und Transformation angeeignet hat. 
Da er aber die Bedeutung der GrôBe z gleich erkannt hat, indem 
er mit ihrer Hilfe in der Gleichung (17) den Ellipsenquadranten 
als Funktion des Moduls uniformisiert, ist der vorahnenden Kraft 
des mathematischen Genius zuzuschreiïben, dessen geheimnisvolles 
Wirken wohl nirgends in so überraschender Weise zu verspüren 
ist, wie eben in den Jugendarbeiten von Gauf. 


d) Rückblick. Die Inauguraldissertation (1799). 
Wenn wir fragen, was aus dieser Fülle von Einzelresultaten, 
die GauB in den wenigen Jahren 1797—1799 gefundenen hat, die 
prinzipiell nachhaltigste Wirkung auf die Entwicklung seines mathe- 
matischen Denkens ausgeübt hat, so werden wir vor allem die 
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Tatsache in den Vordergrund stellen müssen, daB sich ihm durch 
die Entdeckung der doppelten Periodizität der lemniskatischen 
Funktionen die Bedeutung der komplexen GrôBen enthüllt hat. 
Und zwar ihre Bedeutung in zwiefacher Hinsicht, nämlich als Zahlen 
in der Arithmetik und als Variable in der Analysis n 

Die Erscheinung, daf der sinus lemniscatieus seinen Wert nicht 
verändert, wenn das Argument um (”m+#\—1)2& vermehrt wird, 
wo m,n reelle ganze Zahlen bedeuten, daB also für diese Funktion 
die komplexen ganzen Zahlen m+#V—1 dieselbe Rolle spielen 
wie für den sinus die reellen, muB auf GauB einen tiefen Ein- 
druck gemacht haben, zumal die Ahnlichkeit des Verhaltens der 
lemniskatischen und der Kreïsfunktionen sich auch bei dem Pro- 
blem der Teilung bemerkbar machte, worauf ja GauB in jener be- 
rühmten Stelle der VII. Section seiner Disquisitiones arithmeticae 
hingewiesen hat. Wir werden also Jacobi beistimmen müssen, 
wenn er‘) über die von GauB bewirkte Einführung der komplexen 
ganzen Zahlen in die Theorie der biquadratischen Reste sich wie 
folgt ausspricht: < 

»hAber wie einfach jetzt auch eine solche Einführung der 
komplexen Zahlen als Moduln erscheinen mag, so gehôrt sie 
nichtsdestoweniger zu den tiefsten Gedanken der Wissenschaft ; 
ja ich glaube nicht, daf zu einem so verborgenen Gedanken 
die Arithmetik allein geführt hat, sondern, daf er aus dem Stu- 
dium der elliptischen Transzendenten geschôüpft ist, und zwar der 
besonderen Gattung derselben, welche die Rektifikation vom Bogen 
der Lemniscata gibt. ...... GauB versichert in den ,,Disquisi- 
tiones arithmeticae“, die Methode seiner Kreisteilung auf die Tei- 
lung der ganzen Lemniscata anwenden zu kônnen, und verspricht 
hierüber ein amplum opus zu einer Zeit, in welcher er sich 
sicher noch nicht, seinen eigenen späteren Angaben zufolge, mit 
den biquadratischen Resten beschäftigt hatte. Auch ist es nicht 
unwahrscheinlich, daB er die Fundamentaltheoreme über biquadra- 
tische Reste aus dieser Quelle geschôpft hat.“ 

Noch unmittelbarer ergab sich aus der Erkenntnis der doppelten 
Periodizität der lemniskatischen Funktionen die Notwendigkeit, das 
Gebiet einer veränderlichen GrüBe dadurch zu erweitern, daf 
dieser GrüBe beliebige komplexe Werte beigelegt werden. 

Schon Euler hatte zwar die Einführung der komplexen Varia- 
beln in formaler Weise vollzogen, indem er einerseits den Zusammen- 


1) Vergl. Bachmann, Materialien I, S. 42, 43. 
2) Crelles Journal 19, Jacobis Werke VI, S. 275 ff. 
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‘bang zwischen den Kreisfunktionen uud der Exponentialfunktion be- 
gründet, andererseits die Logarithmen negativer und imaginärer 
Zahlen untersucht hat’). Für Gauf handelte es sich aber darum, 
durch Eingebn auf die ,wahre Metaphysik der imaginären GrôBen“ 
ihre reale Existenz und damit die Berechtigung, sich ihrer in der 
Analysis zu bedienen, definitiv zu begründen. Vor der OÜffentlich- 
keit geschieht dies erst im Jahre 1831”), weil — wie Gauf sich 
dort ausdrückt — ,es bisher an einer Veranlassung gefehlt hat“, 
er fügt aber gleich hinzu, daB ,aufmerksame Leser die Spuren 
davon in der 1799 erschienenen Schrift über die Gleichungen und in 
der Preisschrift über die Umbildung der Flächen leicht wieder- 
finden werden.“ 

Die erstere Schrift*) fällt ihrer Entstehungszeit nach in 
die hier betrachtete Zeitperiode‘), wir werden also für das 
Jahr 1797 einerseits die Entdeckung der Darstellung komplexer 
GrôBen durch die Punkte einer Ebene, andrerseits, als erste An- 
wendung dieser Darstellung, den geometrischen Beweis der Wurzel- 
existenz anzusetzen haben. 

Was zunächst den ersten Punkt betrifft, so gründet man 
neuerdings die Berechtigung, komplexe Grôfen als Substrate 
der formalen Rechenoperationen zu betrachten, auf die von 
Hamilton‘) herrührende Auffassung dieser GrôBen als Paare 
von reellen bezw. Quadrupel von positiven Grôüfen. 


1) Über Eulers Untersuchungen zur Theorie der Funktionen einer komplexen 
Variabeln berichtet Stäckel, Bibliotheca Mathem. (ID 1, S. 113f. 

2) Anzeige, Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio secunda, 
Werke II, S. 169 ff.; vgl. besonders S. 175ff. 

3) Demonstratio nova theorematis etc. Inauguraldissertation, Helmstedt 1799, 
Werke III, S.1f. 

4) Vergl. die Tagebuchnotiz 80) Oktober 1797: , Aequationes habere radices 
imaginarias methodo genuina demonstratum. Prom. in dissert. pecul. mense Aug. 1799.“ 

5) Transactions of the Royal Irish Academy 17 (Dublin 1837), S. 293; Lec- 
tures on Quaternions (ibid. 1853), Vorrede. Im selben Jahre wie Hamilton hat 
auch Johann Bolyai in seiner der Jablonowskischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften eingereichten, aber damals nicht verôffentlichten Preisschrift: Responsio 
ad quaestionem ... ab Incl. Soc. Sc. Jablonowskiana Lipsiae anno 1837 motam, 
herausgegeben von P. Stäckel, Math. und naturw. Berichte aus Ungarn XVI 
(1899), S. 281 ff., dieselbe Auffassung der komplexen GrôBen, wie sie bei Hamilton 
auftritt, zur Geltung gebracht. Am Schlusse dieser Abhandlung findet sich 
eine Kritik der in der oben erwähnten Anzeige entwickelten Auffassung von Gauf, 
aus der wir die folgenden Stellen hierher setzen: 

Neque notiones imaginaria concernentes in Gôütt.gel. Fer [1831] p. 632 usque 
638 traditas Illmi Gauss (salvo respectu summo Viro debito) pro satisfa cientibus 
habere possum. Enim ...... 
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Die Wurzelexistenz für eine Gleichung f(:) — 0, wo f eine 
ganze rationale Funktion von z bedeutet, beweist GauB, indem 
er f(x + yi) in seinen realen und imaginären Bestandteil T + Ui 
spaltet und aus dem Verlaufe der beiden algebraischen Kurven 


T=0, U—0 für grofe Werte von (x + y} erschlieft, das 
Schnittpunkte dieser Kurven vorhanden sein müssen ’). 


1no notiones dextri, sinistri, supra, infra etc. non determinabantur, 
relativae sunt, et tamquam minus geometrica hic evitari debent possuntque; 

240 haud concipitur, quomodo ad conclusionem, et quo sensu [perveniatur] 
quod + + (ut et —:) sit proportionalis media inter + 1 et — 1, imprimis quod 
antea proportio generaliter definita haud sit, ac etiam rhombi pro quadrati sumi 
possunt; 

3tio expositio haec innititur veritati axiomatis XI. dubiosae contemplatio- 
nique spatii in Arithmetica evitandae; cui priorem quidem incommodo facile reme- 
dium afferi potest, sumendo (ut brevis sim) superficiem sphaericam radii infiniti, 
quam parasphaericam appellare licet, 

4to (ut loca minoris momenti praeteream) phrasis: quod alia genera quan- 
titatum in scientia quantitatis admitti non possint, haud probanda est: supra 
enim satis luculenter ostenditur, quantitates quidem (pro rh, quotvis gene- 
ru m introduci posse, sed solum modo non debere; ...... 

GauB hat natürlich von diesen Bemerkungen Johann Bolyaïÿs niemals Kenntnis 
erhalten. Umso merkwürdiger ist eine Stelle aus einem aus späterer Zeit (jeden- 
falls nach 1831, vgl. weiter unten S. 89 und 115) stammenden Manuskript von GauB, 
betitelt: ,Bestimmung der Convergenz der Reïhen, in welche die periodischen 
Funktionen einer veränderlichen GrüBe entwickelt werden kônnen“ (Fa), wo es 
S.3 FuBnote) heift: ,Da hier nicht der Ort ist, in die Metaphysik des Räum- 
lichen weiter einzudringen, so übergehe ich den Umstand, daB die Wechselbezie- 
hung zwischen vorwärts-rückwärts und rechts-links erst durch die Hinzufügung 
des dritten Gegensatzes oben-unten, zwischen den Raumtheilen, welche die Fläche 
scheidet, Haltung bekommt, so wie den, daB dieses Verhältniss nicht durch eine 
Definition a priori gegeben, sondern nur durch Zusammenhalten mit einem wirk- 
lich Vorhandenen drei Dimensionen darbietenden erkannt werden kann, in- 
sofern in diesem die Namen bereits feststehen. Man vergl. Gôttingische gelehrte 
Anzeigen 1831, S. 637 [Werke II, S. 177]. Die abstracte allgemeine Lehre von den 
complexen GrüBen hat mit beiden nichts zu schaffen.“ 


1) Wie P. Stäckel, Bibliotheca Mathematica (III) 1, S. 124 hervorhebt, hat 
d’Alembert in seiner Arbeit ,Recherches sur le calcul intégral“, Histoire de 
l’Académie 1746 (Berlin, 1748) S. 182—200, derselben die GauB in den artt. 5. 
und 6. seiner Dissertation (Werke III, S. 7) kritisch bespricht, die Gleichungen 
T = 0, U = 0 als Kurven in der (x, y)-Ebene aufgefaft, die durch die recht- 
winkeligen Koordinaten ihrer Schnittpunkte diejenigen Werte x,y bestimmen, für 
die z+yV — 1 eine Wurzel der Gleichung f(z) — O0 darstellt (vergl. auBer der 
von Stäckel zitierten Stelle Histoire, $. 191, Remarque I-ère, besonders auch a. a. O. 
8.188). Es erscheint uns heute sehr naheliegend, von dieser Deutung der Wur- 
zeln x<+ yi, zu der Darstellung einer beliebigen komplexen GrôBe x + ys 
durch die Punkte einer Ebene überzugehn. 
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Kronecker erblickt:) ,das eigentliche Wesen“ der Gauf8- 
schen SchlaBweise darin, daB für das Kurvensystem 7 — 0, U—0 
ndie Konfiguration in Bezug auf deren Schnittpunkte innerhalb 
eines hinreichend gro gewählten Kreises nicht anders ist, wie für 
diejenigen Kurvensysteme, welche aus einer ,reinen“ Gleichung 
desselben Grades hervorgehn“. Man kônne dies — so fährt er 
fort — daraus erkennen, daB in der GauBschen Deduktion ,eigent- 
lich nur die hôchste Potenz von x + yi und von den Koeffizienten 
der übrigen Glieder der Gleichung nur die Eigenschaft in Betracht 
gezogen wird, daB deren absolute Werte unter einer gewissen 
Grenze liegen, sodaf eine dabei zulässige Veränderung der Koeffi- 
zienten die Deduktion nicht berührt”*).“ 

DaB GauB in der Inauguraldissertation .die Anwendung der 
komplexen Grô$en äuferlich vermeidet, dürfte seinen Grand haupt- 
sächlich in dem Bestreben haben, sich den Gewohnheiten seiner Zeit- 
genossen môglichst anzupassen (vergl. oben S. 2). Als GauB bei 
Gelegenheiït seines goldenen Doktorjubiläums (1849) eine neue Dar- 
stellang seines alten Beweises mit Benutzung komplexer Grôfen 
gab*), war ,der Begriff der komplexen GrôBen jedermann geläufig“ 
und unter dem ,jedermann“ dürfen wir wohl auch Gau$ selbst mit 
einbegreifen, denn 1797 hatte auch er vor dem Operieren mit 
komplexen GrôBen noch eine gewisse Scheu, die sich z. B. in der 
FufBnote, Werke III, $.6, aber auch sonst in seinen Aufzeichnungen 
deutlich erkennen läBt. 

Auf der letzten Seite des Tagebuchs befindet sich die folgende 
Aufzeichnung : 

»Quantitates imaginariae: Quaeritur criterium generak, se- 
cundum quod functiones plurium variabilium complexae ab incom- 
plexis dignosci possint.* 

Ob diese Notiz auch schon in die hier besprochene Jugendzeit 


1) Berliner Monatsbericht 1878, S. 151, 152. 

2) Man hat (vergl. z.B. Rudio, Züricher Vierteljahrsschrift 39, 1894) 
Bedenken dagegen geltend gemacht, da$ sich GauB (siehe etwa Werke III, S. 27) 
auf Eigenschaften allgemeiner algebraischer Kurven beruft. GauB sagt selbst 
(Werke III, S.29): ,Denique observo, minime impossibile esse, ut demonstratio 
praecedens ... etiam in forma mere analytica exhibeatur.“ Bei einer solchen 
»Arithmetisierung“ des GauBschen Beweises — die meines Wissens bisher nicht 
durchgeführt ist, deren Durchführung aber in hohem MaBe erwünscht wäre — wird 
es wohl nôtig sein, die ganz spezielle Natur der algebraischen Kurven T — 0, 
U = 0 auszunutzen. 

8) Beïträge zur Theorie der algebr. Gleichungen 1849, Werke III, S. 71ff. 
(Jubiläumsschrift). 
 Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Kl. 1912. Beiheft. 3 
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fallt, läBt sich wohl ebensowenig entscheiden wie die Frage:), ob 
etwa die bereits erwähnte letzte Tagebuchaufzeichnung des Jahres 
1798: ,Novus in analysi campus se nobis aperuit, scilicet in- 
vestigatio functionum etc.*)* auf die Funktionen eines komplexen 
Arguments gedeutet werden kôünnte. 


4. Die Jahre 1799—1800. Scheda Ac. Allgemeine 

elliptische Funktionen. 

Die beiden Fäden (lemniskatische Funktionen und agM.), die 
wir im vorigen Abschnitte von einander unbeeinfluft neben einander 
herlaufen sahen, vereinigen sich nach der Tagebuchnotiz 98) am 
30. Mai des Jahres 1799, indem Gauf die Bemerkung macht, daB 


das agM zwischen 1 und V2 bis auf die elfte Dezimalstelle mit 
dem Werte + übereinstimmt; ,qua re demonstrata“ — so fügt er 


hinzu — ,prorsus novus campus in analysi certo aperietur.“ 
Man wird wobl nicht fehlgehn, wenn man in Bezug auf die Veranlas- 
sung zu diesem numerischen Experiment die folgende Annahme macht. 


Gauf hatte für © die Darstellung (Scheda Aa, siehe oben $. 24 die 
zweite der Gleichungen (11)) 
9x 257 
(o) 


L14 
= 4(e Fe NME MP +.) 


abgeleitet. Angererseits war ihm die Darstellung (Leiste, siehe 
oben $. 28, G1. (15)) 


1 9 25 
LORS. es Ne 9 20 di, 
MG Vi) — {2 +e +2 + | 
für den reziproken Wert des agM bekannt. Die Reihen auf den 


LL 


rechten Seiten stimmen für z = e 2 en Nun findet sich in 
der Scheda Aa (S. 10) der Werke III, S. 432 wiedergegebene Wert 


LÀ 
e ? — 0,2078957; 


setzt man diesen in die Formel (Leiste, siehe oben S. 29 die zweite 
der Gleichungen (16)) 


1) Siehe Bachmann, Materialien I, S. 48. 
2) Notiz 95), 


EE 


« 
To Re 


pot <a om siene si ro emnr aner era ennnaees 


ÉD og op Go né 
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v —= 42 — 162 — 62° —.... 


für z ein, so ergibt sich für v ein Wert, der angenähert gleich 
V4 ist. Nun würe für » — V4 


v 1 


MA, Vi»)  M(V21) 
GauB konnte also den Versuch machen, die numerischen Werte von 
M(\2,1) und = mit einander ‘zu vergleichen')} Das Resultat 


dieser Vergleichung wäre die Tagebuchnotiz 98) vom 80. Mai. 

Indessen bleiben diese Untersuchungen, wie es scheint, vorläufig 
liegen; GauB ist ja zu dieser Zeit mit der Redaktion und dem 
Druck der ,Disquisitiones arithmeticae“ beschäftigt, die Inaugural- 
dissertation wird ebenfalls in diesen Wochen redigiert worden sein°) 
und endlich bezeugt die Tagebuchnotiz 99) vom September 1799, 
da GauB im Sommer dieses Jahres seine Aufmerksamkeit den 
Prinzipien der Geometrie zugewendet hat ?). 

Erst im November‘) erfolgt eine, neue Entdeckungen über das 
agM. anzeigende Tagebuchnotiz, diese noch in Braunschweig, und 
bald folgen ihr — schon in Helmstedt — zwei weitere Notizen 
vom 14. und 23. Dezember über denselben Gegenstand‘). Im No- 


1) In den ,Fragmenten“ habe ich darauf hingewiesen, da GauB nach den 
in den Leistenotizen enthaltenen Formeln in der Lage gewesen wäre, ohne wei- 


teres die Übereinstimmung von M(V2,1) mit . zu erhärten; ich versuche da- 


selbst auch eine Erklärung dafür zu geben, daB GauB trotzdem im Mai 1799 den 
Weg der numerischen Induktion betreten hat. 

2) Vergl. Brief an Bolyai vom 22. April 1799, Briefw. S. 22. 

8) Am 24. Mai ist GauB mit W. Bolyai vor des letzteren Abreise nach Sie- 
benbürgen zu Clausthal a. Harz zusammengetroffen (Siehe GauB-Bolyai Briefwechsel 
S. 26, 27; die Angabe Bolyais a. a. O. S. 146, das Zusammentreffen habe am 
24. Juni stattgefunden, beruht auf einem Schreib- oder Gedächtnisfehler). Vielleicht 
hat dieses Zusammentreffen GauB zur erneuten Beschäftigung mit den Prinzipien 
der Geometrie angeregt. 

4) Aus einem neuerdings von Herrn Brendel im GauBarchiv aufgefundenen 
Briefe, den Joh. Friedr. Pfaff am 24. Nov. an GauB gerichtet hat, geht hervor, 
daB GauB seine Bemerkung vom 30. Mai an Pfaff brietlich mitgeteilt batte. Pfaff 
schreibt, er habe sich sehr dafür interessiert, und macht auch einige auf das 
agM. bezügliche Bemerkungen, die aber den in Rede stehenden Gegenstand nicht 
unmittelbar berühren. Jedenfalls geht aus diesem Briefe hervor, daB die Bezie- 
hungen zwischen GauB und Pfaff auch wissenschaftlich recht nabe waren. Be- 
kanntlich hat sich GauB vom Dezember 1799 bis gegen Ostern 1800 in Helmstedt 
als Hausgenosse von Pfaff aufgehalten. Auf die Beziehungen der beiden Männer 
wird an anderer Stelle genauer einzugehen sein. 

.5) 100)—102), vergl. die zugehôrigen Anmerkungen von F. Klein. 

3* 
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veriber 1799 beginnt GauB auch ein neues Notizheft, die Scheda Ac, 
und wir sind durch die vollständige Konkordanz der in diesem 
Heftchen entbaltenen Aufzeichnungen mit den erwähnten und den 
weitern Tagebuchnotizen 105), 106), 108) in der glücklichen Lage, 
nicht nur den Gedankengang von GauB in dieser an wichtigen 
Fortschritten so reichen Zeit wiederherstellen, sondern sozusagen 
auch Tag für Tag verfolgen zu künnen, wie weit GauB ge- 
kommen war. 

Wir geben zunächst eine summarische Inhaltsangabe dieser 
Scheda. 

Sie hat auf dem Titelblatt die Aufschrift , Varia Novbr. 1799“. 


Dann folgt  Imprimis de integrali 'L de - “, was aber, 
V1 + uu sin q° 


wie auch Schrift und Tinte zeigte, nicht gleichzeitig mit der Aufschrift 
selbst, also offenbar später angebracht worden ist. Die Seiten 1—8 
enthalten ,Grundlehre oder Analysis des Raumes“ (räumliche Ko- 
ordinaten und sphärische Trigonometrie). Auf S. 7 oben stehen die 
folgenden Entwickelungen: (abgedruckt Werke III, S. 423, [15]) 


® Lt Lt it eye VE 
(a) = (+ s+( 2) 2 + 4 +.) 2 
ACTE M PCR RE 
ps tire: 9 *2.4.4.6.8.8 ‘81 
8 1:2:8.6.6.7.9.10.11, 1. 72 
2.4.4.6.8.8.10.12.12 729 | 3 
AUAN + LR re 1 
2 (+7 2 CEST 
(7) de 


3.5.7.9.11 1 np 
+1.4.8.8.12.12 2-15 72 3 


1) Die Reiïhe («) findet sich auch (mit der älteren Bezeichnung II statt 4w 
für die lemniskatische Periode) auf der Rückseite des Titelblatts von Leiste (siehe 
»Fragmente“ [41] Ebenda ist auch die Reïhe (f) angedeutet und (wie Herr Brendel 
neuerdings bemerkt hat) mit ihrer Hilfe der Wert von II auf 15 Dezimalstellen 
berechnet. Dieselbe Reihe (B) ist auch im Tagebuch (Notiz 91a) mit der Datie- 
rung Juli [1798] aufgezeichnet. Es scheint hiernach, da die erwähnte Notiz auf 
der Titelrückseite des Leiste aus derselben Zeit (Juli 1798) herrührt, und daB 
auch die Leiste-Notizen [1]—{[22], [29J—[40] der ,Fragmente“ 
damals eingetragen worden sind. GauB dürfte also zu jener Zeit die 
letzten Eintragungen in den Leiste gemacht und unmittelbar nachher die 
Scheda Aa begonnen haben. 


Dies 
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von denen die eine Werke III, S. 428, [15] abgedruckt ist, dann 
kommen die von mir in den ,,Fragmenten‘‘ unter den Nummern 
[42]—[b1] abgedruckten Aufzeichnungen, die bis S. 10 der Scheda 
gehen. Auf diese bezieht sich die Tagebuchnotiz 100), sodaf die 
Seiten 9, 10 der Scheda im November noch in Braunschweig ge- 
schrieben sein dürften. S.11 beginnen mit anderer Tinte die 
Aufzeichnungen ,,Fragmente“ [52]|—[74], die mit den Tagebuch- 
notizen 101), 102) korrespondieren, also in der zweiten Hälfte des 
Dezember in Helmstädt geschrieben sein dürften; sie füllen die 
Seiten 11—13 der Scheda. Die auf $S. 14 beginnenden Notizen sind 
im wesentlichen Werke III, S. 423, [16] bis S. 425 abgedruckt. Die 
folgenden Seiten der Scheda sind viel flüchtiger geschrieben, numeri- 
sche Rechnungen wechseln mit Formeln. Eine Zusammenstellung der 
auf der S. 26—b1 enthaltenen, auf allgemeine elliptische Funktionen 
bezüglichen Formeln findet sich — mit teilweise veränderten Be- 
zeichnungen und in vom Original abweichender Reïhenfolge — 
in Bd. III, S.433—435; auf lemniskatische Funktionen bezüg- 
liche Formeln der Scheda Ac sind Werke III, $. 419 Art. [9] 
(S. 29 der Scheda) und [10] (S. 37 der Scheda) abgedruckt. Art. [8], 
S. 418 stammt (entgegen den Angaben Scherings S. 494) aus 
Scheda Aa (vgl. oben S. 21) bis auf die letzte Formel dieser Seite, 
die der Scheda Ab entnommen ist. 

)Circa terminos medios arithmetico-geometricos multa nova 
deteximus“ heïift es in der Tagebuchnotiz 100) vom November 1799. 

Nach den Aufzeichnungen der Scheda Ac handelt es sich dabei 
wesentlich um zwei Entdeckungen. Die eine betrifft die Koeffi- 
zienten der Entwickelung 


(19) Du de À + 4'cos p + 4" cos 2 + 4°” cos 3p +:-- 


V1— cos p.z 
(,,Fragmente‘‘ [42]), die Gauf durch Reïhen, die nach positiven ganzen 
Potenzen von z fortschreiten, darstellt, die zweite bezieht sich auf 
das Verhalten des agM. M(1,x) für grofe Werte von x. 

Aus der Formel (18) folgt mit Rücksicht auf die zweite der Glei- 
chungen (16) 


(20) lim M(1, v) log z = — 
y =0 


Lo] 
Auf $S. 9 folgen zunächst zwei Reihenentwickelungen für DT 


ww] à 


s8|r 


oder für v — 
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- 1 1 x 


und dies führt zu dem Ansatz (,,Fragmente‘‘ [45]—[50]) 


(#5...) 

(22) M(i,x) = &———— 
log — 
8 £& 


Dies ist die Darstellung, von der Gauf, Tagebuchnotiz 101) am 
14. Dezember 1799 schreibt: ,\ Medium arithmetico-geometricum tam- 
quam quotientem duarum functionum transcendentium repraesentabile 
esse iam pridem inveneramus.“ Nun fährt er fort ,nunc alteram harum 
functionum ad quantitates integrales reducibilem esse deteximus.“ 

Dies finden wir auf S.11 der Scheda Ac ausgeführt; Gau$ be- 
zeichnet daselbst den reziproken Wert des Zählers in (22) mit Q, ent- 
wickelt diese GrüBe nach fallenden Potenzen von x und erkennt in 


ihr den von q unabhängigen Teil von (z° — cos’ PS (vergl. 
oben Gleichang (19) und die im Anhang 1. abgedruckten Aufzeich- 
nungen), den er nunmehr mit dem Werte des Integrals 


1 
(23) : f NE. air 
4 0 Vlr. —r 

identifiziert ). 

Am 28. Dezember 1799 schreibt Gau$ ins Tagebuch: ,Medium 
arithmetico-geometricum ipsum est quantitas integralis. Dem.*. 

Er bemerkt also jetzt (siehe die Aufzeichnung [56] der 
»Fragmente“, Scheda Ac, S. 7), daB die Reïhenentwickelung für Q 
mit der für den reziproken Wert des agM. (siehe oben (12) zweite 


Gleichung) übereinstimmt, daB also einerseits Q “els ein agM. ist, 
und daf andererseits der reziproke Wert des agM. durch das In- 
tegral (28), und durch das konstante Glied der Reïhenentwicke- 
lung (19) gegeben wird. 

Wann GauB die nun folgenden Aufzeichnungen gemacht hat, 
die ihn zu den Formeln (,,Fragmente‘ [67]—[74]) 


__ # M(i,Vi=s) 
(24) log 2 = — > MA ») 


1) Man vergl. hierzu die Darstellung im Handbuch 16, S. 14, abgedruckt in 
Werke III, S. 370—371, die aus etwas späterer Zeit (1800) stammt. 


me 


D ts Das tien 
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———— — 2(22+22 +.)(1+22+22% +...) 
DAVIS ( \( ) 


1 
M(1, Vi—v) 
and damit zu einem gewissen Abschluf der Theorie des agM. 
führen, läft sich nicht ganz genau feststellen. Diese Aufzeich- 
nungen gehen bis zur S.15 der Scheda Ac. Da sich aber auf 
S. 22 der Scheda die Werke II, S. 311 abgedruckte Aufzeichnung 
über ternäre Formen findet'), und GauB auf diesen Gegenstand 
bezügliche Untersuchungen in der Tagebuchnotiz 103) vom 13. Fe- 
bruar 1800 erwähnt, so kann man wohl annehmen, daB er die 
durch die Gleichangen (24), (25) bezeichneten Entdeckungen vor 
dem 13. Februar 1800 gemacht hat, und daB erst dann eine Pause 
in den Arbeiten über elliptische Funktionen eingetreten ist. 


Wir sehen, daf GauB durch die Entdeckung des Zusammen- 
hanges zwischen dem agM. und dem vollständigen elliptischen Inte- 
gral erster Gattung erst auf die Bedeutung des Integrals erster 
Gattung für die allgemeine Theorie der elliptischen Funktionen 
aufmerksam geworden ist. Vorher war er offenbar der Ansicht, 
daB das Analagon der Kreïsfunktionen nur bei denjenigen Inte- 
gralen zu suchen sei, die ähnlich wie das Kreisbogenintegral die 


(25) 
— (22+22 +...) 4142242264...) 


Rektifikation gewisser Kurven liefern, also das Integral j' U 
— À 


die der Lemniskate, das allgemeine Integral zweiter Gattung die 
der Ellipse. Aber die weiteren Entwickelungen aus der Theorie 
des agM. lieferten ihm noch weit mehr als diese blofe Anregung 
zur Beschäftigung mit dem Integral erster Gattung. 

Die Einsicht, da8 die 1798 für die lemniskatische Periode ge- 
fandenen Reïhen (11) (S. 24) sich aus den jetzt für das allgemeine 
agM. gefundenen Reïhen (25) für » — V4 ergeben, enthüllte ihm 
die, Bedeutung der auf den linken Seiten von (25) auftretenden 
Ausdrücke als Perioden (um in moderner Terminologie zu sprechen) 
des allgemeinen elliptischen Integrals erster Gattung. 

Grofe Schwierigkeiten môgen ihm aber die Realitätsverhält- 
nisse bereitet haben. Schon für die Wahl des Moduls bot das 
lemniskatische Integral keinen rechten Anhaltspunkt, weil für dieses 
der Modul bald gleich V—1 also imaginär, bald gleich V1, also 
real und kleiner als Eins erscheint. Wir sehen in der Tat, wie 


1) Vergl. Bachmann, Materialien I, S. 19. 
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GauB zwischen den verschiedenen Normalformen 


dure, L Lie Let TH dx 
VI Hu cos u ? Vi+u sin’ u” fx —ax*)(1 — Bx') 
(Scheda Ac, S. 26) (Scheda Ac, Titel) (Tagebuch Nr. 105) und 
Werke VIII, S. 96) 


lange Zeit hin- und herschwankt. Wie mühevoll mag ihm erst 
die Erkenntnis dessen geworden sein, daB der Quotient der Pe- 
rioden eines elliptischen Integrals erster Gattung allemal eine 
imaginäre GrôBe sein muf! 

Einen Einblick in diese Zeit des Langens und Bangens ge- 
währt die folgende Aufzeichnung, die sich auf einem Zettel ohne 
Datum findet, die aber offenbar an den Anfang des Jahres 1800 
zu setzen ist !): 

»Der Radicalfehler, woran meine bisherigen ,Bestrebungen, den 
Geist der elliptischen Function zu verkôrpern, gescheitert sind, 
scheint der zu sein, daB ich dem ur 


We sin 2@) 
die Bedeutung als Ausdruck eines endlichen Theils der Kugelfläche 
habe unterlegen wollen, während es wahrscheinlich nur einen un- 
 endlich schmalen Kugelsector ausdrücken soll.‘ 

Was GauB hier als ,wahrscheinlich‘ bezeichnet, wäre also, 
daB jenes Integral (für e real und kleiner als Eins) zwei reelle 
Perioden mit incommensurablem Verhältnis besitzt ?); aber wie ein 
Blitz leuchtet dieser Irrtum in die Gedankenwerkstatt von Gauf 
hinein: wir sehen, daB er die komplexe Variable auf der Kugel 
interpretiert und den dem Periodenparallelogramm entsprechenden 
Fandamentalbereich entwirft, wir sehen, daB er aus der Existenz 
zweier realer Perioden auf das Vorhandensein einer unendlich 
kleinen Periode schlieft. Und alles das im Jahre 1800! 

Endlich am 1. Mai 1800 heift es im Tagebuch 105): ,, Theoriam 
quantitatum transcendentium 

dx 
VE «r)Q pe) 
DUT summam déesse eve perduximus‘, weiter am 22. Mai, 106): 


1) Am 1. Mai 1800 hat GauB nämlich schon vôllige Klarheit erreicht, vergl. 


Tagcbuch 105) und wciter unten. 
2) Bekanntlich hat auch Abel eine zcitlang mit diesem Paradoxon gekämpft ; 


vergl. Gundelfinger, Sitzungsberichte der Berl. Akad. 1898, S. 344. 
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»Incrementum ingens huius theoriae invenire contigit, per quod 
simul omnia praecedentia ‘) nec non theoria mediorum arithmetico- 
geometricorum pulcherrime nectuntur infinitiesque augentur." 

An Aufzeichnungen über die hier bezeichneten Entdeckungen 
kommen die folgenden in Betracht. 

Einmal die beiden in Bd. VIII, S. 92—94 und S$. 96 abge- 
druckten Fragmente, wo GauB vom elliptischen Integral erster 
Gattung ausgeht, und zwar in der ersten bereits oben S. 17 er- 
wähnten Notiz?) von 


£ 


dæ 


k LI 4 io IT(e), 


in der zweiten*) von 


dx sa: 

fermer 4 
Beiden gemeinsam ist der gewissermafen formale Ansatz für die 
Umkehrungsfunktion, die für das erste Integral mit Hilfe des 
Additionstheorems und der realen Periode untersucht wird, während 
für das zweite Integral die Darstellung der Umkehrungsfunktion 
x — f(p) in der Form eines Quotienten von beständig konver- 
genten Potenzreihen (den Weierstrafschen Funktionen Al) in der 
Weise gegeben wird, daf das Integral zweiter Gattung in der 
Form 


u = fus do —= nee Ce 
eingeführt und dann 


gesetzt wird, ein Verfahren, das lebhaft an Jacobis Einführung der 
Thetafunktion “) erinnert. Analog bildet Gauf dann 


d 
Po — em Pie 


1) D. h. also die Theorie der lemniskatischen Funktionen. 

2) Diese Notiz befindet sich in einem Umschlag zwischen den Rechnungen, die 
Werke III, S.426 ff. abgedruckt sind und die (vergl. die Tagebuchnotiz 112) vom 
12. Juni 1800) sicher aus 1800 stammen. 

8) Die in einem Buche der GauB-Bibliothek betitelt: ,Maupertuisiana“ auf- 
gezeichnet ist. 

4) Fundamenta, art. 51, Werke I, S. 198; Jacobis Z(u) ist im wesentlichen 
mit dem GauBschen w identisch. 
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und findet einerseits x — _ andererseits mit Hilfe der Differential- 


gleichungen !) 

PP" = PQ, QQ" — Qu? 
die beständig konvergenten Potenzreiben für P und Q. Wir sehen 
also hier, daf GauB zunächst weder die doppelte Periodizität 
noch den Zusammenhang zwischen P und Q ausnutzt. 


Neben diesen von dem Integral ausgehenden Ansätzen, die 
wobhl als erste Versuche anzusprechen sein dürften, erscheinen 
die auf S. 26 der Scheda Ac beginnenden Untersuchungen?) sehr 
viel tiefergehend. 

GauB setzt daselbst von vornherein — ohne von einem 
elliptischen Integral auszugehen — 


u 


und bildet — offenbar nach der Analogie der für den sinus lemnis- 
caticus, der dem Werte u — 1 entspricht, in der Scheda Aa auf- 
gestellten Entwickelung*) — den Ausdruck 


4 4 sin yx 4 sin 3ÿx 
(27) S(yw) = u&| Roi 3 w/ 3 w’ +etc. 0 
PORC PRE RC NN à 


Dies ist die Funktion, die Gauf in der weiter unten zu besprechen- 
den Tagebuchnotiz 108) von Ende Mai 1800 den sinus lemnis- 
caticus universalissime acceptus nennt. Ær setzt dann 


1) Man vergl. die analogen Entwickelungen in Leiste $. 78 (siehe oben S. 
20) für die lemniskatischen Funktionen. 


2) Dieselben sind Werke III, S. 433—435 abgedruckt; ich bemerke aber, da$ 


das Integral f—%— in diesen Aufzeichnungen überhaupt 


V1+ p# sin 
nicht vorkommt. Ich mu einen Teil dieser Aufzeichnungen hier textgetreu 
und in der ursprünglichen Aufeinanderfolge _wiedergeben, da der von Schering 
bewirkte Abdruck mehrfach von der Handschrift abweicht. 


3) Siche Werke III, S. 417, Zeile 8, vergl. oben S.23. — In (26) und ebenso 


im folgenden schreibt GauB statt M(1, V 1+u?) kurz M V 1+u? für das agM. 
In den folgenden Gleichungen (27) ff. habe ich — nach dem Vorgange Scherings — 
an Stelle des von Gau$ benutzten Buchstabens » den Buchstaben y gesetzt. 
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und findet die den lemniskatischen Entwickelungen der Scheda Aa 


(Werke III, S. 418, [8], vergl. die Gleichung (10) oben S. 23) ana- 
logen Darstellungen : 


RTC 2 cos 2yx 2008 4vx 
= jdn ÉBasonE) à À ER 
Wp VaVrral ne Le uns gr 


es e 5 


(28) Sp = T90° — Voosv, (tgo = y)°) 


es) (VA VE = var, cos) 


2 sin yx 2 sin 3yx 
gg PORC 
n'E Vorress CT) Dex -S LT Se “ 


et 5 


und für den , Terminus Constans“ von (SyG)' den Ausdruck: 
w’ i w’ w’ É 
8x° e M pde de 5 | 
ae) ere l 
sd ——17 F7 
1+2e 5 +2e w +: 


Auf S: 29 der Scheda Ac folgen nun die Jlemniskatischen Ent- 
wickelungen, die Schering Bd. III, S. 419, [9] abgedruckt hat; 
S. 30 der Scheda steht eine Herleitung des Additionstheorems des 
allgemeinen Integrals erster Gattung mit dem Zitat ,Lagrange, 
Théorie des fonctions, p. 82“, dann folgt auf S. 31 der (von Sche- 
ring nicht abgedruckte) überaus charakteristische Ansatz: 

/ 


w’ 8w/’ 
(To) = CPAS Boe dy o " ” cos Byx + etc.) 
1 ü’x 9 w’ 
(81) : _. 2B(e T'Slcu2yxte 17 os6vx-+etc), 
2 w’ 1w’x 


(Wy) = C(1+2e © “cosdyr+ete)+2D(e 2 5 cos 24x + ete.)'). 


1) Es ist also og — ww. Ferner soll @ — 90° hier die Bedeutung  — _ 


baben, GauB denkt also hier sozusagen ,lemniskatisch“. Auch im folgenden hat 
Gau8, ähnlich wie bei den lemniskatischen Formeln (siehe S. 24), wiederholt & 
mit x verwechselt (vergl. unten (31)). 

2) In der Handschrift steht rechter Hand irrtûmlicherweise q statt 4x, also 
wieder & an Stelle von x, vergl. oben bei (28). 


(86) è 
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und die Koeffizienten À, B, C, D werden (wahrscheinlich durch 
Spezialisierung von ) als 


pb cos v VM(1, cos v) sp cos v VM (1, cos v) 


2 cos 4v L 2sintv é 
1 M LR RS, 
(32) C = Eee DA cos 9 — cos #vVM(1, cos v), 
1— M(1, : 
D CRE — sin 4 0 VAT 00) 


bestimmt. Wir erkennen in dieser Rechnung die vollkommen be- 
wufte Anwendung des heute sogenannten Hermiteschen Transforma- 
tionsprinzips der Thetafunktionen'). Daraus folgen dann die 


Formeln : 


/ — cos v) (To) + cos v (Woo) 
2w'x 
33 ï à er VM(Lcosv)(1+2e 5 cos Aya +...) 
og }— (L+ cos v) (Top) + cos v(W) 
1 w’x 
= ee VM (1, cos v )(e. . 2 5 cos2pr+...), 
(TGS —g) — cosv[(Wg) —(Ty)], 
34 a 
(84) au py = 'e(Tphteste(H) 
TpWGS—) 


9 w'x 25 w'x 


ox 
Voosv M(, _cos v) 2e 6 gingx—2e 8 & sin3wr+2e 8 5 sinb#— sl 


DE hdi 


1) Eine genauere Ausführung dieser Rechnung findet sich in einem jetzt mit 
18 bezeichneten Handbuch, S. 228, abgedruckt Werke III, $. 457. Schering datiert 
die dortige Entwickelung ,nach dem 28. April 1809“, was damit stimmt, da8 sich 
jene Rechnung auf die Fünfteilung bezieht, die GauB zufolge der Tagebuchnotiz 
140) am 29. Juni 1809 gefunden hat. DaB diese Rechnung auf das Hermitesche 
Prinzip gegründet ist, hat P. Günther in seinem Habilitationsvortrag (Gôtting. 
Nachrichten, 1894, S. 102) hervorgehoben. 

2) Die Formeln (34) haben in der Handschrift auf den linken Seiten 5 — statt 
45 — y; in (35) steht linker Hand irrtümlich Woæ; auf S. 31 der Scheda Ac fehlt 
in (35) der konstante Faktor auf der rechten Seite vor der Klammer, auf S. 35 


wird er als 


mets. 


CIGES ardt - 


orge mpr mmo 
us RE. et HS: pere (5 
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er 


b 
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Man wird diese Entwickelungen als die in der Tagebuchnotiz 
106) bezeichneten anzusehen haben. Wir kônnen ihren Inhalt wie 
folgt charakterisieren. 

Um allen Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen, die sich 
damals an die Ermittelung der Perioden des elliptischen Inte- 
grals für GauB knüpfen muften, setzt er nach der Analogie der 
lemniskatischen Funktionen und gestützt auf die für das agM. ge- 
fundenen Resultate, die Entwickelung des sinus lemniscaticus uni- 
versalissime acceptus Sp an, indem die Perioden &, &’') durch 
agM., gebildet aus einer Grôfe u, definiert werden. Die Funktionen 
T, W sind nicht die reinen Jacobischen Thetafanktionen, sondern 
sie unterscheiden sich von diesen noch durch konstante Faktoren. 
GauB benutzt nun das Hermitesche Transformationsprinzip um die 


Quadrate der vier Funktionen Ty, Wy, r(S- v), "(S- +) 


und das Produkt To m(S-) darzustellen*). Was er mit dieser 


Darstellung bezweckt, ist nicht schwer zu erraten. 


cos v M(1, cos v) 


Visno 
wz 
angegeben und die Reïhe in der Klammer hatte ursprünglich € SL was aber 
ox 
| 85 


in einigen Gliedern in € verbessert ist. Auch steht in (33), (35) rechter 
Hand wieder- @ statt x. In berichtigter Form sind die Formeln (34), (35) Werke 
IIT, S. 434, wiedergegeben. 

1) Eigentlich sind &5 und V— 1w’ die Perioden. 

2) Zur Bequemilichkeit für den Leser gebe ich die GauBschen Formeln hier 
in modernen Bezeichnungen wieder, wobei ich mich an H. Webers ,Elliptische 
Funktionen und algebraische Zahlen“ (Braunschweig 1891) anschlieBen will. Setzt 


Fo 14 
— — 7 


mang—e , 50 ist, da g = y, 


Wo = VM(, cosv) 80(p|9) Dovla) = 1 + 2g cos 2px + 2q" cos 4pæ + 29° cos 6pæ + # 
lp — FE VM (1, cosv) 8:1(#19) 91(Pla) = 295 sin 4e — 24% sin Sr + 2q* sin Spa + -.. 
3 : 


(AB — 9) = F VHG, cos) So(p9) | 810(Va) = 29Ÿ cos pr + 29% cos px + 29% cos Br + -… 


Was y) = VHG,cos0) Su(ylo  leu(tla) = 1— 2g cos 24 + 29° cos 4e — 29° co8 6px + -… 


Die Formeln (31), (32) geben also 92,(y|g), #à(yla) dargestellt durch #,(2y|9°) 
und #,0(2Y|9?), die Formeln (33) sind den folgenden (siehe Weber, a. a. O. S. 79, 
80) aequivalent : 
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Das einemal ergeben die aufgestellten Relationen für die 

Nullwerte 
W(O), TGS), WG) 

die Relationen des Algorithmus des agM., also eine Verifikation 
der Formeln (24), (25), die GauB in der sogleich zu besprechenden 
folgenden Aufzeichnung zusammengestellt hat. Hierauf bezieht sich 
offenbar die Bemerkung der Tagebuchnotiz 106): ,per quod simul 
omnia praecedentia nec non theoria mediorum a{rithmetico-| g[eo- 
metrilcorum pulcherrime nectuntur infinitiesque augentur.“ 

Aber noch ein zweites wird durch jene Transformationsformeln 
ermôglicht. Man kann nämlich mit Hilfe derselben verifizie- 


2 S0(0[9°) Soo(2p19”) = 830(#19) + Pa(vI9), (Weber (16), S. 80) 


À 2 g(0ja!) 8x(2vIa) — 2H(b|D — 81(VI9, (Weber (14), 8. 80) 


wobei die Gleichungen (34), die die Quadrate der Funktionen #;,,(+|q), 85:(1|4) 
durch die der Funktionen #,5(#/|9), #11(Y|g) darstellen (vgl. Weber à. a. 0. S. 54), 
heranzuziehen sind. Die Gleichungen (33’) bezw. (33) stellen also die sogenannte 
Landensche Transformation dar. Dem gegenüber gibt die Gleichung (35) die 


Darstellung von ECO) durch das Produkt #,,(#|q) @o1(#|9) nämlich : 


(85) SOI) Su(PIVD = 280(4l9) Pu(yla), (Weber (10), 8. 79) 
also die sogenannte GauBsche Transformation (Determ. attractionis etc.). In 
Bezug auf die Konstanten haben wir (vergl. die zweite Gleichung (28), r(5) = 
Vcosv, die im wesentlichen auf die in Leiste aufgezeichnete Gleichung (15) 


binauskommt; man beachte, daB unser g gleich z? ist!) 


cos v sin 


* 1 2 de RES 
O M(1,cosv) ©30(0[9), Mi, cost) — 251(0/9), Mcost) — ©2(0]9) 


und die Relationen 
830(0[97) + 810(0[9°) = 850(019), 
(+) 950(0[g?) — 830(019) = (0/9), 
2 80(019°) #10(0(9) — 80(0/2), 
die für 
Go = M(@o, bo) 830019) | 4 = M(ao; do) P5(0[9°) 
Do = Mao do) 83(019) | D — Mao; do) 831(0[9°) 
Co —= Mao bo) P30(019) | © = Mao; do) 810(0/9°) 
den Relationen des agM.: 


&œ = + db =G—a © = 2Vaa 
entsprechen, 
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ren’) daB der sinus lemniscaticus universalissime acceptus Sy die 
Umkehrungsfunktion des Integrals 


as 
f Ce 0 ah 
also des Integrals 


du Fe 

LA er ea 
ist, das GauB offenbar um die hier in Rede stehende Zeit auf 
das Titelblatt der Scheda Ac gesetzt hat?) Diese Verifikation 
findet sich in der Scheda Ac nicht, GauB hat sie aber in einer 
aus viel späterer Zeit stammenden Aufzeichnung *) tatsächlich durch- 
geführt, was immerhin zeigt, da sie sich in seinen Gedankengang 
einfügt. Man wird demnach auf diese Verifikation die erste Be- 
merkung der Tagebuchnotiz 108) (datiert: Mai. ult. Jun. 2, 8) be- 
ziehen kônnen, die also lautet: ,Numeratorem et denominatorem 
sinus lemniscatici (universalissime accepti) ad quantitates integrales 
reducere contigit.“ 

GauB schlägt also den Weg ein, den auch Jacobi in seinen 
Vorlesungen‘) gewählt hat, um den Schwierigkeiten auszuweichen, 
die die für eine direkte Untersuchung des elliptischen Integrals not- 
wendige Integration im komplexen Gebiete darbietet, d.h. er geht 
von den Thetafunktionen aus. Aber GauB verfährt im Jahre 1800 
sozusagen moderner als Jacobi 183b, indem GauB das elegante 
»fanktionentheoretische“ Verfahren von Hermite benutzt, während 
Jacobi die Transformationsformeln zweiten Grades der Theta- 
funktionen in etwas umständlicher Weise mit Hilfe der Darstel- 
lungen einer Zahl als Summe von vier Quadraten herleitet 5). 


1) Vergl. z. B. Weber, a. à. O. S. 108, 109. 

2) Auf S. 33 der Scheda Ac steht das Additionstheorem für dieses Integral. 

8) Dieselbe findet sich auf S. 111—112 des Handbuchs 16 (angefangen 1801 
November) und ist von Schering, Werke III, S. 401, 402 gekürzt und mit nicht 
unerheblichen Ânderungen gegen die Handschrift abgedruckt. Ich gebe sie im 
Anhang 2. wieder. Diese Aufzeichnung steht in dem Handbuche nach flächen- 
theoretischen Betrachtungen, die Herr Stäckel, Werke VIII, S. 407 auf 1825 
datiert. Auf S. 137—145 desselben Handbuchs steht die Werke III, S. 470 ff. ab- 
gedruckte Abhandlung, die von Gau8 Hand das Datum 1827, Aug. 6. zeigt. 

4) 1835/36 ausgearbeitet von Rosenhain, und 1839/40 ausgearbeitet von 
Borchardt, vergl. Jacobis Werke I, S. 497 ff. 

5) Diese von Jacobi angewandte Methode findet sich bei GauB ebenfalls, 
aber erst später, in dem Handbuch 19 (begonnen Mai 1809), S. 147, siehe Werke 
IIL, $. 384. 
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Wir fahren jetzt in dem Bericht über die Scheda Ac fort. 

Auf S. 34 der Scheda finden wir in eleganter Darstellung die 
Anwendung der Relationen (31) bis (35) zur Verifikation und zum 
weitern Ausbau der schon früher gefundenen Formeln für das 
agM.'), die zugleich als die Grundformeln für die Theorie der 
Modulfunktion gelten kônnen. Es heift daselbst?): 


[Scheda Ac, S. 34) 


Sit 
1 
(87) 0e 1 au [vergl. oben Gl. (24)] 
e2 M(Ii,sng) 
(88) 1+22* +24" +2% +. = p 
2a+ 2e +24... = q 
eritque 
/ 1 2 L] 
1 
Ab g) [vergl. oben G1. (26)] 
(89) | M (1, cos y) ae 
er pa su SN 
M (1, cos y) Frs 
u = tgp 
(40) Ki, 00e) [vergl. oben Gl. (26)] 
g'— .Tco8p. 
M (1, sin y)’ 
p'—q 
x M(1, p° + no) 1 
(41) dde 65 2 pq ere 
M1, PC a | 
p +q 
(2) costp QUE L'AES 


V1 (1, cos y) " Vu (1, cos y) 

1) GauB hat später (1809) aus diesen Relationen einen neuen Algorithmus 
aufgebaut, der den des agM. als speziellen Fall in sich begreift; wir kommen 
darauf im Abschnitt 6, c) zurück. 

2) Einige der folgenden Formeln hat Herr Klein in der Anmerkung zu 
den Tagebuchnotizen 105)—111) wiedergegeben, die übrigen sind noch ungedruckt. 
Man vergl. zum folgenden die Gleichungen (*) und (**) in der FuBnote auf 5. 46. 


PRES ÉERE* - In 
A erlen «D A 


PRE 


CR ue ous 


= 


savexe 
KL 


Pr prop 
RE 
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Si y ita accipitur ut sit sin y — te + erit 


1 
(43) NS TON LPO AE 
e2 M(isiny) 
D = Ep +9 +4Vr—9 
(44) ES LVp +91 Vr'—9 


Die hier mit y bezeichnete GrôBe war oben mit v bezeichnet 
worden. Wir sehen in der Formel 


45) sin Ÿ = te” <- 


hier zum ersten Male den Modul der sogenannten Landenschen 
Transformation auftreten. 

Dann kommt auf S. 43 der Scheda die von Schering, Werke 
III, S. 434, Zeile 10 v. u. ff. abgedruckte Rechnung, die zu der 
berühmten Identität zwischen den unendlichen Reïhen- und 
Produktdarstellungen der Thetafunktionen fübrt, der Identität, die 
wir oben S.9 G1. (8) aus den ,Fundamenta“ Jacobis reproduziert 
haben, und auf die Gauf (vergl. oben L.c.) später noch vielfach 
zurückgekommen ist. Wahrscheinlich hat sie Gauñ durch! Grenz- 
übergang in ähnlicher Weise wie später Cauchy abgeleitet; auf 
den S. 40, 41 der Scheda finden sich solche auf die Transformation 
von Produkten in Reiïhen bezügliche Rechnungen. Auf S. 45 folgt 
dann die Bestimmang der Nullstellen der Funktionen Top und Wy 
(siehe Werke III, S. 435, Zeile 9—11) und endlich S. 51 die Pro- 
duktdarstellung dieser beiden Funktionen (Werke IIL, S. 435, Zeïle 
12—14) in der definitiven Form). 

Man wird diese Entwickelungen mit dem zweiten Satze der 
Tagebuchnotiz 108) in Verbindung zu bringen haben: ,simul om- 
nium faunctionum lemniscaticarum quae excogitari possunt evolu- 
tiones in series infinitas ex principiis genuinis haustae: inventum 
pulcherrimum sane nullique praecedentium inferius.“ In der Tat ist 
Gau$ zufolge jener Identität im Stande, die aus der Auffindung 
der Nullstellen einer beliebigen Thetafunktion hervorgehende 
Produktentwickelung in eine Reïhenentwickelung umzusetzen. 


1) In Zeile 12 hat s die Bedeutung V — 1. 
Kgl. Ges.d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Belbeft. 4 
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Die Worte ,omnium .... quae excogitari possunt“ scheinen 
darüber hinausgehend aber auch noch anzudeuten, da GauB sich 
des Umstandes bewuñt war, daB er einerseits für jedes ellipti- 
sche Integral erster Gattung, d.h. für jeden beliebigen Wert 
von u—=tg mit Hilfe des agM. die Perioden 6, &’ zu definieren im 
Stande sei (siehe die G1.(26)), und da$ sich andererseits auch umgekehrt 
für beliebige w, &’ ein zugehôriges w herstellen läft, daB er also 
die Bedeutung der Modulfunktion für die Lôsung des Umkehr- 
problems in ihrer ganzen Tragweiïite erfaft hatte. An diese Fest- 
stellung schlieft sich die Tagebuchnotiz 109) unmittelbar an. Ehe 
wir jedoch auf diese eingehen, haben wir noch den letzten Satz 
der Tagebuchnotiz 108) zu erürtern, der wie folgt lautet: 

»Praeterea ïiisdem diebus principia deteximus secundum quae 
series arithmetico-geometricae interpolari debent ita, ut terminos 
in progressione data ad indicem quemcunque rationalem pertinentes 
per aequationes algebraicas exhibere iam in potestate sit“, 


So wie der Übergang von einem Gliede a,, &, des Algorithmus 


des agM. zum nächstfolgenden «,,,, b,,, dem Übergang von 47 zu 


27" also der Maultiplikation einer Periode mit 2 entspricht, so 


wird, bei der Interpolation von Gliedern mit einem beliebigen 
rationalen Index, die eine Periode durch eine ganze Zahl zu teilen 
sein. GauB hat also die Gleichungen für die Teilung der Pe- 
rioden entdeckt. Auch hierüber enthält die Scheda Ac keinerlei 
Aufzeichnung; GauB scheint diese Scheda überhaupt gegen Ende 
Mai 1800 abgeschlossen zu haben). Im selben Jahre hat er dann 
ein Handbuch (15) begonnen, dem die Werke III, S.361—374 abge- 
druckte Abhandlung über das agM. entstammt, auf die wir weiter 
unten zurückkommen. Zwischen dem Abschluf der Scheda Ac und 
dem Beginn dieses Handbuchs hat Gauf wohl anderweitige No- 
tizen gemacht, die aber leider zum grôfiten Teil verloren zu sein 
scheinen. Es ist dies umso beklagenswerter, als wir dadurch in 
bezug auf die Tagebuchnotizen 109)—111) mehr oder weniger auf 
Vermutungen angewiesen sind. Wir wenden uns jetzt diesen 
Notizen zu. 


1) Der Vollständigkeit wegen erwähnen wir noch, daB die letzten Seiten der 
Scheda Ac eine Aufzeichnung mit der Überschrift ,Motus solidi à nullis viribus 
sollicitati“ enthalten, in der das Problem bis zu dem dabei auftretenden elliptischen 
Integral gefübrt wird. Vergl. Schering, Werke III, S. 495. 
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5. Die nachgelassene Abhandlung über das agM., 
Modulfunktion. | 


a) Einleitendes über die Tagebuchnotizen 109—110. 


Am 8. Juni 1800 schreibt Gauf in sein Tagebuch: [109.] ,Inter 
duos numeros datos semper dantur infinite multi termini medii tam 
arithmetico - geometrici tum harmonico - geometrici, quorum nexum 
mutuum ex asse perspiciendi felicitas nobis est facta.“ 1) 

Die Aufgabe, zu einem gegebenen Werte von u — tg die 
Perioden &,&’ anzugeben, führt auf die Bestimmung der beiden 
agM. M(1, cos y), M(1, sin æ) GauB scheint — wie oben be- 
merkt — in der Tagebuchnotiz 108) andeuten zu wollen, daf 
diese Bestimmung für jeden Wert von w môglich ist, und soweit 
es sich um die Herstellung dieser Mittel H(1, cos o), M(1, sin y) 
handelt, hat GauB auch alle erforderlichen Entwickelungen teils 
in der oben S.18 wiedergegebenen Aufzeichnung von $S. 34 der 


1) Das harmonische Mittel zwischen zwei Zahlen a, b ist die durch die Glei- 


chung a — ES definierte GrüBe. Demnach wäre der Algorithmus des har- 
monisch-geometrischen Mittels durch die Gleichungen 

1 1/1 1 1 1 1 
PSS nt CE EE ad 


definiert. Es ist also 
LS : 1 LATE 
lim —— — — = DE et 
mn lin = M +) 
und folglich 


ab 


a Rae À 


wodurch das harmonisch-geometrische Mittel auf das agM. zurückgeführt ist (vergl. 
Th. Lohnstein, Zeitschrift für Math. u. Physik 30 (1888), S. 316). In bezug 
auf dieses Mittel findet sich S. 20 der Scheda Ac die folgende Notiz: 

»Terminus constans expressionis 


A dy 
VF + 2g cos p + 2h cos p° 
est medium harmonico-geometricum inter 
A A 
ET Ce MEME UT et ee 
VYE+ Di, VCRN 
2 


4 
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Scheda Ac, teils in der Abhandlung ,,De origine proprietatibusque 
generalibus numerorum arithmetico-geometricorum‘“, die aus dem 
Jahre 1800 stammt:), ausgeführt. Über diese Entwickelungen wird 
weiter unten im Zusammenhang zu berichten sein. 

Mit der blofen Herstellung der &, ©’ ist jedoch das in Rede 
stehende Problem noch nicht erledigt. Es handelt sich noch um die 
Bildung der Funktionen T und W, die erfordert, daf zur Sicherung 
der Konvergenz der in Betracht kommenden Reïhen der reale 


Teil von 

©’ __ M(,cos y) 
(85) 6 — M(1sng) 

einen positiven Wert habe. Gauf hatte also in jenen ersten Juni- 
tagen des Jabres 1800 jedenfalls das Bestreben, der hiermit be- 
zeichneten Schwierigkeit Herr zu werden. 


DaB ïhm dies alsbald gelungen, zeigt die Tagebuchnotiz 110) 
vom 5. Juni, worin es heift: ,,Theoriam nostram iam ad transcen- 
dentes ellipticas *) immediate applicavimus“, wobei der Nachdruck 
auf das iam... immediate zu legen wäre. Denn diese Notiz 


1) Handbuch 15 (Ba) abgedruckt Werke III, S. 361—374. GauB schreibt 
an Schumacher im April 1816 (G.-Schum. Briefw. I, S. 125): Ich habe zwar 
auBer jenem [nämlich dem richtigen agM.] auch noch andere arithmetisch-geo- 
metrische Mittel betrachtet, die aber ganz elementarisch sind. Jenes ist das 
wahre, worüber Sie hier [nämlich in Gôttingen, wo sich Schumacher 1808/09 Stu- 
dien halber aufgehalten hat] auch eine im Jahre 1800 von mir angefangene kleine 
Abhandlung gelesen haben (in einem blauen Oktavbande, Varia betitelt, worin 
noch von Ihrer Hand eine Restitutio in Integrum einiger durch einen Dinten- 
fleck unkenntlich gewordener Stellen zu sehen ist)“ Dieser ,,blaue Oktavband‘ 
ist das jetzt mit 15 (Ba) bezeichnete Handbuch, die 1800 begonnene Abhandlung, 
die im Text genannte, in deren Handschrift die Spuren der von GauB erwähnten 
Tintenflecke noch deutlich zu erkennen sind. Im Artikel 7. dieser Abhandlung 
(Werke III, S. 368) wird der Artikel 162. der Disquisitiones arithmeticae (er- 
schienen 1801) zitiert. Man braucht darum der von GauB gegebenen Datierung 
kein Miftrauen entgegenzubringen; denn, wie GauB an Bolyai schreibt (siehe 
Briefw. G.-Bolyai, S. 35), hat er am 16. Dezember 1799 in Helmstedt die Korrektur 
des 18. Bogens der Disqu. arithm. erhalten, der Artikel 162 (S. 176 der Originalaus- 
gabe) war also 1800 längst gedruckt. Ein Fragment einer deutschen Redaktion 
dieser Abhandlung findet sich im NachlaB (Ff). 

2) Transcendentes ellipticae sind elliptische Integrale erster Gattung; in 
der oben S. 40 wiedergegebenen Zettelaufzeichnung spricht Gau$ inbezug auf das 


integral RE auch von der elliptischen Funktion. Das voll- 
vi — e? sin? 
ständige Lbezw. allgemeine Integral zweiter Gattung bezeichnet GauB stets als 


quadrans oder peripheria bezw. rectificatio ellipseos, vergl. auch die 
Tagebuchnotiz 111). 


( 
À 
| 
| 
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besagt eben nichts anderes, als daB GauB jetzt bewiesen habe, 
daf der in der Scheda Ac (vergl. die Gleichungen (27)—(29)) defi- 
nierte sinus lemniscaticus universalissime acceptus, die Umkehrung 
eines beliebigen Integrals (36) mit willkürlich vorgeschrie- 
benem w liefert. 

Wie Gauf diesen Beweis geliefert hat, lehrt dr Umstand, daf 
die den vollendeten Beweis verkündende Tagebuchnotiz 110) zwei Tage 
nach der Notiz 109) gemacht worden ist. Die letztere Notiz be- 
sagt in moderner Ausdrucksweise, daf Gauf die Fandamental- 
eigenschaft der Modulfunktion, nämlich ihren Automorphismus ent- 
deckt habe; er wird also die Tatsache, da der reale Teil des 


! 


(o] TS Re Re qu” 
Quotienten —- positiv sei für ein willkürliches # oder w, mit Hilfe 


der Theorie der Modulfunktion bewiesen haben. 

Daraus kann man nun wieder rückwärts auf die Tragweite der 
Notiz 109) schliefen! GauB muB in der Zeit zwischen dem 8. und 
5. Juni alle die Eigenschaften der Modulfunktion erkannt haben, die 


: : &’ ele s 
zum Beweise des Satzes, daB der reale Teil von a positiv ist, er- 


forderlich sind, er muB also kurz gesagt die wesentlichsten Re- 
sultate der Theorie der Modulfunktion entwickelt haben. 

DaB es sich am 8. Juni in der Tat um eine grofie Entdeckung 
handelte, geht aus der Wendung ,,felicitas nobis est facta“ 
hervor, und wenn auch die Môglichkeit, ja sogar die Wahrscheïin- 
lichkeit vorliegt, daf die in diesen Tagen des Jahres 1800 gefun- 
denen Resultate später ergänzt und vertieft worden sind, so diürfen 
wir doch die Prinzipien alles dessen, was uns von Gauf über 
die Theorie der Modulfunktion erhalten ist, für die hier in Rede 
stehende Zeit in Anspruch nehmen. Wir wollen also diese Ent- 
wickelungen — auf die Gefahr hin, einzelne erst nach 1800 gefun- 
dene Details schon hier einzuordnen — im Zusammenhange be- 
sprechen, zumal für die meisten der einschlägigen Aufzeichnungen 
eine genaue Datierung zur Zeit nicht môglich ist. 

Wir wenden uns nun zur Besprechung der im Zusammen- 
hange mit den Tagebuchnotizen 109), 110) erwähnten Aufzeich- 
nungen, wobei wir die in der Überschrift dieses Abschnittes ange- 
gebene Reïhenfolge festhalten wollen. 


b) Die nachgelassene Abhandlung zur Theorie 
des agM. 
Die schier unübersehbare Fülle von neuen Resultaten und Ge- 
sichtspunkten, die die Jahre 1799 und 1800 bei GauB gezeitigt 
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haben, môgen in ihm den EntschluB gereift haben, einiges aus dem 
Schatze der erlangten Einsichten für die Verôffentlichung zu re- 
digieren. In der Tat macht die Abhandlung, über die hier zu be- 
richten ist, in den Artikeln 1—9, einen vüllig druckreifen Ein- 
druck. DaB GauB gerade mit dem elementaren Algorithmus des 
agM. beginnt, ist durchaus verständlich ; da er später diese Abhand- 
lung abgebrochen und nicht verôffentlicht hat, werden wir nachher 
zu erklären versuchen. 

In der Pars prima wird zunächst das agM. definiert und an Bei- 
spielen erläutert, es folgt die Ableitung der Reihenentwickelungen 
für M(1+3%,1)1), M(1+x,1-—7x) und endlich für 

1 ds 1 { 
M(+z 1-2)  mMA,Vi1-x)' 


die letztere Reïhenentwicklung ist uns schon in den Leïsteaufzeich- 
nungen begegnet?). Im Art. 8 wird mit Hilfe dieser Reiïhenent- 
wicklung die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung herge- 
leitet, der 


(47) > 


1 
Re M Ve 
| MG Vi=e) ‘ AG 
genügen*) und auch gezeigt, daf 


48 fe Pre on BD amor ME: Rx 4 
(48) o Vi—zx cos’ p M(1, V1— x) 
ist“). Hieraus ergibt sich nun, daf das konstante Glied der Ent- 


1) Diese findet sich (vergl. oben S. 25, 26) auch auf dem ältesten auf das 
agM. bezüglichen Zettel, der uns erhalten ist. 

2) Eine interessante Verifikation dieser letzteren Entwickelung findet sich 
auf zwei Zetteln (Ff), die ich im Anhang 1. abdrucken lasse. 

3) GauB sagt (Werke IIL, S. 370) ,Hoc itaque modo media nostra arithme- 
tico-geometrica ad quantitates integrales revocata sunt.“ Man kônnte hiernach die 
Tagebuchnotiz 102) auch so deuten, daB sie sich auf die Herstellung der linearen 
Differentialgleichung für den reziproken Wert des 2gM. beziéht. Die vollständige 
Konkordanz der Tagebuchnotizen 100)—102) mit den Aufzeichnungen der Scheda 
Ac spricht aber gegen diese und für die von uns vertretene Auffassung. Übrigens 
ist diese Frage für die Tatsache, daB GauB den Zusammenhang zwischen agM. 
und dem vollständigen Integral erster Gattung vor Ende des Jahres 1799 nicht 
gekannt hat, insofern ohne Belang, als diese Tatsache schon aus der Tagebuch- 
notiz 98) mit Sicherheit erschlossen werden kann. 

4) Eine ganz direkte und sehr elegante Herleitung der Gleichung (48) gibt 
GauB in der Determinatio attractionis (1818, Werke III, S. 352, 353), wo er das 
agM. als Hilfsmittel für die Berechnung eines kompletten elliptischen Integrals 
erster Gattung einfübrt: ,Lectoribus autem gratum fore speramus,“ heiBt dort, 


nn 
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wicklung von V#—ycos"æ nach Kosinus der Vielfachen von 


durch den reziproken Wert der agM. zwischen V8—7 und (V8 ge- 
geben wird. In der Scheda Ac hat GauB diesen Zusammenhang 
direkt bewiesen (vergl. oben Gl. (19) und ,,Fragmente‘‘ [42]—[44]) 
und daraus durch Integration zwischen den Grenzen 0 und x die 
Gleichung (48) erschlossen. Auf die Betrachtung der Entwicke- 


lungs-Koeffizienten von Ausdrücken der Form VB — y cos’ y scheint 
Gauf durch Fragen der Stôrungstheorie geführt worden zu sein 
(vergl. den SchluBsatz des art. 8, Werke III, $. 371 und auch einen 
Brief an Olbers vom 3. Sept. 1805 !)). 


»Si hacce occasione determinationem harum aliarumque transcendentium [elliptische 
Integrale] per algorithmum peculiarem expeditissimum explicemus, quo per multos 
iam abhinc annos frequenter usi sumus, et de quo alio loco copiosius agere pro- 
positum est“. 

1) Briefwechsel GauB-Olbers I, S. 269; es heift daselbst: ,Ich werde beiher 
meine angefangenen Arbeïten über die Storung der Planeten fortsetzen, sowohl 
was zur allgemeinen Theorie als zur Anwendung auf die Asteroïden gehôrt. In 
jener ist es von besonderer Wichtigkeit, die Koeffizienten, die aus 


a? + a'2—92 aa! cos +) + — A+ 24" cos p + 24” cos 2 + 24!” cos 3 etc. 
p 


entspringen, leicht angeben zu kônnen.‘“*  Diesem Briefe an Olbers legte GauB 
einen Brief an Bessel bei, den Olbers an den Adressaten befôrdern sollte, in dem 
(Briefw. G.-Bessel, S. 10) auch von dieser Entwickelung die Rede ist. Gaub 
schreibt daselbst: ,Nun bin ich im Besitz von besonderen, zum Teil auf ganz 
heterogen scheinenden Untersuchungen gegründeten Kunstgriffen, jene Koeffizienten 
[nämlich 4°, 4’, 4”,...] zu bestimmen.* Es wird also hier auf die von GauB zu 
jener Zeit noch geheim gehaltene Methode des agM. angespielt. Aus noch frü- 
herer Zeit wie diese beiden Briefe (wahrscheinlich Oktober 1802) dürfte eine Auf- 
zeichnung herrühren, die sich in dem Handbuche 17 betitelt , Astronomische Un- 
tersuchungen und Rechnungen vornehmlich über die Ceres Ferdinandea (1802)“ 
auf S. 24 in eine astronomische Untersuchung verflochten vorfindet und Werke VII, 
S. 384 abgedruckt ist. Es heifit daselbst: 


»Man macht ne USE ol Le $P + P' cos © + P” cos 20 + &c. 


V(aa + al'a! —2aa' cos w) 


aa! 


= #Q + Q'cos wo + Q"' cos 20 + etc. 


(aa + a'a!—2aa/ cos o)° b 


Man macht 4(a+a) —x, +{(a—a') = y und bildet die Reihen 
æ y # auf folgende Art 2 = g(x+y) y = Vay 
dog" LE d'= $(@+y) y'= Vey 
are y laset &e. de. 
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-Für uns besonders interessant ist der Ausspruch von 
GauB: (a.a.0. Werke III, S. 371): , Denique monemus, in sequen- 
tibus demonstrationem multo generaliorem eorundem theorematum 
ex principiis magis genuinis datum iri; praetereaque mox etiam 
omnes reliquos coëfficientes Q, R, S etc. per methodos aeque expe- 
ditas eruere docebimus"‘. Diese Andeutung kann sich nämlich nur 
auf die Verallgemeinerung der hier für die Reihe 

1 SR Lun LES: dr 
9) MA, Vi) 1 +(5) : +4) 4 
entwickelten Resultate auf Reïhen allgemeineren Charakters be- 
ziehen. 

GauB scheint also schon damals, wo er eben das Gebiet der 
Theorie der elliptischen Funktionen erobert hatte, die Verallge- 
meinerung seiner Untersuchungen auf die Funktionen in Angriff 
genommen zu haben, die der jetzt sogenannten GauBschen Diffe- 
rentialgleichung genügen. Man wird dabei auch an einen Einfluf 
von J. Fr. Pfaff zu denken haben, der in seinen ,,Disquisitiones 
analyticae (Helmstedt, 1797) in dem Kapitel ,,Nova disquisitio 
de integratione aequationis differentio differentialis 


a'(a+ba")ddy+x(c+ez")dy dx +(f+gza")ydxdx = Xdxdx“ 


diese auf Euler zurückgehende Differentialgleichung behandelt, und 
dessen Hausgenosse GauB vom Dezember 1799 bis Ostern 1800 in 


Helmstedt gewesen ist. 
In der Tat enthält die Einleitung zu der Abhandlung über die 


Z = 2X—yy = aa 


2 
(œ'— x) = x = xx —y'y — 5) = {au vel {aa prout a < vel => a’ 


g! 


ax" — y''y" — 2 k 
TUE 4x! 
Alsdann ist 


P= = —;-; JP 2 (9 + 227 + 47 + 82 + 8e) 


p° a! 22"! 4!!! ] 
rer ce rer fui 


Cbust aus 
oder — minor in num. maior in denom." 
a 


Eine vollständige Bestimmung aller Koeffizienten P', P'... aus P = P° gibt Gauf 
in dem Handbuche 19, S.42, in einem Entwurfe der Abhandlung über die Reïhe 
F(«, B, y, x), auf den wir im 7. Abschnitt zurückkommen. Man vergl. auch die 
Werke VIII, S. 84, 85 abgedruckte Notiz über denselben Gegenstand, die Herr 
Fricke auf 1813 datiert. 
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Reïhe F(«, B, y, x)') die Bestimmung der Koeffizienten der Entwick- 
lung 6 


(a +0? — 2 ab cos p)" — A+24' cos +24" cos 2p +etc. 


und auch die Methode, nach der GauB 1800 die Differentialglei- 
chung für die Reihe (49) ableitet, ist dieselbe wie die, deren er 
sich in der ,,Determinatio seriei nostrae per aequationem differen- 
tialem secundi ordinis?)* zur Herleitung der Differentialgleichung 
für die allgemeine Reiïhe F(«, B, y, x) bedient. Ich bin auch ge- 
neigt anzunehmen, daf Gauf die Redaktion der Abhandlung von 
1800 darum abgebrochen hat, weil er seinen Redaktionsplan än- 
derte und statt von dem Algorithmus des agM. von der allge- 
meinen Reïhe F(«, B, y, x) ausgehn wollte, wie er es in der Tat 
1812 getan hat. 


Die Pars altera der hier besprochenen Abhandlung von 1800 
enthält noch Entwickelungen für dM(x, y) in schnell konvergie- 
rende Reïhen. Die eine dieser Reihen, nämlich 


wo z',x",... die beim Algorithmus des agM. auftretenden sukzes- 
siven arithmetischen Mittel bedeuten, hängt aufs engste mit 
der in den Leistenotizen auftretenden Funktion N zusarmmen (,,Frag- 
mente‘ [12], [13]), die in der Darstellung des Ellipsenquadranten 
eine Rolle spielt *). 


. : D'inbines 
Was nun die Frage der Bestimmung von für einen gege- 


benen Wert von w anlangt, so sehen wir, daf für æ = sin y die 
beiden partikularen Lôüsungen (47) der von GauB aufgestellten 
linearen Differentialgleichung gerade die zur Herstellung des Quo- 
tienten (46) erforderlichen Elemente liefern. Die Entwickelung 
von di pie nach positiven ganzen Potenzen von x war Gauf 
M (, V1 FA æ) 


geläufig, die Darstellung von in der Umgebung von x — 0 


1 
M(1, x) 
1) 1812, Werke II, S. 123#f, vergl. art. 6, S. 198. 
2) Nachlaf, Werke IIT, S. 207 f. 
3) Vergl. am Schlu der Determinatio attractionis, Werke III, S. 354, Zeile 5, 
und am Schlu der , Anzeige“ ebenda, S. 360 die Formel für die Peripherie der Ellipse, 


ferner Schumacher an GauB (Briefwechsel G.-Schumacher I, S. 124) und GauB an 
Schumacher (ebenda, S.125); auf diese Briefe kommen wir weiter unten zurück. 
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folgt aus der Formel [45] der ,,Fragmente‘‘ ) (Scheda Ac); beide 
Darstellungen konvergieren nur für |x|<1. Macht man aber die 
in der Scheda Ac (siehe oben (45) $S. 49) angegebene Landen- 


sche Transformation, sin y — LÉ oder 
2, 1—V1—32 
00 VUE = ——— 
( ) 1 1 L V1 ss, x? ? 
so erhält man durch die für |x,| <1 konvergenten Darstellungen 
für die reziproken Werte der M{(1, cos 4), M(1, sin ÿ) (siehe oben 
GI. (43)) eine für alle komplexen Werte von x konvergente Dar- 
stellung für 

Due M(1,cos y) __ M(1,cos y) 

©  M(issng) 2M(1sinv) 


und man kann durch wiederholte Anwendung dieser Transforma- 
tion (die ja auf die Bildung der agM. aus a — 1, b — sin y hin- 
auskommt) immer besser konvergierende Darstellungen erzielen, ein 
Umstand, den z. B. Weierstraf ?) ausgenutzt hat. Mit dieser Be- 
merkung dürfte auch die Bedeutung der oben wiedergegebenen 
Aufzeichnung (37)—(44) aus der Scheda Ac ins rechte Licht ge- 
rückt sein. Später*) hat GauB durch unendlich oft wiederholte 
Anwendung der Transformation (50) und Ausführung des Grenz- 
übergangs eine Darstellung der oben mit z bezeichneten Grôfe in 
der Form eines unendlichen Produkts gegeben (vergl. Abschnitt 6, c)). 
Wenn auf diese Weise eine Lôsung 2 der Gleichung 


2pq * 
(51) tg p — D =g 
1) Es ist dies die Formel 
__ C(a— ant — pus — yxs —...) 
AD log (4x — ax — bat — cas — ...)’ 


die numerischen Koeffizienten siehe a.a.0. Man hat in dieser Formel, die für 
|æ| > 1 gültig ist, nur - an die Stelle von x zu setzen, um die Darstellung von 


M(1,x) in der Umgebung von x — 0 zu erhalten. 

2) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1883, Werke III, S.257#. Vergl 
H. Weber 2. a. O0. S. 144. 

3) Wohl zuerst in einer weiter unten wiederzugebenden Aufzeichnung der 
Scheda An, die aus den Jahren 1805—1806 stammen dürfte, dann noch wieder- 
holt, siehe z. B. Werke III, S. 448, 468. 

4) In den Bezeichnungen der Aufzeichnung (37)—(42); in moderner Bezeich- 
nungsweise (vergl. die FuBnote 2) auf Seite 45), indem wir wieder 2? — q setzen: 


20% (0197) 87, (047) __ #50(019) . 
Do (0Ig*) — 60/9) 2 (019) 


(51) tgp — 
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stets bestimmt ist, so entsteht nunmehr die Frage nach allen Lô- 
sungen, d.h. nach allen Werten der agM. M(1, cos y), M(1, sin y), 
deren Beantwortung GauB in der Tagebuchnotiz 109) vom 3. Juni 
ankündigt. Diese führt uns in Tiefen der Theorie der Modul- 
funktion, der wir uns jetzt zuzuwenden haben. 


c) Theorie der Modulfunktion. 

Wir müssen in diesem Abschnitt den streng historischen Stand- 
punkt, den innezuhalten wir bisher bemüht waren, :aufgeben und 
uns auf eine Exposition des Inhaltes der hier in Betracht kom- 
menden, zum Teil sicher aus sehr viel späterer Zeit stammenden, 
Aufzeichnungen beschränken. Aber auch diese Aufgabe ist inso- 
fern erschwert, als die gedachten Aufzeichnungen nicht erkennen 
lassen, von welcher Seite her GauB den Zugang zu den darin ent- 
haltenen Resultaten genommen hat. Nur soviel scheint festzu- 
stehn, da er den ,nexum mutuum infinite multorum terminorum 
mediorum ... inter duos numeros datos‘‘ nicht auf elementarem 
Wege, d.h. nicht von dem Algorithmus der agM. ausgehend ge- 
funden'), sondern daf er sich dabei der Eigenschaften der Funk- 
tionen p, q, d.h. der Thetanullreïhen bedient hat. 

Die in Betracht kommenden Aufzeichnungen sind die folgenden. 

1) Zwei Zettel, aus denen einzelne Auszüge in Werke II, 

-S.878, 379, VIII, S. 99, III, S. 385—386, VIII, S. 100—101 
verôffentlicht sind, die ich aber des Zusammenhangs wegen 
im Anhang 8. in extenso wiedergebe. Diese Zettel stammen, 
wie aus dem inhaltlichen Zusammenhang hervorgeht, ziem- 
lich aus derselben Zeit; der eine zeigt im Wasserzeichen die 
Jahreszahl 1810, der andere hat die Fouriersche Bezeichnung 


LA 
J  Beïde dürften etwa 1825 geschrieben sein. 
0 


2) Die Stelle Werke III, S. 3886 Zeile b—1 v.u., die Gauñ 
auf die letzte Einbandseite seines Handexemplars (2) der 
Disquisitiones arithmeticae eingetragen hat. 

8) Die Notiz [8] Werke VIII, S.99—102, die in dem Hand- 
buch 25, S.25 aufgezeichnet ist und wohl auch aus dem 
Jahre 1825 stammen dürfte. 

4) Eine Aufzeichnung in der Scheda An (teilweise verôffent- 
licht in Werke VIII, S.108) die ich weiter unten im Texte 
wiedergebe, und die wohl auf 1805 anzusetzen ist. 


1) Ein solcher elementarer Weg ist übrigens bis heute noch nicht 
entdeckt. 
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*5) Die Werke III, S.470—480 abgedruckte Abhandlung aus 
Handbuch 16, S.137—145, die von GauB aus dem August 
1827 datiert ist; namentlich der Art.[12] Werke III, S. 477, 
478 (Handbuch 16, $. 142, 143). 

Mit der Tagebuchnotiz 109) im unmittelbaren Zusammenhange 
steht die Aufzeichnung auf dem einen (gelblichen) Zettel, nament- 
lich die Formel (siehe S. 125 im Anhang). 

PP PERRUES EN 

(1) ral VAE: 

mit dem Beispiele für einen imaginären Wert des agM., die direkt 
die in 109) bezeichnete Entdeckung wiedergibt. 

Über die Art und Weise, wie GauB diese Formel (52) herge- 
leitet haben mag, sind wir auf Vermutungen angewiesen. Es liegt 


(62) 


ja nahe anzunehmen, daB die Bedeutung von u und _. als Perioden 


der elliptischen Funktion Sp ihn dazu geführt hat. Der hand- 
schriftliche NachlaB bietet jedoch keinen Anhaltspunkt hierfür. 
Schering deutet (Werke III, 377, 378) einen Weg an, wie man mit 
Hilfe von Kontinuitätsbetrachtungen zu dieser Formel gelangen 
kônnte. Nach dem Inhalt der beiden Zettel 1) ist es aber wahr- 
scheinlicher, daB GauB (auch 1800) die in Rede stehende Formel 
mit Hilfe der Thetanullreihen gefunden hat. 

Von diesen handelt nämlich schon S. 4 des ersten Zettels, wäh- 
rend der zweite Zettel eine vollständige Theorie der linearen 
Transformation dieser Reiïhen und den Zusammenhang dieser Theorie 
mit der Lehre von den quadratischen Formen, also mit den 
zahlentheoretischen Untersuchungen von GauB gibt. Gauf 
gibt daselbst für die drei Thetanullreihen 


— 4nt —9 rt 


p(f) = 1+2e 7 %+9e +2e re, 
— 9 xt 


(53) at = tab tqaeTfrhues jee 4} 
CEE PO A hr 7 
das Verhalten bei ganzzahliger linearer Transformation von # 


1) Der allgemeinste Wert des agM. zwischen zwei Zahlen »,n#, den GauB 
à. 4.0. mit (uw) bezeichnet, wird durch zwei zusammengehürige Werte uw = H(m, n) 


und 4 — M(m,Vm?—n°) in der Form 

1 4141, 45k 

(EPT P EI 

dargestellt, wo Z, k beliebige reelle ganze Zahlen bedeuten. Vergl. weiter unten. 
2) Auf dem zweiten Zettel wird M statt t benutzt. 


(62) 


DE meme 
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at — Bi 
d+yh’ 
in den sechs verschiedenen Füällen modulo 2, und es läBt sich auf 
Grund dieser Formeln ein sehr plausibel erscheinender Gedanken- 
gang herstellen, der, wenn auch nicht in allen Einzelheiten, so 
doch in seinen wesentlichen Zügen, dem von GauB befolgten ent- 
sprechen dürfte. Wir rekonstruieren diesen Gedankengang wie 


(54) eS 


ad —By = 1, 


folgt : 
Setzt man 
M(m, n) 
55 1 ———, 
4 Mi(m,Vm° — n°) 
so ist: 


C6) m— M(mn)p'(#, = Mm,n)@ (0, Vi = M(m,n)r (0); 
also ist für 
M(m, \Yni — n°) 1 


ce PT MR UT 


wo m, Vm°—n',n an die Stelle von m,n, Vn”— n° getreten ist, 
m = MVP) VER = at Var (À) 


(68) 
n = M(m, \m'— fe). 
Aus (56) und (58) folgen sofort die Relationen 


6) 2(7)= V0, df7)= ve, (1) = vo, 


die GauB auf S.4 des ersten (gelblichen) Zettels für die Funk- 
tion pt mit den aus den Reiïhendarstellungen (53) direkt folgenden 


: ; s 1 
(60) pté+i) = qf), qgé+i = p(, r(t+i) — r'® 
aufgezeichnet hat !). 

Daf sich aus den beiden Transformationen { + : und : die 


allgemeinste Transformation (54) zusammensetzen läBt, war für 
GauB auf Grund seiner zahlentheoretischen Arbeiten nicht schwer 
zu sehen, und die Herstellung der Tabelle auf S. 1 des zweiten 
Zettels (siehe S.129, 130 des Anhangs) für die sechs Fälle der 


1) Vergl. auch die weiter unten mitzuteilende Aufzeichnung aus der Scheda An 
(1805). 
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linearen Transformation (54) modulo 2 erscheint nun ganz natur- 
gemäB'). GauB hat dabei den Zusammenhang mit der Aequivalenz- 
theorie der quadratischen Formen mit negativen Determinanten 
hervorgehoben und ausgenutzt (siehe $S. 130 desAnhangs), indem er 
direkt darauf ausgeht, die Funktionen p(f), g(f), r(t) durch solche 
darzustellen, in denen t ,,dieeinfachste Form‘ hat. Man wird 
hiernach die Reduktionstheorie der quadratischen Formen geradezu 
als eine der Wurzeln bezeichnen müssen, aus denen bei Gauf die 
Theorie der Modulfunktion herauswächst. 
GauB bildet nämlich für { — g + hi die quadratische Form 
É h g'+ a 
do, Jus 08 
mit dem Determinanten — 1, und zwar zuerst für den Fall, wo 9, À 
rational sind, ‘dann auch, wenn diese nicht rational sind, und be- 
stimmt durch den bekannten Reduktionsalgorithmus die äquiva- 
lente reduzierte Form (a, b, c), deren Wurzel 
1+bi 
a 

dann jenen ,einfachsten‘“ Wert von t liefert. Die Elemente des 
Reduktionsalgorithmus lassen entscheiden, ,welche Funktion von 


— mit der gegebenen von f so zusammenhängt, daB die letztere 


in #*V(9+yié) multipliziert werden muf‘‘, wenn Fr die Substi- 


tution bedeutet, die die Reduktion auf die reduzierte Form ver- 


mittelt. 
Die Herstellung der Relation (52) vollzieht sich nun ohne jede 


Schwierigkeit?). Die Gleichung 

(61) min:Vm'—n = p'(t:g(t):r°(0) = p'(t):g"(#): 7° (#1) 
besteht für ein mit { durch die Transformation (54) verknüpftes 
t' dann und nur dann, wenn 


(62) Ê é - p 4 (mod 4) 


1) Es muf übrigens a. a. O. (vergl. Werke III, S. 386) für k — it V(S + yt) der 
reziproke Wert genommen werden, wie schon P.Pepin, Memorie Accad. Pont. 
dei Nuovi Lincei IX, 2 (1893), S. 103 bemerkt hat. 

2) Ich benutze im folgenden eine Betrachtung, die Herr L. v. Dâvid auf 
meine Veranlassung hin ausgefübrt hat, vergl. Mathem. naturw. Berichte aus Un- 
garn 1909, S. 171. 


ne Es 0 1 
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ist’). Für diese ergibt sich aus der Tabelle S. 1 des zweiten 
Zettels (S. 130 des Anhangs) 


p°(#) = (yit+8)p"() 
dE) = (yit+8)9"(t), 
m=(u).p'(#), n = (u).9(#) 
gesetzt wird, durch Vergleichung mit (56) 


also, wenn 


(u) = M(n, n) 
yit+ 0”? 
d.h. mit Rücksicht auf die Gleichung (55) 
sA (}] yi 


Go) © Mn Ho Ve =)? d = 1, y = 0 (mod 4), 


was mit (52) übereinstimmt. 
Es ist nicht von der Hand zu weisen, da8 GauB einen ersten 
Anbhaltspunkt dafür, daf ms eine lineare Kombination mit kon- 


stanten Koeffizienten der 
din EX à DUB ect 
M(m,n)" M(m,Vn—n 
sein müsse, durch die Erwägung gewonnen haben mag, daf a 
derselben linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung Genüge 
1 
— d ———— — 1. die Abhandl 
Mn, n) Eu Mi(m, né — n°) (erg 4 D à 
über das agM. von 1800, Werke III, besonders S. 370, Zeile 15: 
»elusdem aequationis integrale completum est 
idémesallohe ds md su + CNE? AL ] 
M(l+zx,l-—-x) Mix) 
Aus der Reduktion von # auf die ,,einfachste Form‘ und der 


leistet wie 


1) Vergl. S.4 des ersten Zettels (S. 128 des Anhangs); für die daselbst be- 
trachteten Transformationen 


A+ 6 Jens 


gt) _ gt) 
FACE U 
siehe die Abhandlung aus Handbuch 16, Werke III, $. 478 (1827). 


ist im allgemeinen nur 
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linearen Transformation der summatorischen Funktionen!) 
hat GauB (siehe a. a. O.) die Aufgabe abgeleitet ,,Sind nämlich die 
Formen (a, b, c), (4, B, C) aequivalent, so ist jé pda f in 


Betracht zu ziehen, wo f{(t) = f(u) so wohl wenn © ganze Zabhl 


als wenn é — pd Diese Funktion, die sich übrigens in keiner 


der Aufzeichnungen 1)—b) explizite angegeben findet, ist also 
nichts anderes als die absolute Invariante der Modulgruppe 
aller linearen Substitutionen (54). Sie wurde, nachdem sie Herr 
Dedekind?) unter Bezugnahme auf die hier in Rede stehende 
Stelle des GauBschen Nachlasses als Valenz eingeführt hatte, 
durch Herrn Klein in den Mittelpunkt seiner Theorie der Modul- 
funktion gerückt. DaB diese Funktion f(f) jeden Wert einmal und 
nur einmal annimmt, wenn { z.B. auf die Wurzeln mit positivem 
realem Teil der reduzierten Formen beschränkt wird, hat Gauf 
so ausgesprochen: ,,Jeder Klasse entspricht dann ein bestimmter 


Wert von 1 A ne. 


Wie man sieht, ist damit das Fundamentaltheorem der Theorie 
der Modulfunktion gewonnen; GauB brauchte jetzt nur noch die 


Werte ses in der Zahlenebene zu repräsentieren, um den Fun- 


damentalbereich der Modulgruppe oder der Funktion f(f) zu er- 
balten. Aber auch ohne diese Interpretation ist er jetzt im Be- 
sitze des Beweises, daB die durch die Gleichung (55) dargestellte 


GrôBe t für jeden Wert des Verhältnisses = einen positiven re- 


alen Teil hat, also des Beweises, der, nach unserer Auffassung, der 
Tagebuchnotiz 110) zu Grunde liegt (vergl. oben S. 53). 

Die erwähnte geometrische Interpretation findet sich, wie es 
scheint, zum ersten Male in der Scheda An, einem Oktavheftchen 
betitelt ,,Cereri, Palladi, Junoni sacrum, Febr. 1805“; dem die 
Werke VIII, S.103 abgedruckte Notiz 4) entstammt. Daselbst 
findet sich auf $S.6 die Kettenbruchsentwickelung 


1) So nennt GauB die Funktionen p, q, r in 2),.Werke III, S. 366. 
2) Crelles Journal 83 (1877), S. 265ff. 
+3) A.a. 0. Werke III, 8.886. GauB schreibt daselbst RS À indem 


er nämlich quadratische Formen mit dem Determinanten —p in Betracht zieht, 
wäbrend wir hier anschliefend an die Festsetzungen des zweiten Zettels (siehe 
8.131 des Anhangs) den Determinanten — 1 zu Grunde legen. 


RO 


me mime 
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[a, B,...,v]0 +[8,7y,..., vi 
— la, 8,...,u]0 +18, y, ...,u] 
für eine beliebige Substitution (54) der Modulgruppe, die deren 
Zusammensetzung aus den beiden Fundamentalsubstitutionen 


t+i, e liefert, mit der Ausführung von zwei Beispielen, und auf 


S. 7 findet sich die berühmte Figur, die Werke VIII, 2. a. O. genau 
nach dem Original wiedergegeben ist. Ich môchte diese Figur 
aber hier in Verbindung mit einigen sie umrahmenden und einigen 
auf S. 8 der Scheda befindlichen Formeln, mit einer durch eben 
diese Formeln gebotenen leichten Abänderang, reproduzieren, weil 
mir jene Formeln insofern von Wichtigkeit zu sein scheïinen, als 
sie deutlich erkennen lassen, was GauB im Auge hatte, als er jene 
Figur hinzeichnete. Es heift Scheda An S. 7: 


1] y <2 
[1] y < 2xx + 2yy 


D 
\(D/ 


[II] xx + y(y — 1) posit. 
[HV] G+4)/+272Z4* 
und Scheda An, $S. 8: 


— ur 


»Setzt man 1+2e “"+2e +etc. = (a) 
so ist 
1) (&+2%i) = (e) 
2) (a+) = 2(4a)—(a) 
9 () =@v" 


Zur Erläuterung dieser Aufzeichnungen bemerken wir folgendes. 

Die Ungleichungen [III], [IV] stellen, wenn man « — æ+yi 

a die He der beiden Kreise dar, die um die Punkte 

F bez. AN der lateralen Achse mit dem Radius : beschrieben 

sind. Die LR RU [I] bezieht sich offenbar auf eine ‘etwas 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Beiheft. b 
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andere Anordnung der Figur, sie müfite lauten —1<y—<1; die 
Ungleichung [11] gibt das AuBengebiet des oberen kleinsten Kreises 


der Figur, dessen Mittelpunkt im Punkte + liegt und dessen Radius 
gleich _ ist. Der Umstand, daB GauB auch den Kreis z°+y — 1 
hingezeichnet hat, beweist, daB er nicht nur den Fundamental- 
bereich der Gruppe 


t+2gi : 
(3) Pas Ur+des = 1 


(in dieser Form erscheint diese Gruppe auf S. 4 des ersten Zettels 
S. 128 des Anbangs) d.h. der zu der Modulfunktion 


n° g“) 

(64) m? er p“(®) 

* gehürigen »Hauptkongruenzgruppe zweiïter Stufe“ im Auge hatte, 

sondern, daf er auch den Fundamentalbereich der Modulgruppe 
(64) betrachtet hat. 

Die Tatsache, daf weder in den Formeln noch i in der Figur 

die Bedingung x > 0 hervortritt, läBt vermuten, daB GauB beim Ent- 

werfen jener Figur rein zahlentheoretisch den geometrischen Ort 


der Wurzelpunkte t — — re 


(ohne Beschränkung auf die Wurzel mit positivem realem Teil) auf- 
gesucht und nicht etwa funktionentheoretisch gedacht hat. 


* der reduzierten quadratischen Form 


Da$ er aber hinterher die funktionentheoretische Bedeutung der : 


Figur in betracht zog, zeigt die Aufzeichnung auf S. 8 der 
Scheda. Denn die Formel 1) bezieht sich auf das invariante Ver- 
halten der Funktion («) = px) bei der einen Fundamentalsub- 
stitution der Gruppe (63), während die Formeln 2), 8) das Ver- 
balten eben dieser Funktion bei den Fundamentalsubstitutionen 
der Gruppe (54) darstellen, also mit den Formeln für pt auf S. 4 
des ersten Zettels d.h. mit den ersten Gleichungen des Formel- 
systems (59), (60) übereinstimmen’'). Es erscheint nach der Anlage 
der, in der Handscbrift nur skizzierten, Figur nicht ausgeschlossen, da 
GauB auch die Einlagerung des Fundamentalbereichs der Modal- 
gruppe (54) in den der Gruppe (63) ins Auge gefaft und damit die 


sechs Fälle der Substitutionen (54) modulo 2 geometrisch interpre- 


tiert hat. 
FER TR LL Aer 
1) In der Tat ist 2(4œ) — («) oder 2p (4x) —p(x) = q(«). 


DE NE" - MS 


TE ares re care 
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Das Werke VIII, S. 99—102, abgedrackte Fragment [3] 
stammt aus dem 1815/1816 benutzten Handbuche 25, es enthält die 
Auflôsung der Gleichung 


LA ie 
p(6) dé 


indem À = _ gesetzt und dann ein Wert von { durch die For- 


mel (55) bestimmt wird. Die übrigen, sagt GauB, sind in der 
Formel (63) ,enthalten“, was ja durchaus richtig ist, aber die 
Formel (63) gibt — wie Herr Fricke a. a. O. bemerkt — nicht 
nur diese Werte, sondern auch alle Lôsungen der Gleichung (64). 

Die Aufzeichnungen 5), die wir auch gleich hier besprechen 
môchten, stammen, wie bereits bemerkt, aus dem Jahre 1827. Wir 
sehen daselbst zunächst die Figur, die den Fundamentalbereich der 
zu der Gruppe (63) gehôrigen Modulfunktion (64) darstellt, u. z. 
diesmal nur in der durch x=0 charakterisierten Halbebene ge- 
zeichnet'), GauB charakterisiert sie arithmetisch dadurch, da ,der 


imaginäre Theil von { und : zwischen —à und +2 liegt.“ Er hebt 


dann hervor, daB wenn + auf diesen Bereich beschränkt wird, der 


2 
reale Teil von se positiv sei. Daraus folgt, daf wenn man aus 


up'(4t), ug“(4t) 


das ,einfachste agM.“ bildet?), dieses den Wert w hat, vorausge- 
setzt, da é in jenem Bereiche gelegen ist. Der entsprechende 


1) Die Art, wie Schering diese und die auf der folgenden Seite (Werke 
lII, S. 478) befindliche Figur wiedergibt, zeigt, daB er die Bedeutung dieser Fi- 
guren nicht erkannt hat. Die Bedeutung derselben hat zuerst Herr Klein hervor- 
gehoben (vergl. Mathem. Annalen 21, $. 215 und Klein-Fricke, Vorlesungen über 
die Theorie der ellipt Modulfunktionen, Bd. ], 1890, S. 278, Fufnote). In 
korrekter Zeichnung hat sie Herr Fricke, Werke VIIL, S. 105, reproduziert. Rie- 
mann hat in einer Vorlesung vom W.S. 1858/59 dieselbe Figur gegeben; diese 
Vorlesung ist aber erst gegen Ende der neunziger Jahre durch eine Nachschrift 
von v. Bezold in weiteren Kreisen bekannt geworden (vergl. Riemanns Werke, 
Nachträge, herausgegeben von Noether und Wirtinger, 1902, S. 93). Da Riemann 
den GauBschen NachlaB zur Bearbeitung übernommen hatte (vergl. Hattendorf: 
Die elliptischen Funktionen in dem Nachlasse von GauB; Hannover, Schmorl & 
v. Seefeld, 1869), ist es wohl müglich, daf er diese Figur bei GauB kennen ge- 
lernt hat. 


2) D.h. dasjenige, wo bei den geometrischen Mitteln Vin, das Vor- 
Vm,= Ny1 
m, 


vi 


zeichen so gewählt wird, daB der reale Teil von positiv ausfällt. 


G5* 
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Bereich von +# ist dann der durch die Figur Werke III, S. 478, 
angedeutete, der durch die Ungleichungen 
2'+(yEt}- 2 >0, —-1<y<H4, z—0 
è 
dE 
A 


bestimmt wird. In diesem Bereiche nimmt die Funktion : 
: 
p'(—s) 
jeden Wert einmal und nur einmal an. 

Wahrscheinlich war Gau$, abgesehen von der wohl erst 
nach 1805 gefundenen geometrischen Repräsentation des Funda- 
mentalbereichs, im Juni 1800 bereits im Besitz aller dieser Eigen- 
schaften der Modulfunktion. 

Nach der Tagebuchnotiz 111) ,Rectificatio Ellipsis tribus 
modis diversis absoluta“ hat GauB dann noch die Rektifikation 
der Ellipse, d.h. die Bestimmung des Integrals zweiter Gattung 
mit variabler oberer Grenze mit Hilfe seiner neuen Trans- 
zendenten durchgeführt. In den bisher verôffentlichten Teïlen 
des Nachlasses ist nichts zu finden, was sich auf diesen Gegen- 
stand bezieht; ich gebe darum im Anhang 4. eine Aufzeichnung 
wieder, die zwei Methoden für die Berechnung des Ellipsen- 
bogens enthält (welches die dritte in der Tagebuchnotiz 111) 
erwähnte gewesen sein mag, konnte ich nicht feststellen) und 
die sich in der angewandten Methode den Erôrterungen der Deter- 
minatio attractionis (1818, Werke III, S. 331 #. vergl. besonders 
S. 353 ff.) und den weiter unten Abschnitt 6, c)) wiedergegebenen 
Aufzeichnungen aus der Scheda An anschlieft. Eine genaue Zeit- 
bestimmung für jene Aufzeichnung über die Rektifikation der El- 
lipse, die sich auf einigen Zetteln findet, ist.nicht môüglich. Der 
Inhalt ist ohne jeden Kommentar verständlich, wir bemerken, daf 
GauR seine Methode auf die Berechnung der Bogenlänge eines 
Erdmeridians angewandt hat ?). 

GaaB scheint dann längere Zeit hindurch die jetzt zu einem 
gewissen AbschluB gebrachte Theorie der elliptischen Funktionen 
nicht weiter verfolgt zu haben. Wir werden sehen, daB Gauf 
seinen hier geschilderten Untersuchungen auch später keine 
wesentlich neuen Gedanken hinzugefügt hat, daf er namentlich 


d() 
FAUX 

2) Der darin angewandte Wert für die Abplattung (« — 302,78000, db = a — 1) 
würde auf eine spätere Zeit hinweisen. Vergl. Briefwechsel GauB-Olbers II, $S. 182 
(April 1822), S. 133 (Juli 1824), S. 471 (März 1827). 


1) Nicht, wie a. a. O. irrtümlich angegeben ist, 


SO 
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immer an der Theorie des agM. und der Thetafunktionen haften 
blieb und eine direkte funktionentheoretische Untersuchung weder 
für das Integral erster Gattung noch für seine Umkehrungsfunktion 
angestellt hat. In Bezug auf diese letztere Untersuchung hat er 
also den Arbeiten von Jacobi, Abel, Puiseux und Riemann 
nicht vorgegriffen. Dagegen ist er, wie schon oben angedeutet 
wurde, insofern sehr bald über die Theorie der elliptischen Funk- 
tionen hinausgegangen, als er die allgemeineren Transzendenten, 
die durch die GauBsche Differentialgleichung definiert werden, in 
den Kreis seiner Betrachtungen zog. 

Während also bei Abel und Jacobi die Theorie der ellip- 
tischen Integrale im Vordergrunde steht und demgemäB der 
weitere Fortschritt nach der Seite der Integrale der allgemeinen 
algebraischen Funktionen hin erfolgt, wird GauB durch seinen 
in der Theorie des agM. wurzelnden Gedankengang von der 
+ Theorie der elliptischen Funktionen nach der Seite der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung hin gelenkt 
und erscheint so als Bahnbrecher und Vorläufer für die funk- 
tionentheoretische Forschung der letzten Dezennien des neun- 
zehnten Jahrhunderts. 


In wie weit GauB seine Untersuchungen zum Ausgangspunkt 
allgemeiner funktionentheoretischer Betrachtungen genommen haben 
mag, läBt sich aus seinem NachlaS nur unvollkommen feststellen. 
Da er im Jahre 1800 mit Funktionen komplexer Variabeln gearbeitet, 
daB er die komplexe Veränderliche geometrisch repräsentiert hat, 
ist gewiB; aber das wenige an nachgelassenen Notizen und Brief- 
schaften, das uns einen Einblick gewährt in den Umfang seiner 
fanktionentheoretischen Kenntnisse, stammt aus späterer Zeit, so 
daB wir den Bericht über diesen Gegenstand auf einen folgenden 
Abschnitt verschieben müssen. 


6. Die Jahre 1801—1810. 


a) Die Jahre 1801—1808. Zahlentheoretische An- 
wendungen der elliptischen Funktionen. 


Im Vergleich zu den sich auf erstaunlich kurze Zeiträume 
zusammendrängenden Resultaten, über die wir in den vorher- 
gehenden Abschnitten zu berichten hatten, erscheint der Ertrag 
der analytischen Forschungen, die GauB in den folgenden Jahren 
angestellt hat, nicht allzu reichlich. Wir werden sehen, daB er 
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namentlich zu Anwendungen seiner neuen Transzendenten auf 
Probleme der Zahlentheorie übergegangen ist; in wie weit freilich 
in diese Jahre noch Vorarbeiten für später verôffentlichte oder 
wenigstens aufgezeichnete Untersuchungen fallen, entzieht sich 
unserer Kenntnis. Von zahlentheoretischen Anwendungen sind es 
vorwiegend drei, die hier zu besprechen sein werden: 


1) Der noch in den Juni 1800 fallende calculus numerico- 
exponentialis, siehe die Tagebuchnotiz 112). 

2) Der Zusammenhang der linearen Transformation der sum- 
matorischen Funktionen mit der Lehre von den quadrati- 
schen Resten, 1801—1806. 

3) Die Anwendung der lemniskatischen Funktionen auf die 
Theorie der kubischen und biquadratischen Reste, 1805 
—1807. 

Schon im Leiste und in der Scheda Aa hat GauB zum Zwecke 
numerischer Induktionen, die in den lemniskatischen Thetareihen 
auftretenden Potenzen von e berechnet und dabei Methoden der 
additiven Zahlentheorie angewendet (vergl. oben S. 22). Die Tage- 
buchnotiz 112) ,calculum numerico-exponentialem omnino novum 
invenimus“, bezieht sich wohl (vergl. die Anmerkung von F. Klein, 
Mathem. Annalen 57, S. 27) auf die Anwendung der von Gauf 
erdachten Methoden, die Faktoren groBer Zahlen zu finden, wie 
sie in den Werke III, S. 426-431 abgedruckten Rechnungen an 
Beispielen auseinandergesetzt sind. 

Die Tagebuchnotiz 118) vom Mai 1801 ist schon in dem Auf- 
satze von Herrn Bachmann') eingehend erläutert worden. Ich 
kann mich daher darauf beschränken, darauf hinzuweisen, daf 
GauB môglicherweise von vornherein einen Zusammenhang zwischen 
der bei Auswertung der sogenannten GauBschen Summen in Frage 
kommenden Vorzeichenbestimmung und der Bestimmung der 
achten Einheitswurzel (siehe oben S. 62 das #“), die bei der linearen 
Transformation der summatorischen Funktionen y(t), q(t), r(t) auf- 
tritt, vermutet haben kônnte. Die vier Jahre hindurch fortge- 
setzten Bemühungen (vergl. die Tagebuchnotiz 123) vom 30. Aug. 1805) 
die GauB der Bestimmung jenes Vorzeichens gewidmet hat, haben 
ihn sicherlich veranlafit, alle ihm zu Gebote stehenden Hilfsmittel 
heranzuziehen, und wenn man bedenkt, daf Hermite?) die Be- 
stimmung der achten Einheitswurzel bei der linearen Transformation 


1) Materialien I, S. 84 ff. 
2) Liouvilles Journal (2), t.8, — Oeuvres I, S. 486. 


ae - 
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gerade auf die GaufBschen Summen zurückgeführt hat, so würde 
man es kaum begreifen kônnen, da GauB bei den hier in Rede 
stehenden Fragen seine Untersuchungen über die Funktionen p, q r 
nicht herangezogen haben sollte, zumal die Identitäten zwischen 
Reïhen und Produkten, wie sie in der 1808 erschienenen Abhand- 
lung ,Summatio quarundam serierum singularium“!) auftreten, 
direkt an die Methoden anknüpfen, mit denen in der Scheda Ac 
operiert wurde. Die Bemerkung, nach Herleitung der Formel 


1 (ar) er) rs né 


1+2%+2 +4 +etc. — A=x)(1—2)(1— x). ) 


»hhaec aequalitas inter duas expressiones abstrusiores, ad quas 
alia occasione reveniemus, valde sane est memorabilis“, 
kann sich auf nichts anderes beziehen, als auf das von Gauf 
projektierte Werk über die ,Transzendenten Funktionen“. Ferner 
haben wir, allerdings aus späterer Zeit‘) herrührend, eine die 
elliptischen Funktionen betreffende Aufzeichnung von GauB, in 
der direkt auf die, Sammatio quarundam serierum“ Bezug genommen 
wird. Gauf hat also den Zusammenhang zwischen den Reïhen, 
die in dieser Abhandlung auftreten, und den elliptischen Funktionen 
sicher gekannt. 

In dem im November 1801 begonnenen Handbuche (16) finden sich 
Aufzeichnungen zur Theorie der lemniskatischen Funktionen, die 
Werke III, $. 405, art. [4] und $S. 409 beginnend Zeiïle 5 v.u. bis 
S. 412 untermischt mit Aufzeichnungen aus anderen Handbüchern 
(17 und 19) abgedruckt sind. Man wird wobl die Entstehungszeit 
dieser Aufzeichnungen mit dem Beginn von GauB Untersuchungen 
zur Theorie der hôheren Potenzreste also‘) etwa auf 1805—1807 
anzusetzen haben. 

In der Tat enthalten diese Notizen nicht nur eine Rekapitu- 
lation der älteren (in Leiste und Scheda Aa befindlichen) Potenz- 
reihenentwickelungen für den sin lemn. und dessen Zähler und 
Nenner, sowie der Formeln für die ganzzahlige Multiplikation, 
sondern auch die Formeln für die komplexe Multiplikation der 
Zäbler und Nenner von sin lemn. und cos lemn. und am Schluf eine 


1) Werke II, S. 9ff, vergl. besonders artt. 8, 9, S. 19—21. 

2) à. à. O. $. 20; Jacobi hat diese Formel in art. 66 der , Fundamenta“ her- 
geleitet und zitiert daselbst die Summatio quarundam serierum, vergl. oben S. 9. 

3) Hundert Theoreme über die neuen Transzendenten, Werke II, S. 461 fr. 
Diese Abhandlung stammt jedenfalls aus der Zeit nach 1518, weil darin (auf S. 
467) die Determinatio attractionis zitiert wird. 

4) Siehe Bachmann, à. a. O. S. 89 ff. 
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bemerkenswerte zahlentheoretische Anwendung (diese stammt von 
S. 63 und 72 des Handbuchs 16), die als Vorarbeit für die in 
der Tagebuchnotiz 146) vom 9. Juli 1814 enthaltene ,Observatio 
... theoriam residuorum biquadraticorum cum functionibus lemnis- 
caticis elegantissime nectens“ anzusehen ist. 

Damit würden wohl die auf die Jahre 1801-—1807 zu datieren- 
den Untersuchungen über Gegenstände der Analysis, soweit sich 
im NachlaB Spuren von ihnen finden, erschôpft sein, wenn wir noch 
die bereits oben besprochene Notiz zur Theorie der Modulfunktion aus 
der Scheda An hinzunehmen. Gauf hat eben in diesen Jahren den 
grôBten Teil seiner Zeit astronomischen Arbeiten gewidmet, sagt 
er doch selbst im Tagebuch 122): ,Annis insequentibus 1802, 1808, 
1804 occupationes astronomicae maximam otii partem abstulerunt, 
calculi imprimis circa planetarum novorum theoriam instituti. Unde 
evenit, quod hisce annis catalogus hicce neglectus est. Dies ita- 
que, quibus aliquid ad matheseos incrementa conferre datum est, 
memoriae exciderunt.“ 

Mit diesen astronomischen Arbeiten im Zusammenhang steht 
auch die ,Theoria interpolationis methodo nova tractata“, die aus 
dem Nachlasse Werke III, $S. 265—327 abgedruckt ist und die 
wir hier darum erwähnen, weil nach Angabe von Schering (ebenda 
S. 328) ein erster Entwurf dieser Abhandlung aus dem Jahre 1805 
stammen soll!). 


b) Das Jahr 1808 Beginn der Korrespondenz mit 
Schumacher. Die Aufgabe des Pedrayes. Wiederauf- 
nahme der Arbeiten über elliptische Funktionen. 

Schering berichtet?), daB sich ,in einem Handbuche unmittel- 
bar nach den in der Theoria motus corporum coelestium, |[Gotha 
1809] wiedergegebenen Hilfstafeln“ die Abhandlung *) ,Zur Theorie 


1) Vergl. dazu die folgenden Stellen eines Briefes von Schumacher an 
GauB (Briefwechsel I, S. 128) vom 8. Juni 1816: ,1ch habe in der Hoffnung, Sie 
würden dadurch Veranlassung finden, lhre Theorie der Interpolation, die ich hand- 
schriftlich habe, bekannt zu machen, die Preisfrage unserer Gesellschaft für 1817 
so abfassen lassen: ....“ und eines früheren Briefes (ebenda I, S. 9) vom 8. Nov. 
1809: ,Sie haben hier [d. h. in Altona] einen Kragen vergessen, auch hat meine 
Mutter noch Ibr Manuskript über Interpolation ...“. 

2) Werke III, S. 494, vergl. Klein, Anmerkung zur Tagebuchnotiz 140). 

3) Werke IIL, S. 436ff.; die Abhandlung ist dem Handbuch 16 (begonnen 
Nov. 1801) entnommen, wo sie etwa 14 Seiten (S. 40—53) einnimmt. Der Ab- 
druck ist unvollständig; so folgen in der Handschrift nach dem, was Werke III, 
S. 440, Art [4] abgedruckt ist, noch etwa 5 eng beschriebene Seiten, die Schering 
weggelassen hat. Auch sogleich im Art [1] sind wichtige und charakteristische 
Stellen unterdrückt. Ein Neudruck dieser Abhandlung erscheint unabweislich. 
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der transzendenten Funktionen gehôrig“ findet, die ,wohl dem 
Jahre 1808 angehôren und die Veranlassung zu einer Mitteilung 
an Schumacher gewesen sein“ wird. 

Der Briefwechsel zwischen GauB und Schumacher, der 
sich von 1808—1850, also über einen Zeitraum von 42 Jahren er- 
streckt, wird durch einen Brief Schumachers vom 2. April 1808 
eingeleitet, in dem Schumacher GauB auffordert, die Aufgabe zu 
lôsen, die der Spanier Pedrayes gestellt hatte. Wir wollen 
zunächst über diese Aufgabe und über ihren Autor einige An- 
gaben machen, natürlich nur soweit sie zum Verständnis des fol- 
genden erforderlich sind !). 

Augustinus Pedrayes (1744—1817) war 1769—1791 Lehrer am 
Pagenkollegium (später adliges Seminar genannt) in Madrid; er 
verôffentlichte 1796 eine Aufgabe in der Form eines Programms?) 
die im wesentlichen folgendermafen lautet : 


»Problema invenire aequationem integralem respondentem huic 
differentiali : 


ar°dx br° dx à crdu er* du fr dxV4r— rx 
Voœ—a)x V(r-x)x Vtr—uu V(dr-u)u Vr—x)x 
hr dar rx kr duV&r ru gr duVr?—ru 
Vas Vr-wx V@r— )u 
L Ur da\&r—u JL mr du\&r — x ss nr daVr—u : prduVr—x 


Vz Vu Væ Va 
gr dxW(&r — u) (r — Ja srduV(4r=—x)(r—2)  trudx  2rxdu 
pal ete à jai mes à 
Vra Vru Vræ Vru 
= ay," 
Hierin bedeuten y, a, b, c, ..., : Konstanten. 


Dem Abdruck in Hindenburgs Archiv sind Bemerkungen von 
Wilhelm Pfaff (Professor der Mathematik in Dorpat, später in 
Erlangen) angeschlossen, die eine Lôsung der Pedrayesschen Aufgabe 
von J. Fr. Pfaff (dem bekannten und bereits erwähnten Helm- 


1) Ausführlichere Notizen über Pedrayes (die ich zum Teil gütigen Mit- 
teilungen des Herrn Zoel G. de Galdeano in Zaragoza verdanke) und seine 
Aufgabe sollen an anderer Stelle veroffentlicht werden. 

2) Erschienen in lateinischer und spanischer Sprache: Ex typographia Regia 
in Madrid; abgedruckt lateinisch im 9. Hefte 1799 von Hindenburgs Archiv der 
reinen und angewandten Mathematik, S. 85 ff. und in deutscher Übersetzung von 
H. Murhardt in den Gôttinger Nachrichten von 1798. 
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stedter Professor, Wilhelxs Bruder) enthalten. Es heift daselbst, 
daf ,die Integration des 1. 2., 3., 4. Teiles von der Quadratur des 
Kreises, des 5., 6. von der Rektifikation der Ellipse, des 7., 8. 
von der Rektifikation’ der Hyperbel abhängt'); die übrigen Teile 
kônnen angesehen werden als Differentiale von Flächen krummer 
Linien, deren Beschaffenheit sich nach dem Verhalten zwischen 
und x richtet. Es kommt nun eigentlich — wie ich glaube — bei 
der Aufgabe darauf an, # und x durch einander oder durch eine 
dritte GrôBe @ so zu bestimmen, daB, obgleich die eigentlichen 
Integralteile transzendent sind, doch das gesamte Integral alge- 
braisch werde. Dies wird nicht bei allen Werten à, b,..., z tun- 
lich sein, daher müssen noch ferner die Werte dieser Konstanten 
bestimmt werden, bei welchen es angeht.*“ — Die Lôsung von 
J. F. Pfaff bezieht sich auf u = x. 

Der Pariser Akademie wurden eingereicht eine aus Berlin 
stammende Lôsung, die aber als unzureichend erklärt wurde, und 
die Lôsung von Pedrayes selbst, in bezug auf die beschlossen 
wurde, das Urteil der Akademie nicht zu verôffentlichen. 1805 
erschien dann die Pedrayessche Lôsung unter dem Titel: ,Opus- 
culum primum. Solutio problematis propositi anno 1797 [sie!]; 
a subscriptorum societate literaria pervulgata.“ 

In seinem Briefe (vom 2. April 1808) erwähnt Schumacher 
sowohl die Auflüsung von Pfaff als auch die eigene Auflôsung 
des Pedrayes. Auch Gauf bezieht sich in seinem Antwortschreiben 
(vom 17. Sept. 1808) auf die von Pfaff gegebene Lôüsung und 
fährt dann fort: 

» Vielleicht wäre ich im Besitz von Wabhrheiten, die zur Ent- 
scheidung dieser Sache dienen kônnten.... Mit Kreisfunktionen 
und Logarithmischen wissen wir jetzt umzugehn, wie mit dem 
1 mal 1, aber die herrliche Goldgrube, die das Innere der hôheren 
Funktionen enthält, ist noch fast ganz Terra Incognita. Ich 
habe darüber ehemals sebr viel gearbeitet und werde dereinst ein 
eigenes groBes Werk darüber geben, wovon ich bereits in meinen Dis- 
quisitiones arithm. p. 593?) einen Wink gegeben habe. Man gerät in 


1) Pedrayes hebt dies in seinen Erläuterungen zu dem Problem selbst hervor. 

2) Werke I, 8. 412, 413; art. 335. Es ist vielleicht angebracht, diese be- 
rühmte Stelle hier würtlich wiederzugeben. Sie lautet: 

»Ceterum principia theoriae, quam exponere aggredimur [sc. 1. aequationum 
circuli sectiones definientium], multo latius patent, quam hic extenduntur. Namque 
non solum ad functiones circulares, sed pari successu ad multas alias functiones 


transcendentes applicari possunt, e. g. ad eas, quae ab integrali FE TE) 
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Erstaunen über den überschwenglichen Reichtum an neuen hôchst 
interessanten Wahrheïten und Relationen, die dergleichen Funk- 
tionen darbieten (wohin u. a. auch diejenigen gehôren, mit denen 
die Rektifikation der Ellipse und Hyperbel zusammenhängt). Es 
kôünnte wohl- sein, daB gerade aus diesen Untersuchungen die Be- 
antwortung der Pedrayes- Aufgabe sich entnehmen lieBe, vor- 
ausgesetzt, daB sie eine Auflüsung zuläBt, die wirklich einen Wert 
bat: allein wenn ich auch klarer sähe, da die ganze Aufgabe zu 
etwas führen kônnte, als das bis jetzt der Fall ist, würde ich doch 
jetzt von dieser Untersuchung abstrahieren müssen, da ich mich 
erst dann in diese weitaussehende Materie wieder hinein werfen 
werde, wenn ich an die Ausarbeitang jenes groBen Werkes werde 
denken kônnen. Dazu bin ich aber jetzt noch mit zu vielen andern, 
mir nicht minder interessanten Untersuchungen überhäuft.“ 

Aus der Bemerkung Scherings scheint hervorzugehen, da8 er 
annimmt, die Aufforderung Schumachers, die Lüsung der Pedrayes- 
schen Aufgabe zu versuthen, hätte den äufern AnstoB dazu ge- 
geben, daB Gau8 1808 die Arbeiten an den elliptischen Trans- 
zendenten wieder aufgenommen habe. Obwohl die Schlufwendung 
der brieflichen ÂuBerung von Gau$ diese Auffassung nicht gerade 
bestätigt, hat dieselbe doch viel Wahrscheïinliches; jedenfalls 
bringen die Jahre 1808 und 1809 wieder eine Reïhe von Beiträgen 
zu der in Rede stehenden Theorie !). 

Die oben erwähnte Abhandlung ,zur Theorie der transzen- 
denten Funktionen gehôrig“ beginnt mit der Entwickelung der 
Formel für die lineare Transformation der von beiden 
Argumenten abhängigen Thetafunktion, 


regret 


k=—00 


die Gau$ erhält, indem er diese Funktion T' in eine nach Kosinus 
der Vielfachen von 2xœ fortschreitende Reïhe entwickelt und die 
Koeffizienten in der heute nach Fourier benannten Weïse durch 


pendent, ....: sed quoniam de illis functionibus transcendentibus amplum opus 
peculiare paramus, . ..., hoc loco solas functiones circulares considerare visum est.“ 

1) Vergl. auch Jacobi, Werke I, S. 394, Brief an Legendre, wo es heift: 
M. GauB ayant appris de celui-ci [Jacobis Arbeiten in den Astronomischen Nach- 
richten von 1827, Jacobis Werke I, S. 29—48] m'a fait dire qu’il avait développé déjà 
en 1808 les cas de 8 sections, 5 sections, et de 7 sections, et trouvé en même temps 
les nouvelles échelles de modules qui s’y rapportent. Cette nouvelle, à ce qui me 
paraît, est bien interessante.“ Vergl. Legendre ebenda $. 398, Jacobi ebenda S. 
416, Legendre ebenda $. 418, 428. 
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Integration zwischen den Grenzen ® = 0 bis © — 1 bestimmt!). 


1) In moderner Bezeichnungsweise (vergl. oben S. 45) ist: 


+ —x(k+o) — «a? _ 
Tv té 6 a Erle ‘) 
k=— © 1] 
und die von Gau$ entwickelte Formel (Werke III, $S. 437, Zeiïle 6) 
) \2 
, fs Er) 
(65) Serre =f/Æirsms, œ p2 
œ 


lautet : 


also, wenn mane * = q — e— setzt (vergl. etwa Weber, Ellipt. Funkt. 
1891, S. 78, G1. (11)), 


(65) e sn oi ) en VE aol). 


Aus (65) ergibt sich, daB die von GauB à. a. O. mit P bezeichnete GrôBe den 
Wert 2x hat. In derselben Bedeutung tritt P auch im art. [5] S. 441 auf. Eine 
Verifikation der in dieser Abhandlung gegebenen Formeln findet sich in der Ab- 
bandlung des P. Pepin, Mem. Accad. Pont. dei Nuovi Lincei IX, 2 (1898), S. 94f. 
Wie Hattendorf à. a. O. bemerkt, enthalten die beiden letzten Gleichungen des 
art. [1] S. 437 zwei aus der Handschrift übernommene Versehen. Es muB nämlich Zeile 
11 heifen + : sin (2k+ 2w)wx und Zeile 183 rechts vom Gleichheitszeichen im 


211 
210 

zweiten Gliede —e % sin3oP. In der Handschrift folgt auf die Formel der 
Zeile 13: à 

»Das arithmet.-geom. Mittel zwischen (1 + 2x +...)? und (2x? + 2x5 +...) 
RARE 
ist à 

log + 

æ 

und dort wo der art. [1] abbricht, hat die Handschrift noch die Bemerkung: 


dy à ; 
Das Integral Fs Visa anal tale 9 wird gleich dem Integrale 


beide von œ und g’ — O0 gerechnet, wenn man 


J V(a'a' cos p'? + b’b' sin y?) 
a = 4(a + b), b' = ab und 


LUN SE D'A a—b. ., 

sing 24 sny * 2 79 

À Part de a — (aa cos p? + bb sing?) (a + b)sin y x 
ds (a—b)siny “a + V(aa cos p? + bb sin q°) 


[setzt]. Am Rande stehen mit anderer Schrift und Tinte noch die Formeln: 
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Der letzte Satz des art. [1] läft vermuten, da8 GauB bestrebt 
war, von der Thetafunktion zu einer Funktion überzugehen, die 
für die lineare Transformation invarianten Charakter zeigt (vergl. 
oben S. 64); allein es findet sich keine Durchführung dieses Ge- 
dankens. GauB bezeichnet im art. [8] (S. 442) die Theorie der 
linearen Transformation als ,die schônen Lehrsätze der Recipro- 
cität“, wohl weil es sich dubéi um den Übergang von 


1 
— — 7 — 7% 
T—e UT RE 
zu 
n | Las 
ñ et ; us 
% =—='e Ne 


handelt'). Die artt. [2], [3], [4] beziehen sich auf die Umformungen 
der Produkte in Reïhen, wobei die schon in der Scheda Ac auf- 
. gestellte fandamentale Identität aufs Neue abgeleitet wird?). Da 
GauB diese Umformungen in einer späteren Aufzeichnung (Hun- 
dert Theoreme etc. Werke III, S. 461) ausfühbrlich behandelt, gehen 
wir an dieser Stelle nicht näher darauf ein. Der art. [6] behandelt 
die Siebenteilung, der art. [7] die Dreiteilung der Perioden, was 
mit der oben (FuBnote) wiedergegebenen Mitteilung, die GauB an 
Jacobi hatte gelangen lassen, übereinstimmt. Die Fünfteilung 
hatte GauB 1808 noch nicht ausgeführt, sondern, nach der Angabe 
der Tagebuchnotiz 140) vom 29. Juni 1809: ,Quinquesectionem pro 
mediis arithmetico-geometricis absolvimus“, erst ein Jahr später. 
Wir wenden uns jetzt zu dieser Notiz. 140), der am 20. Juni 1809 
eingetragenen Tagebuchaufzeichnung 139): ,Series ad media arith- 
metico-geometrica pertinentes fusius evolutae“ und zu den damit 
zusammenhängenden Aufzeichnungen. 


c) Die Jahre 1809—1810. Der bilineare Algorithmus. 


Die von Schering Werke III, S. 446—460 abgedruckte Ab- 
handlung stammt aus dem im Oktober 1805 begonnenen Handbuche 
18 (Bd), wo sie S. 221—233 unmittelbar nach einer astronomischen 


” — =", Vl TR Je b nee = u Tu = sin p’ yu'+ sin _. Vu’ % 
Wir haben also hier die Landensche Transformation, vergl. die im Anhang 4. 
abgedruckten Zettel und die Determinatio attractionis (1818), Werke III, S. 382. 
1) Vergl. à. a. O. S.448, 444, Die GrôBe, die GauB hier mit x bezeichnet, 
ist das Jacobische Q. 
2) Auf diese Umformungen beziehen sich auch die von Schering wegue- 
lassenen Teile der Handscbrift. 
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Rechnung aufgezeichnet ist, der die Bemerkung beigefügt ist ,ge- 
endiget d. 28. April 1809“. Da sie mit den Worten beginnt: ,Die 
Theoreme in Beziehung auf diejenigen Reihen und unendlichen 
Produkte, welche zu der Theorie des arithmetisch-geometrischen 
Mittels gehôren, ordnen wir so:“* ist ihr Zusammenhang mit der 
Tagebuchnotiz 139) unverkennbar, ferner beweist die Behandlung 
der Fünfteilung der Perioden auf S. 456—460, daB die Schluf- 
partie dieser Abhandlung um die Zeit der Tagebuchaufzeichnung 
140) entstanden ist. Die Darstellung dieser Abhandlung ist s0 
deutlich, daB sie jeden Kommentar überflüssig macht'), dagegen 
môge hier eine Aufzeichnung wiedergegeben werden, die sich in 
der Scheda An auf S. 37 ff. findet und die einesteils durch ihren 
nahen Zusammenhang- mit den Formeln WerkelIII, $. 448, anderer- 
seits dadurch, da sich auf S. 35 der Scheda An am Schlu8 einer 
astronomischen Rechnung die Bemerkung findet: ,geendigt d. 2. 
May 1809“ mit Sicherheit auf die Zeit der Tagebuchnotizen 139), 
140) zu datieren ist. Diese Aufzeichnung, die bisher nicht ver- 
ôffentlicht ist, lautet wie folgt: 


| [Scheda An S. 37. 


Es sind gegeben vier GrôBen a, b, À, B 
man bildet daraus nach folgender Ordnung 
2a'=a+b, bb'—= ab, cc—aa—-bb, c—H}(a—'b), ce = 4a'c', 
2a" = a'+0', bb = ab", c=a" 0", c'=Ek(a—-b), c°= 4a"c", 
a" Æ” a” + b”, b'? ee ab”, & SEE a”? _ ua €’ = 4 (a! = b'), c”? = 4a"'c" 


etc. 
Grenze = h 
Man macht i So c nt ca a"t a"#. F4 
4a'? a a" 4a' a” ad". L. 
sssbce ner mp. 
(66) STE 4a’' ee ) Cr 

_ æévt 
4b" pu 2 


a—b {a”\à [a”\t 
at = Tr (e) Ce) &c.. 


1) In der bereits erwähnten Abhandlung des P. Pepin werden die Formeln 
von GauB auf $S. 28 ff. verifiziert. 
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a = h(1+21*+27* +22" +...) 
(67) b = h(1—Qxt + 27° — D +. 
c = h(2x+22 +224...) 


| 2AB a 

: A' = }(4+B) B'= Gr 
24'B'a" 

b(A +) 
9 A” B' a” 


(68) A" = i(4'+B'), B' — 
1 Ar = 4(4"+ B”), Vs _ 

etc. 

| Man bestimme H durch die Gleichung 


; À nm} 4 4 + "1 1 
| h A'3 A"4 A"8... ch A"? A" A"8... 
| (69) = 2 = << 
| a? at a'8. al 4x 


| und y [unleserliches Zeichen], s0 ist 
AT 1\ 16 é 
A = Hf1+(v+ rt +(uy + a + ete.) 


(70) 
B=H (1 — (y + } + (uv h F" + etc. ) 


[Scheda An S. 38] 


ia = cos 2 M, T = cos M! 
a a 
LR = cos 2 M' 
a 
etc. 
tg M° = sin2 M! 
a° = acos M° cos M"? cos M'”*? etc. 


| sinpysin2M —= tgy 

il sing'Vsin2M' = tgy 

(71) sin g” Vsin2M" = tgy" 
etc. 

sin 29" = tgyVsin2M 


TAF EF) 
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sing cos M° 
sing cosy” 


cos M°.cos M".cos M'°... 


cos ÿ'?, cos ÿ'?. cos 
(72) de 


sin g° = sin 
TT; 


a cos Y”. cos p"?. cos p””.…. 


[folgt ein Beïspiel 2H — 75°] 


[Scheda An. S. 39] 


SÉS sin 2M4 
4 cos M°.cos M'. cos M'.cos M"#. 
urhasnt die CE Me dubai 
2 cos M'.cos M". cos M"... 
x +Or +... 
1+2x° +... 
1— 27" + 27" +... 
1+927t + 2x +... 


1 
(+ + (++ 
y y A tu À 
1+| + et + (ut + ho + Lt 
pu + net + (nt +2 


(74) E gr à = 25h g® 


| 

(73) « 
| 

= ysin2M 


= Vcos 2M 


[folgen Zahlenrechnungen] 
[Scheda An. S. 40] 


Eine andere Manier: 
go = tg p V(1—sin 2M* sin y’) 
tg wo" —= tg2w.Vcos2M —= tg 2 ve 
tgo" = tg 2w'.Vcos 2M' = tg 2o Fa 


tg o" = tg 20” Vcos 2M" = tg 2w” - 


etc. 
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Dann ist y® das letzte Glied der Reïhe ©, 40, 1&”, Low” etc. 


1+22+... (++ (+ 


(75) UE LL era -pr eee 
2x + 22° + 1 + (uv + S}t+ 


VA sin 2M*.sin g) = 


VA — 2xx + 22° +...) V(-ee(w+)+e(y+2)+) 


1 
1 ( A te 
+ (oo + et + 


[Es folgen Umformungen der hier auftretenden Reïhen in Produkte, 
die in der Abhandlung Werke III, S. 446 ff. viel ausführlicher und 
übersichtlicher dargestellt sind, und die wir darum nicht repro- 


. duzieren; auf derselben Seite steht noch unten die Formel:] 


1 7 3 1 9 
(752)  tgp — er} (e +5} FT 1 gt pag 
Ps Min al TN UV Ter PE 
FREE 


Zur Erläuterung dieser Aufzeichnungen bemerken wir das 
folgende : 
Die durch (66) eingeführte GrôBe x ist mit der in der Scheda 
Ac (siehe oben Gln. (24), (37)) durch + bezeichneten GrôBe iden- 
tisch; es ist 
__ M(a,b) 
M (a, c) 


at — e 


Die Darstellung (66) ergibt sich durch bis ins Unendliche wiederholte 
Anwendung der Landenschen Transformation (vgl. oben S. 58), 
sie findet sich auch in der oben erwähnten Abhandlung aus Hand- 
buch 18, Werke III, $S. 448, wo aber die hier mit x bezeichnete 
GrôBe mit Vx bezeichnet ist. Die Formeln (67), wo À — M (a, b) 
ist, sind uns schon von der Scheda Ac her bekannt. Das wesent- 
lich neue, was uns hier entgegentritt, ist der Algorithmus (68). 
Gau$ erhält denselben offenbar durch folgenden Gedankengang. 
Die Gleichungen (70) lauten in moderner Bezeichnungsweise 
(vergl. oben S. 45 Fufnote) 
2niy 
u 


(76) A = H.#;(v), B = H.9,(vg);, v —e = d. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1912. Beoiheft. 6 
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Es ist also 
B _ ®,(v|9) 
M À F0) 
GauB bildet nun ähnlich, wie aus 
_. b _ 8,09 0 _ #,0) 


a #,(09) 7 u  9%(0l) 
gebildet ist, aus (77) 
B" _ (2/9) 
A" 8209) 


(79) 


Nach den in der Scheda Ac enthaltenen Formeln für die Trans- 
formation 2. Ordnung (siehe oben die Gleichungen (33), (35), (33), 
(35)') 

290(019°) D(20/9) = 850219) + Soa(v19), 

2,(0/g°) d,1(2v|a") = D o0(2|9) k d1(2|9) 
ergibt sich aus (77), (78), (79) 


B' ab 
0) AT sa 
2 


Zur Sicherung der kräftigen Konvergenz des so zu bildenden Al- 
gorithmus setzt GauB nun fest, daf wie beim agM. 


, __ A+B 
four 2 
sein soll; dann folgt aber aus (80) direkt 
fs 24B a! 
ah denis 


Dieser Algorithmus wird von Schering, Werke III, S. 389, wohl 
erwäbnt, Schering bat auch erkannt, da GauB diesen Algo- 
rithmus mit gutem Vorbedacht gerade so bildet, um eine gute 
Konvergenz zu erzielen (vergl. die Bemerkungen S. 389, Zeile 8, 
7 v. u. und S. 390, Zeile 7, 8); trotzdem hat Schering an Stelle 
des Gaufschen einen überhaupt nicht von GauB herrührenden 
Algorithmus von vier GrôBen a, B, y, à in Werke III, S. 387 f. 
artt. 18—25 entwickelt, der bisher, da Schering seine Autorschaft 
nicht besonders hervorhebt, stets als der GauBsche gegolten hat. 
Die Beziehungen zwischen dem GaufBschen und dem Scheringschen 
Algorithmus sind ja sehr eïnfach, indem die Scheringschen 
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a, B, y; Ô direkt den Quadraten der vier Thetafunktionen, 
2019), 9019), #5(vI9), —8,,(v|9), proportional sind, aber 
Schering opfert der äuferlichen Glätte seiner Anfangsformeln 
die gute Konvergenz und erweckt durch seine Darstellung über- 
dies den Anschein, da8 für GauB dieser Algorithmus das prius 
gewesen, und daB er mit Hilfe desselben zu den Thetafunktionen 
vorgedrungen seit). Wir wissen jetzt, daB GauB schon 9 Jahre 
im Besitze der Thetafunktionen war, als er von den Transforma- 
tionsformeln zweiter Ordnung dieser Funktionen ausgehend, wahr- 
scheinlich nur zum Zwecke einer für numerische Rechnungen gut 
brauchbaren Entwickelung, den Algorithmus (68) aufstellte. 

Auf eine weitere Erläuterung der GauBschen Formeln kônnen 
wir verzichten, da sie sich mit Hilfe der Theorie der Thetafunktion 
leicht verifizieren lassen?), wir bemerken nur noch, daf die in (71) 
festgesetzte Beziehung zwischen den aufeinanderfolgenden y, w',.. 


. sich in der Form 


ch 
co VS Æ 2a sin y’ 
7 (a+6)+(a—b) sin° y 


(81) sing — ; 
in Em 
1 + sin° y: # 


darstellen läft*). Es ist dies die sogenannte GauBsche Trans- 
formation, die uns bei der Analyse der ,Determinatio attractionis“ 
(1818) wiederbegegnen wird. Die Darstellung von sin go und tg 
durch Thetafunktionen steht in (75), (75a), die Bestimmung von y 
durch den Grenzwert der Folge y, w y”,... steht in (74)#). 


1) Aus den Angaben P. Günthers (Gôtt. Nachr. 1894, S. 94 u. 104) geht 
hervor, daB sich auch WeierstraB durch die Darstellung Scherings hat irreführen 
lassen. 

2) Vergl. die von den Thetafunktionen ausgehende Darstellung des Schering- 
schen Algorithmus, die Herr v. Dévid 1903 auf meine Veranlassung hin gegeben 
hat, Mathem. Naturw. Berichte aus Ungarn XXV (1907), S. 153#. Die bhistori- 
schen Angaben dieser Arbeit sind natürlich nach dem obigen zu berichtigen. 


3) Es ist nämlich sin 2M — +; vergl. auch die aus Scheda Ac herrührende. 


Formel (35) und die Abhandlung aus Handbuch 18, oben S. 76. 

4) Schering bemerkt Werke III, S. 390 (wohl in Bezug auf die vor- 
stehende Aufzeichnung), daB die Bestimmung von y ,durch eine Lücke unvollendet 
gelassen“ sei. In der Tat befindet sich (siehe oben nach GI. (69)) an der Stelle, 
wo die Erklärung von y folgen sollte, ein Zeichen, dessen Bedeutung ich nicht 
enträtseln konnte; aber die GL. (74) gibt die exakte Bestimmung von y, die wie 
man sich durch einfache Rechnung überzeugt, im Wesentlichen mit der von 
Schering à. a. 0. angegebenen übereinstimmt. Vergl. auch weiter unten die im An- 
“ang 4. wiedergegebenen Aufzeichnungen. 


6* 
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Wir sehen, da GauB in seinen auf die elliptischen Trans- 
zendenten bezüglichen Arbeiten aus den Jahren 1808-1809 sich 
im wesentlichen in demselben Gedankenkreise bewegt, wie in der 
Zeit der gewaltigen Produktivität, in die uns die Scheda Ac einen 
Einblick gewährt hat. Es wird manches geglättet, vieles Neue 
kommt hinzu, aber es ist doch eine Tätigkeit, die mehr sammelnd 
und ordnend die vorhandenen Schätze in gangbare Münze um- 
prägen, als in den Tiefen nach neuen Goldadern schürfen will. 
Vielleicht soll schon das Material für das grofe Werk über die 
transzendenten Funktionen bereit gestellt werden, nachdem in der 
Theoria motus (1809) einige Früchte der astronomischen Arbeit 
der letzten Jahre der Üffentlichkeit übergeben worden sind. 

Diese Vermutung wird durch den (bisher meines Wissens noch in 
keiner Publikation hervorgehobenen) Umstand bestätigt, daf sich in 
dem  Handbuch 18, im unmittelbaren Anschluf an die oben 
erwähnte, Werke III, S. 446—460 abgedruckte Abhandlung, auf 
S. 234—23b5 eine Aufzeichnung über die Reihe 


144 ont = OLD) = P 
findet, die einige Relationes inter functiones contiguas, ferner die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, der P genügt und Ansätze 
für die Kettenbruchentwickelungen des Quotienten zweier konti- 
guer Funktionen enthält. In demselben Handbuche folgt dann auf 
S. 244 eine Aufzeichnung (wo schon die Bezeichnung F(«, B, y, x) 
für jene Reiïhe und die Bezeichnung 11 für die später ebenso be- 
zeichnete Funktion benutzt werden), in der GauB durch numeri- 
scheRechnung die Werte spezieller F-Reiïhen für æ = 1 mit den 
entsprechenden Werten des Quotienten von 11-Funktionen ver- 
gleicht '), und wo auch die in der Abhandlung von 1812, Werke IIT, 
S. 153, Gleichung [61] gegebene Formel für log 11(z + «) angedeutet 
wird. Eine erste vollständig ausgearbeitete Abhandlung über 
die GaufBsche Reïhe findet sich auf S. 36—46 (fortgesetzt S. 67, 68 
und 289—294) des im Mai 1809 begonnenen Handbuchs 19; wir 
kommen auf diese Abhandlung (deren Abdruck sehr zu wünschen 


1) Nämlich : 


I19.119,4 
F4 — 4 10,1) = 1004128868 = on Trés 

119,2.119,6 
ER OP ST NS HE DL 


F(4, 4, 11,1) — 1,0038882487 — [-I10-IT el 


119,8.119,8 
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ist) im Zusammenhang mit der Besprechung der Abhandlang von 
1812 zurück, der wir uns jetzt zuwenden. 


7. Das Jahr 1811. Gaussche Reïhe. Funktionentheorie. 


a) Korrespondenz mit F. W.Bessel 1810—1811. 


Unter den Männern, mit denen GauB Jahrzehnte hindurch in 
regelmäfigem Briefwechsel gestanden hat, war Bessel derjenige, 
der seinen mathematischen Interessen zufolge GauB am meisten 
zu bieten und demgemäB auch von ihm am meïsten zu empfangen 
vermochte. So sind uns namentlich die Briefe, die zwischen dem 
28. August 1810 und dem Ende des Jabres 1811 zwischen beiden 
Männern gewechselt wurden, im hohen Grade wertvoll, da sich 
GauB in ihnen über Gegenstände der Analysis ausgesprochen hat, 


. über die wir keine andere AufBerung von ihm besitzen. 


Angeregt durch das Erscheinen von Soldners Werk über den 
Integrallogarithmus ‘) hatte sich Bessel mit dieser schon von Euler 
und Mascheroni untersuchten Funktion beschäftigt und berichtet 
über seine Resultate?) an Gauf, weil dieser (siehe S. 119) einmal 
den Wunsch geäuBert hatte ,die Funktion li x für sehr groBe x 
zu kennen, um die schôüne Bemerkung des Zusammenhanges mit 
den Primzahlen daran prüfen zu kônnen‘“‘. Nachdem Bessel seine 
Mitteilungen am 19. Oktober 1810 fortgesetzt hatte, antwortet 
GauB am 21. Oktober, indem er kurz von dem Wege spricht, den 
er eingeschlagen bat. 

Am 10. März 1811*) berichtet Bessel abermals über eine 
mathematische Untersuchung, die sich auf die, wie er sich aus- 
drückt, ,berüchtigten‘ Kramp’schen Fakultäten bezieht. Auf 
diese Mitteilung erwidert GauB (6. April 1811, a. a. O. S. 143), 
daB er noch nicht Zeit gehabt habe, Bessels Bemerkungen durch- 
zugebn, und nachdem Bessel (16. Oktober 1811, a. a. 0. S. 150) noch. 
geschrieben, daB er seine Untersuchungen über die Fakultäten ganz 
umgearbeitet habe und sie für interessant halte, folgen zwei 
Briefe von GauB vom 21. Nov. (a. a. O0. S.151#.) und vom 18. De- 
zember (a.a.O. S.1bbf.) in denen sich, veranlaft durch kritische 
Bemerkungen zu Bessels Arbeiten über Fakultäten und Integral- 
logarithmus, äuferst wichtige Aussprüche von Gauf finden. 


1) J. Soldner, Théorie et tables d’une nouvelle fonction transcendante. 
München, 1809. ; 

2) Briefwechsel Gauss-Bessel, S. 113—121, Brief vom 26. August 1810. 

3) A. a. 0. S. 138—148. 
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»Ich arbeite nämlich jetzt‘‘ — schreibt GauB am 21. No- 
vember — ,;an einer Abhandlung für unsere Societät, die in etwa 
sechs Wochen vollendet sein wird und die Reïhe 


ap. a.u+1.B.B+1,,  «.a+1l.u+2.86.6+1.8+2 
CD PRET Le en a A EN OS 
betrifft und auch die Funktionen, die mit Kramps Fakultäten 
zusammenhängen, berührt“. 


Ehe wir nun auf eine Analyse der damit zusammenhängenden 
Untersuchungen von GauB eingehn, müssen einige historische Be- 
merkungen vorausgeschickt werden. 


b) Die Reihe F(«,B,y,x). Konvergenzfragen. 


Im II. Bande der ,Institutiones calculi integralis“, Sectio I. 
Cap. VIII, Problema 123 behandelt Euler die Differentialgleichung 


(83) z’(a+bzx")ddy+zx(c+ezx") dydxz+(f+gx")ydxdx = 0, 


indem er ihre Integration durch unendliche Reïhen, die nach stei- 
genden oder fallenden Potenzen von x fortschreiten, gibt. Die 
allgemeinere Differentialgleichung, die aus (83) hervorgeht, wenn 
auf der rechten Seite Xdzx° steht, bildet — wie schon oben ange- 
geben wurde — den Gegenstand eines Abschnitts von J.Fr.Pfaffs 
»Disquisitiones analyticae (1797). Im XII. Bande der Nova 
Acta Petropolitana (erschienen 1801) befindet sich (S. b8—70) eine 
am 3. Sept. 1778 eingereichte Abhandlung Eulers ,,Specimen trans- 
formationis singularis serierum‘“* (Enestrôm, 710), wo es heift: 
»Contemplatus sum hanc seriem 


ab, ne+D6+1),., 7a+26+2) 
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ubi more solito II designat coefficientem termini praecedentis‘“. Auf 
S. 60 wird gezeigt, daf diese Reihe s die Differentialgleichung 
(85) O0 — x(1—zx)dds+(c—(a+b+1)x)dsdx — absdx dx 
befriedigt. Euler macht dann die Substitution 

(86) 2 = s(1—x)" 


und beweiïst, daB 2 einer analogen Differentialgleichung genügt, 

wo an Stelle von a, b, c die GrüBen c—a, c—b, c getreten sind. 
GauB hat also unzweifelhaft die Reiïhe (82), die er in der am 

80. Januar 1812 der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen 
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vorgelegten Abhandlung') mit F(«, B,y,x) bezeichnet, der oben 
genannten Abhandlung Eulers entnommen, ebenso die Differential- 
gleichung, der diese Reïhe genügt, und die GauB vollständig in 
derselben Form wie Eulers Gleichung (85) in den oben erwähnten 
Aufzeichnungen der Handbücher 18 und 19, ferner in dem Briefe 
an Bessel vom 21. Nov. 1811 (Briefw. S. 153), in dem etwa gleich- 
zeitigen Briefe an Olbers (vom 17. Oktober 1811, Briefw. Gauf- 
Olbers I, S.482) und in der aus dem Nachlaf herausgegebenen 
Abhandlung?) angibt. 


Verschiedene Umstände môgen Gau$ zu der Beschäftigung mit 
dieser Reïhe veranlaBt haben. Wir haben schon oben darauf hin- 
gewiesen, wie die Wurzeln zu dieser Arbeit bis in die neunziger 
Jahre des XVIII. Jahrhunderts zurückreichen; zu jener Zeit mag 
sich GauB besonders dafiür interessiert haben, daB die Reïhenent- 
wickelungen der vollständigen elliptischen Integrale erster und 
. zweiter Gattüng nach Potenzen des Moduls als spezielle Füälle 
dieser Reïhe erscheinen. Die Bedeutung der Reïhe F(«, B, y, x) 
für die Astronomie tritt sowohl in den Entwickelungskoeffizienten 
des Ausdrucks *). 


(87) (a° + L° — 2 ab cos p)* 


als auch in den Kettenbruchentwickelungen im art. 90 der Theoria 
motus ‘) zu Tage. Den Einflu8 von Job. Friedr. Pfaff haben wir 
auch schon oben erwähnt. Dal die Korrespondenz mit Bessel 
über die Fakultäten zur Beschleunigung der Ausarbeitung der Ab- 
handlung beigetragen hat, ist sehr wahrscheïnlich, aber einen Ein- 
fluf auf den Inhalt hat diese Korrespondenz sicher nicht ge- 
babt, da ja die Grundzüge der Abhandlung, wie die Aufzeichnungen 
in den Handbüchern 18, 19 zeigen, schon vor 1810 festgelegt 
waren. 

Wenn wir noch darauf hinweisen, daf die Definition, die 
GauB für die sogenannte inexplicable Funktion I1x — 1.2,...x 
gewählt hat, und die er in dem Briefe an Bessel vom 21. No- 
vember (Briefw. S.152) und in der Abhandlung selbst (art. 18, 
Werke III, $. 144) gibt, nämlich 


1) Disquisitiones circa seriem infinitam etc. Pars prior. Werke III, S. 123. 

2) Werke III, 8. 207f. 

8) Disquisitiones, art. 6, Werke III, S. 128, vergl. auch die Abhandlung über 
das agM. von 1890, Werke III, S.370, 371, ferner GauB an Bessel, 3. Sept. 1805, 
Briefw. S. 10ff. 

4) Siehe die Angaben von GauB, Disquisitiones, art. 14, Werke III, S. 137, 
Anzeige, ebenda S. 200, 
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auf Euler zurückgeht'), so haben wir wohl die historischen 
Quellen der GauBschen Untersuchung sämtlich aufgezeigt, und 
kônnen uns nun der ersten Frage, die Gau$ behandelt, zuwenden, 
der Frage der Konvergenz. 

Bei den ältern Analysten und ebenso auch noch bei Gauê 
schwankt einmal die Bedeutung des Wortes Reihe (series) und im 
Zusammenhang damit auch die des Wortes Konvergenz. Series 
heiBt ursprünglich das, was wir jetzt gewôhnlich ,,Folge‘‘ nennen; 
so sagt GauB z. B. Disquisitiones, art. 16 (Werke III, S. 139) 
»Hanc disquisitionem generalius adaptabimus seriei infinitae M, 
M', M", M''etc“ Die Reihe M+M'+M''+... ist dann die 
»Summa seriei, cuius termini sunt M, M',...‘ (siehe z. B. Disqui- 
sitiones, a. a.0., S. 141, IV). In diesem Sinne heift eine Series kon- 
vergent, wenn ihre Glieder nach dem Grenzwerte Null hin ab- 
nehmen; so sagt GauB z. B. Disquisitiones art. 3 (Werke III, 
S. 126) ,,Series certo, si non statim ab initio, tamen post certum 
intervallum, convergens erit, atque [sic!] ad summam finitam ex 
asse determinatam perducet“. Es kann also auch eine series con- 
vergens eine summam infinitam haben; so heift es z. B. Disquisi- 
tiones, art. 15 (Werke III, S. 139): ,,Ostendemus autem... tertio, 
coëfficientes in infinitum decrescere, quoties fuerit «+8B+y—1 
quantitas negativa; quarto, summam seriei nostrae pro æ = 1, 
non obstante convergentia in casu tertio, infinitam esse, quoties 
fuerit « + B— y quantitas positiva vel 0. 


(88) Z(e) = limII(,z), Ha) = 


1) Euler bedient sich (Brief an Goldbach vom 13. Oktober 1729, vergl. 
Institutiones calculi differentialis II, Cap. XVII, S.834) zur Definition von x! des 
unendlichen Produkts : 

IEP AOL, SPImOITr . 47 
LEmout Lau SE | 


(citiert in Pringsheims EncyklopädieartikelI, A. 3, S. 112); GauB weist (Dis- 
quisitiones, art. 20, Werke III, S. 145, 146) selbst — allerdings ohne Euler zu 
nennen — auf die Identität seiner Definition von IIx mit der Eulerschen hin: 
»Definimus itaque functionem IIz per valorem producti 


1:28 07R.k 
G+DGE+2(6+3).. (+) 
pro # — ©, aut si mavis per limitem producti infiniti 
1 Q:+1 32+1 4z+1 
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Im Gegensatz zu dieser Bedeutung der Worte series und con- 
vergentia benutzt GauB z.B. gleich in der Überschrift das Wort 
series infinita in dem uns geläufigen Sinne einer ,,unendlichen 
Reiïhe‘, und art. 3 (Werke III, S.126) heïift es ,,patet itaque ... 
disquisitionem natura sua restrictam esse ad casus eos, ubi series 
revera convergat, adeoque quaestionem ineptam esse, quinam sit 
valor seriei pro valore ipsius æ unitate maiori‘, wo also die Kon- 
vergenz ebenfalls in dem uns geläufigen Sinne zu verstehen ist. 
Ganz in demselben Sinne heïfit es in der Anzeige (Werke IIL, S. 198) 
»Hier gilt eben die Reïhe selbst als Ursprung der transzendenten 
Funktionen ... Die erstere Erzeugung macht, ihrer Natur nach, 
die Einschränkung auf die Fälle notwendig, wo die Reiïhe kon- 
vergiert, also wo das vierte Element x, positiv oder negativ den 
Wert 1 nicht überschreitet‘‘ und ebenso in dem Briefe an Bessel 
(Briefw. S. 152): ,,Eine Reiïhe, die nicht immer konvergiert, wie 


. meïne obige, kann auch nur innerhalb der Schranken, wo sie kon- 


vergiert, als Definition gelten.‘ 


Wenn s0, wie gesagt, auch bei GauB der Sprachgebrauch für 
series und convergentia noch schwankt, so muB jedoch hervorge- 
hoben werden, da für GauB über die Bedeutung einer unend- 
lichen Reïhe, sowie über die Sache, ob dieselbe einen endlichen oder 
unendlich grofen Grenzwert besitzt, keinerlei Zweifel oder Un- 
klarheit vorhanden ist; seine Untersuchung ist tatsächlich — wie 
Herr Pringsheim bemerkt — das erste Beispiel einer exakten Kon- 
vergenzuntersuchung im modernen Sinne. 

Die Frage der Konvergenz behandelt GauB auch noch in zwei 
Handschriften, die sich im NachlaB (Fa) befinden und die dadurch 
besonders charakteristisch sind, daf die eine aus sehr früher, die 
andere aus sehr später Zeit stammt. Die eine betitelt ,Grundbegriffe 
der Lehre von den Reiïhen‘ enthält auf 6 Quartseiten Untersu- 
chungen über obere und untere Grenzwerte von Mengen, die ganz 
merkwürdig modern anmuten. Sie stammt anscheinend aus den 
Jahren 1800—1801, da sich auf der letzten Seite Rechnungen finden, 
die sich auf die Bestimmung des Osterfestes beziehen (vergl. Tage- 
buch 107) und 117)); wir geben diese Handschrift weïiter unten im 
Anhang 6. Die andere ist ein in fünf verschiedenen Fassungen 
vorliegender Entwurf zu einer Abhandlung: ,,(Bestimmung der) 
Convergenz der Reïhen, in welche die periodischen Functionen einer 


‘veränderlichen GrôBe entwickelt werden‘, und stammt, da darin 


(vergl. oben S. 32, FuBnote) die Gôtting. gelehrten Anzeigen von 
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1831 zitiert werden, sicher aus später Zeit, wahrscheinlich aus 
den vierziger Jahren des XIX. Jahrhunderts !). 

Über seine Auffassung von Konvergenz und Divergenz spricht 
sich GauB in einem Briefe an Schumacher vom 1. September 1850 
(Briefwechsel VI, $. 107—109) in folgender Weise aus: 

»Es ist der Charakter der Mathematik der neueren Zeit (im 
Gegensatz gegen das Altertum), da durch unsere Zeichensprache 
und Namengebungen wir einen Hebel besitzen, wodurch die ver- 
wickeltesten Argumentationen auf einen gewissen Mechanismus re- 
duziert werden ... Wie oft wird jener Hebel [aber] nur mecha- 
nisch angewandt, obgleich die Befugnis dazu in den meisten Fällen 
gewisse stillschweigende Voraussetzungen impliziert. Ich fordere, 
man soll bei allem Gebrauch des Kalküls, bei allen Begriffsver- 
wendungen sich immer der ursprünglichen Bedingungen bewuft 
bleiben, und alle Produkte des Mechanismus niemals über die 
klare Befugnis hinaus als Eigentum betrachten. ... Reihen haben 
eine klare Bedeutung, wenn sie konvergieren; diese Klarheit der 
Bedeutung fällt weg mit dieser Bedingung, und es ändert im We- 
sentlichen Nichts, ob man sich des Wortes Summe oder Wert be- 
dient. ... [Prehn]*) meint, die Gültigkeit des Gebrauchs der 
divergenten Reïhen sei allgemein unbedenklich anerkannt, noch in 
den ersten Dezennien des gegenwärtigen Jahrhunderts. Ich habe 
sie nie anerkannt; zwar niemals ex professo dagegen geschrieben, 
aber überall wo eine Veranlassung war, die Zulässigkeit der Reïhen 
nur unter der Bedingung der Konvergenz als sich von selbst ver- 
stehend entschieden ausgesprochen.. In diesem Augenblick würde 
ich nur hinweisen auf meine Schrift von 1799, p. 125%). Meine 
Schrift von 1812 über die Reïhe 1 + 
Schrift über die Anziehung der elliptischen Sphäroide in den Güt- 
tinger gelehrten Anzeigen 1813, p. 547 *).“ 


x etc. Die Anzeige meiner 


c) Analyse der Abhandlung von 1812. 


Wir hatten schon oben $S. 84 einen anscheinend aus 1808 
stammenden ersten Entwurf zu der Abhandlung über die GauB- 


1) Diese Handschrift soll sobald als tunlich verôffentlicht werden. Wir 
kommen auf dieselbe unten (S.115) noch einmal zurück. 

2) Verfasser einer Arbeit, die in Crelles Journal 41 (1850) verôffentlicht 
worden ist und die GauB durch Schumacher zur Beurteilung vorgelegt worden war, 

8) Werke III, S.9—10, Absatz 8. 

4) Werke V, S.281 oben. Ein allgemeines Konvergenzkriterium gibt Gauf 
in dem Briefe an W. Bolyai vom 20. April 1848, Briefwechsel, S. 133, 134; vergl. 
die zugehôrige Anmerkung von P.Stäckel, ebenda S. 196. 
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sche Reihe erwähnt, der sich in dem Handbuch 18 (begonnen Ok- 
tober 1805) befindet. Ein sehr viel ausführlicherer zweiter Ent- 
wurf ist in dem Handbuche 19 (angefangen im May 1809) S. 36— 
46, wahrscheinlich 1809, aufgezeichnet und S. 67, 68 sowie S. 289— 


294 desselben Handbuchs durch Nachträge ergänzt. Der letzte 


dieser Nachträge scheint aus sehr später Zeit zu stammen (jeden- 
falls nach 1847). Endlich liegt (in Fe) ein in lateinischer Sprache 
verfaBtes Manuskript vor (die vorher erwähnten Entwürfe sind 
deutsch) mit der Überschrift : | 


Disquisitiones generales 
circa functiones transcendentes a serie infinita 


œ. a.a+1.8.B+1 a.a+l.a+2.8.8+1.8+2., 
A mn A ee meme A à Laine te 
pendentes 

auctore Carolo Friderico Gauss 
Societati regiae traditae Nov. 1811. 

Dieses Manuskript hat weder die Bezeichnung ,,Pars prior“ 
der 1812 gedruckten Abhandlung, noch die Einteilung in ,, Secti- 
ones". Es ist vielmehr wie folgt gegliedert: 

Observationes generales, artt. 1—6. 

Relationes inter functiones contiguas, artt. 6—10. 

Fractiones continuae, artt. 11—13. 

De summa seriei [daranter steht durchstrichen: de valore fanc- 
tionis] nostrae statuendo x — 1, artt. 14—27. 

Determinatio seriei nostrae per aequationem differentialem se- 
cundi ordinis, artt. 28-42. 

Quaedam theoremata specialia, artt. 4347. 

Die Artikel 28—47 dieses Manuskripts bilden die in Bd. III, 
S. 205 ff. abgedruckte nachgelassene Abhandlung; die Artikel 1—27 
sind von GauB umgearbeitet und 1812 als Pars prior verôffent- 
licht worden. Wie aus der Fassung des Titels in dem ursprüng- 
lichen Manuskript hervorgeht, hatte Gau$ die Absicht, seine Ab- 
handlung schon im November 1811 der Societät der Wissenschaften 
vorzulegen. Er schreibt am 5. Mai 1812 an Bessel (Briefwechsel 
S. 169): ,Meine Abhandlung über transzendente Funktionen habe 
ich, weil ïhr Umfang zu groB wurde, teilen müssen, ... Den 
zweiten Teil meiner Abhandlung hoffe ich auch bald vollenden zu 
künnen')*. Charakteristisch ist auch die Ânderung, die GauB im 
Titel vorgenommen hat; es heift in der gedruckten Arbeit statt 


1) Vergl. auch die Anzeige, Werke III, S. 198 unten. 
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,Circa functiones transcendentes a serie infinita ... pendentes“ 
einfach ,,circa seriem infinitam“. 

Man wird wohl annehmen dürfen, daf für die Teilung nicht 
nur der äuferliche Grund des allzugrofen Umfangs maBgebend 
war, sondern daB sowohl die Verzügerung der Mitteilung an 
die Societät um zwei Monate, als auch der EntschluB, die Arbeit 
vorläufig gerade an der Stelle abzubrechen, wo die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung auftreten sollte, durch innere, sachliche 
Ursachen bedingt waren. Diese Ursachen künnen wieder nichts 
anderes gewesen sein, als Schwierigkeiten funktionentheoretischer 
Natur. Wir werden diesen Punkt.weiter unten noch eingehender 
zu erôrtern haben, jetzt wenden wir uns zur Analyse einmal der 
1812 verôffentlichten Abhandlung, an die wir sogleich auch die 
der nachgelassenen Fortsetzung anknüpfen wollen. Auf Grand der 
Erôrterungen in dem vorhergehenden Abschnitt werden wir bei 
dieser Analyse den Begriff der Konvergenz stets im modernen 
Sinn gebrauchen. 

Die Konvergenz der Reïhe F(«, B,y,x) für beliebige konstante 
a, B,y untersucht Gauf (art. 3) für beliebige komplexe Werte von 
x — a+bVŸ—1 durch Vergleichung mit der geometrischen Reïhe 
und findet, daB die Reïhe (sofern y keine negative ganze Zahl ist) 
für a+ b° < 1 stets konvergent, für a° + L? => 1 stets divergent ist. 
Der Fall a°+0* = 1, speziell a = 1, bd — 0 wird (im III. Ab- 
schnitt) besonders untersucht. Es folgt (art. 4) die Formel für die 
Differentiation der Reïhe nach x, dann (art. b) die Aufzäblung von 
23 speziellen Fällen, in denen die Reïhe bekannte Funktionen dar- 
stellt und (art. 6) die Darstellung der Koeffizienten der Entwicke- 
lung von (u° + b*—2ab cos p)" nach Kosinus der Vielfachen von y 
durch die Reïhe F. Auf diese Darstellung bezieht sich offenbar 
die Bemerkung der abgebrochenen Abhandlung über das agM. von 
1800 (Werke III, S. 371): ,,Denique monemus, in sequentibus demon- 
strationem multo generaliorem eorundem theorematum ex princi- 
pis magis genuinis datum iri‘. Wir kônnen hieraus den Schluf 
ziehen, daB GauB die Redaktion der 1800 begonnenen Abhand- 
lung darum abgebrochen hat, weil ihm') der Ausgangspunkt zu 
speziell erschien, und daB wir in der Abhandlung circa 
seriem den ersten Teil des geplanten groBen Werkes 
über die transzendenten Funktionen vor uns haben, 
das auch die ganze Theorie der elliptischen Funkti- 


1) Vielleicht nachdem er die 1801 erschienene Abhandlung Eulers aus 
Bd. XII der Nova Acta Petrop. kennen gelernt-hatte. 
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onen in sich begreifen sollte. Diese Auffassung wird durch 
die folgenden Auferungen von Gau$ bestätigt: 


1. In der Anzeige der Abhandlung circa seriem (Werke III, 
S. 197) heift es: Professor GauB hat sich mit Untersuchungen 
über dergleichen hôhere transzendente Funktionen schon seit vielen 
Jabren beschäftigt ... HEinen verhältnismäfig freilich nur sehr 
kleinen Teil derselben, der gleichsam als Einleitung zu einer 
künftig zu liefernden Reïhe von Abhandlungen angesehen werden 
kann, hat er am 830. Januar unter der Aufschrift Disquisitiones etc. 
... der Kônigl. Gesellschaft der Wissenschaften übergeben‘. 


2. Die Briefstelle (Gauss an Schumacher, April 1816, Brief- 
wechsel I, $.12b, 126): ,,In dem zweiten Teile der Abhandlung 


Disquisitiones Generales circa Seriem infinitam 1+ En etc. 
(welche ich vielleicht bald gebe) werde ich einen Teil meiner Un- 
* tersuchungen über die Arfithmetisch-Jgeom{etrischen] Mittel be- 
kannt zu machen anfangen ‘).‘“ 

Den Grund, weshalb Gauf mit der Reihe F(«,B,y,x) den 
Anfang macht, gibt er in der Anzeige*) selbst mit folgenden Worten 
an: ,Allein eben diese erste Erzeugungsart [der Funktion durch 
die Reïhe] führt schon zu einer Menge merkwürdiger Wahrheiten 
auf einem bequemen und gleichsam mehr elementarischen Wege, 
und deswegen hat der Verf. damit den Anfang gemacht“. Man 
kann sich hiernach den Plan, der GauB vorgeschwebt, einiger- 
maBen rekonstruieren. Die Theorie der agM. sollte gleichsam den 
Mittelpunkt bilden, indem sie einmal als spezieller Fall der an den 
Anfang gestellten Theorie der Reïhe F(«, 8, y, x) erscheint, während 
andererseits von dem agM. d.h. also von der Theorie der Modul- 
funktion aus wieder nach der Seite der doppeltperiodischen Funktionen 
hin generalisiert werden sollte, deren Theorie sonach den AbschluB 
gebildet hätte. Vielleicht lieBe sich dieses Programm heute, 
nach hundert Jahren, im Sinne von GauB verwirklichen: die 
neuere Entwickelung der Funktionentheorie fordert geradezu zu 
einem Versuche, nach dieser Richtung hin, heraus! 


1) In dem im Handbuch 19 enthaltenen Manuskript über die Reihe F (æ, B, y; à) 
wird die Entwickelung 


1 


V(aa + aa! —Zaa cos g) = 3 A9 + 2 4’ cos +24" cos 2 +... 


eingehend behandelt (S.42—45) und bei der Bestimmung von A° das agM. aus- 
drücklich eingeführt und benutzt. 
2) Werke III, S. 199. 
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Der erste Abschnitt der Abhandlung (artt. 7—11) gibt die re- 
lationes inter functiones contiguas, d.h. die linearen Beziehungen 
mit von + abhängenden Koeffizienten, die zwischen je drei Reïhen 


Fa, B,7,2); F(a+1, B+u,y+7; x) F(a+1, B+u',y7+7,x) 


bestehen, wenn 4, u, v, 4’,u',»’ die Werte 0, + 1, — 1 haben (art. 11). 
Aus diesen Beziehungen ist der für die neuere Theorie der line- 
aren Differentialgleichungen so bedeutungsvolle Riemannsche 
Klassenbegriff hervorgegangen. 

Im zweiten Abschnitt (artt. 12—14) werden Kettenbruchent- 
wickelangen für den Quotienten 


Fa, B+1,y+1,2) 
Fe B, 2) 


mit Anwendung des auf Lambert') zurückgehenden Divisions- 
verfahrens hergeleitet, ohne da jedoch in eine Erôrterung der 
Konvergenzfrage eingetreten wird?) Hier werden die in der 
Theoria motus, art. 90 gegebenen Formeln eingeordnet. 

Der dritte Abschnitt bringt (artt.15—18) die Konvergenz- 
untersuchung von F(«, B, y, 1), die auch durch Reïhenvergleichung 
(nämlich mit der Reihe 


n—h—1 (n—h—1)(n—h) 110 rl 
ñn n(n +1) “pla k 


Werke III, S. 142) geführt wird. Um den Wert von F(«,B,7y,1) 
als Funktion der «, B, y darstellen zu kôünnen, wird dann (artt. 18—20) 
auf Eulersche Weise (vergl. oben) die Funktion II(:) eingeführt, 
wobei die exakte Konvergenzuntersuchung des Produkts (88) be- 
sonders erwähnt werden mag. Da II(:) für jedes reale z bekannt 
ist, wenn man seine Werte für 0 2 1 kennt®) (art. 23), wird 
eine Tafel der letzteren Werte auf 20 Dezimalstellen für die 
Hundertteile des Intervalls 0 ...1 gegeben. Es folgt (art. 24) 
die Darstellung von F(«, B, y, 1) durch die J1-Funktion, (artt. 25, 26) 
die beiden Funktionalgleichungen für 11(2), (art. 27) das sogenannte 
Eulersche Integral erster Gattung (die Legendresche B-Funk- 
tion) mit Anwendung auf die Berechnung der lemniskatischen Pe- 
riode ‘), (art. 28) das Eulersche Integral zweiter Gattung, (art. 29) 


1) Histoire de l’Acad. de Berlin 1761 (1768) S. 268. 

2) Konvergenzuntersuchungen siehe bei Thomé, Crelles Journal, 66 
(1865), 67 (1867); Riemann-Schwarz, Riemanns Werke, (2. Aufl.) S. 400. 

8) Dieses Intervall lä8t sich bekanntlich noch weiter reduzieren. 

4) Vergl. die Aufzeichnung in der Scheda Aa (1798), abgedruckt Werke III, 
8.413 und die Aufzeichnung auf dem Deckel des Leiste, siebe oben S.11. 
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die semikonvergente Reihe für log IT(z)!'), (art. 30, 31) die Einfüh- 
rung der Funktion 


w(e) = d me (2) 


und Berechnung der Euler-Mascheronischen Konstanten — #(0) 
durch die semikonvergente Entwickelung, (art. 32, 38) einige An- 
wendungen der Funktion #, (art. 34, 35) ihre Integraldarstellung, 
endlich (art. 36, 37) eine Konvergenzuntersuchung der für I, HY 
und % gefundenen Integrale. 

Überblicken wir diesen Inhalt der Disquisitiones, s0 drängen 
sich zwei Bemerkungen auf. Erstens vermissen wir die Euler- 
sche Darstellung von F(+, B,7,x) durch ein bestimmtes Integral 
für beliebige Werte der «, B,7; zweitens mu uns, die wir Gauf 
nicht nur nach seinen Publikationen, sondern nach seinen hand- 
.schriftlichen Aufzeichnungen kennen, die ganze Art der Darstellung 
befremdlich erscheinen, die ganz im Stile des XVIII. Jahrhunderts 
gehalten ist und mit ängstlicher Scheu allem aus dem Wege geht, 
was eine prinzipielle Anwendung der komplexen Variabeln erfordern 
würde. Ja, wir werden wohl nicht fehlgehn, wenn wir die Teilung der 
Abhandlung gerade an dieser Stelle, mit dem Umstande in Verbin- 
dung bringen, daf, wie wir sogleich sehèn werden, der erste Ar- 
tikel der von GauB nicht mehr verôffentlichten Fortsetzung we- 
nigstens andeutungsweise mit Wegen der Variabeln + im komplexen 
Gebiete operiert. Vielleicht wird sich eine Erklärung dieser beiden 
Tatsachen ermôglichen lassen, wenn wir versuchen, uns über den 
Umfang von Gau$’ funktionentheoretischen Kenntnissen zu orien- 
tieren. Wir nehmen zu dem Ende den Bericht über die Abhand- 
lung, bezw. deren nachgelassene Fortsetzung jetzt wieder auf. 


d) Die nachgelassene Fortsetzung der Disquisitiones. 
Funktionentheoretisches. 


Am SchluB des art. 3 der Disquisitiones heift es: ,Infra autem, 
inde a Sectione quarta, functionem nostram altiori principio super- 
struemus, quod applicationem generalissimam patiatur“.  Dieses 
Prinzip finden wir in dem ersten nicht verôffentlichten Artikel 38 
(Werke III, S.207), es ist die Differentialgleichung (85), die Gau$ 
als besonderen Fall der relationes inter functiones contiguas in der 
Form von Euler (vergl. oben): 


1) In Bezug auf diese Art von Reihen heift es (Werke II, S. 152): ,Ceterum 
negari nequit theoriam talium serierum divergentium adhuc quibusdam difficultatibus 
premi, de quibus forsan alia occasione pluribus commentabimur“, 
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(GS) O0 = @BP—(y-(«+B+1)2) (ea) DE 


ableitet. Diese sei — so sagt GauB — als die exaktere Definition | 
seiner Funktion anzusehen, der jedoch noch die für P= F(«,B,y,x) | 


geltenden Anfangsbedingungen 
pi PL dP_ ef@e+1)B+1) | 

7 dx Fe à 7 +1) | 

für æ — 0 hinzuzufügen seien. Ita“ — fährt er fort — ,pro R 
quovis valore ipsius x, ad quem a valore z — 0 per gradus con- | 
tinuos transiisti, ita tamen, ut valorem x = 1, pro quo x—xx—0, " 
non attigeris, P erit quantitas perfecte determinata; sed manifesto 2 


hoc modo ad valores reales ipsius æ positivas unitate maiores 
pervenire nequis nisi transeundo per valores imaginarios, quod 
quum infinitis modis diversis absque continuitatis praeiudicio fieri 
possit, hinc nondum liquet, annon eidem valori ipsius x plures, 
quin adeo infiniti multi valores discreti ipsius P respondeant, si- 
cuti in pluribus functionibus transcendentibus magis notis evenire 
constat.“ Fast mit denselben Worten spricht sich GauB in dem 
Briefe an Bessel vom 21. Nov. 1811 (Briefw. S. 152, 1538) aus, 
und fügt dort als Beispiel jener ,functiones magis notae“ noch 
den Logarithmus hinzu, dessen Definition er mit Acunha!) durch 
Inversion der Reïhe für die Exponentialfunktion zu geben vor- 
schlägt. Nach dieser prinzipiellen Bemerkung, auf die sich Gau$ 
vorbehält später ausfübrlich zurückzukommen, wird x wieder nicht k 
grôBer als Eins vorausgesetzt und P weiter als die Summe der il 
Reihe F(«, B, y, x) angesehen. ; 

GauB bemerkt (art. 39), daB die Differentialgleichung (85) 
durch eine lineare Transformation von + mit der allgemeineren d 


Differentialgleichung 


dP ddP 


identifiziert werden kann. Die Transformation æ = 1 —'y liefert 
ein von F(«, B, y, x) linear unabhängiges Integral 


F(a, B,a+B+1—7, 1— x), 
die Eulersche Substitution P = (1—x)"P' (art. 40) liefert für 


De ne NES ONNNENNS 


1) Wabrscheïnlich ist gemeint José Anastasio Cunha (1744—1787), von 
dem posthum zwei Schriften: Principios mathematicos (Lisbao 1790) und Ensaio 
sobre os principios de mechanica (London 1807) erschienen sind. 


Ueber Gau$ Arbeiten zur Funktionentheorie. 97 
u = y—a—f 
Fa y—Bn a = (A2) TE Fa B,7,2), 
die Substitution P = x  ?P (art. 41) endlich das Integral 


2 F(a+1—y, B+1—7y, 2—y, à), 


und nun wird die lineare Relation zwischen 


Fa bnae) 2 F(a+1-y,B+1—y 2— 7, %), 
F(a, B,a+B+1—7y,1—7x) 
aufgestellt, und ihre Koeffizienten werden durch die J1-Funktion 
ausgedrückt (artt. 42—44). 
Die letztere Relation dient dazu, für Werte von x zwischen 


0,5 und 1, wo die Konvergenz der Reïhe F(«, B, y,x) schwach ist, 
eine stärkere Konvergenz zu erzielen, jedoch versagt dieses ,re- 


medium“ für ganzzahlige Werte von y, wo jene Relation illuso- 


risch wird (art. 44). Diese Fälle werden dann (artt. 45, 46) nach 
der Methode von d'Alembert erledigt; es tritt der Logarithmus 
auf und als Beispiel wird die Reihe F(4,4,1,1—x) behandelt, die 
(was GauB a. a. O. nicht erwähnt) den reziproken Wert von 
M(1, Vx) darstellt. Die Gleichung [90] Werke II, S. 217: 


F(e “er M —:) 


29)? 
FA 1 rl 1 21 1854; 
— = lement a)j+ge+ get 768 © +...) 


ist ihrem Inhalte nach geradezu mit der Gleichung (22) (oben S. 38) 
der Scheda Ac identisch und ergibt insbesondere für z = 0 die 
Gleichung (18) S. 29. 
Es folgen (art. 47) die Transformationen 
2 P= GP, v—cl 
und (art. 49) 


LEE TOP u = a, , 


die weitere lineare Relationen zwischen F-Reïhen liefern, dann 
(artt. b1, b2) einige quadratische ‘bezw. bilineare Relationen und 
endlich (artt. 53—5b): ,Quaedam theoremata specialia“ für spezi- 
elle Werte der a, B,y, die auf die ,paradoxe“ Gleichung (Werke III, 
S. 226) 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1912. Boiheft. 7 
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F(2a, 28, «+B+4,y) IA F(2a, 2B,a+B+#, 1—7) 


führen. Um diese zu erklären, bemerkt Gauf: ,meminisse oportet, 
quod probe distinguendum est inter duas significationes charac- 
teristicae F, quatenus scilicet vel repraesentat functionem, cuius 
indoles exprimitur per aequationem differentialem (86), vel solam 
summam seriei infinitae. Posterior, quamdiu elementum quartum 
inter — 1 et +1 situm est, semper exhibet quantitatem ex asse 
determinatam ... Prior vero significatio repraesentat functionem 
generalem, quae quidem secundum legem continuitatis semper mu- 
tatur, si elementum quartum fluxu continuo mutatur, sive ipsi va- 
lores reales sive imaginarios tribuas, si modo semper valores 0 et 1 
evites. Hinc patet, in posteriori sensu functionem pro aequalibus 
elementi quarti valoribus (transitu seu potius reditu per quanti- 
tates imaginarios facto) valores inaequales adipisci posse, e quibus 
is quem series F repraesentat unicus est“. Die paradoxe Glei- 
chung ist also auf ähnliche Weise entstanden ,ac si ex Arc sin 1 = 30°, 
Arc sin # — 150° concluderes 30° — 150°.“ . 

Wir sehen hieraus, da GauB zu jener Zeit über die Unendlich- 
vieldeutigkeit der Funktionen komplexer Variabeln, über ihre Wert- 
änderung bei Umläufen (er prägt selbst das Wort reditus) um sin- 
guläre Punkte vollständige Klarheïthatte. Fir seine damaligen Kennt- 
nisse in der Funktionentheorie kommt nun noch die berühmte Stelle 
in dem Briefe an Bessel vom 18. Dezember 1811!) in Betracht. Aus 
dieser geht hervor, da Gauf die Bedeutung des Integrals 


f p (x) dx 

wenn z = a<+biist, bekannt war, und da er den ,sehr schônen 
Lehrsatz“ besaB, ,daB das Integral n' À (x) dx nach zwei verschie- 
denen Übergängen immer einerlei Wert erhalte, wenn innerhalb 
des zwischen beiden die Übergänge repräsentierenden Linien ein- 
geschlossenen Flächenraumes nirgends (x) — co wird“ wenn noch 
vorausgesetzt wird, ,daB (x) selbst eine einfôrmige Funktion von 
æ ist, oder wenigstens für deren Werte innerhalb jenes ganzen 
Flächenraumes nur ein System von Werten, ohne FRA 
der Stetigkeit angenommen wird“. 

Gau$ hat also auch die Mehrdeutigkeit eines Integrals einer ein- 
deutigen Funktion aufgefaBt als Funktion der oberen Grenze 
bei der Integration im komplexen Gebiete gekannt. Dagegen 
scheint er einerseits die Integration einer mehrdeutigen Funktion 
im komplexen Gebiete, namentlich die Theorie der Verzweigungs- 


1) Briefwechsel S. 156, 157, abgedruckt Werke VIIL S. 90. 
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punkte, nicht gekannt und andererseits auch für die Erscheinung, 
daf ein Integral zwischen bestimmten Grenzen von der Form 


J F (2, x)dz 


eine unendlich vieldeutige Funktion des Parameters x sein kann, 
keine Erklärung besessen zu haben. Diese Annahme würde es be- 
greiflich erscheinen lassen, daf er die Umkehrungsfunktion des 
elliptischen Integrals erster Gattung nicht direkt studiert, ferner, 
daB er für die Perioden, also für das agM. die Darstellung durch 
das vollständige elliptische Integral und allgemeiïner für F(«, B, y, «) 
die Eulersche Darstellung durch das Integral 


1 
ik son (lHels Li lue) à dr 
0 


* nicht benutzt hat, während er — wie oben erwähnt wurde — in 
den Disquisitiones von den sogenannten Eulerschen Integralen 
erster und zweiter Gattung, die eindeutige Funktionen der Pa- 
rameter sind, Gebrauch macht. 

Aber noch ein anderes geht aus der Bemerkung des art. 89 
hervor! Gauñ braucht, um die durch F(a, B,y,æx) für |&| <1 
definierte Funktion fortzusetzen, ,ein hôheres Prinzip“, das ihm 
durch die Differentialgleichung geliefert wird. Vermôüge dieser er- 
folgt dann die Fortsetzung nach dem Gesetze der Kontinuität. 
Aber er scheint nicht gewuBt zu haben, daf ein solches hôheres 
Prinzip überflüssig oder vielmehr von selbst wirksam ist, wenn es 
sich um eine Funktion einer komplexen Variabeln handelt, d.h. es 
scheint ihm damals das Prinzip der analytischen Fortsetzung 
gefehlt zu haben. Aus dem vielleicht unbestimmten aber immerhin 
vorhandenen Bewuftsein, daB seine Einsichten in die Natur der 
Eunktionen komplexer Veränderlicher noch Lücken aufweisen, liefe 
sich die Zurückhaltung erklären, die GauB der Offentlichkeit gegen- 
über mit seinen analytischen Arbeiten stets bewahrt hat, und man 
muf auch sagen, da es ihm geradezu unmôglich gewesen wäre, 
die Gesamtheit seiner Untersuchungen über die transsendenten Funk- 
tionen zu einem harmonischen Ganzen zu gestalten, wenn er wirk- 
lich, um es kurz zu bezeichnen, in der Theorie der Integrale nicht 
über den Standpunkt Cauchy'’s hinausgekommen war. 

P.Günther berichtet') über eine ihm von Weierstraf mitge- 
teilte Âuferung Wilhelm Webers, wonach GauB nicht eher an 


1) Gôtt. Nachrichten 1894, S. 104. 
7* 
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die Verôffentlichung seiner Untersuchungen über die transzendenten 
Funktionen gehen wollte, ,als bis er die verschiedenen Methoden, 
die ihm den Eingang in ihre Theorie vermittelt hatten, mit einander 
vollkommen in Einklang gesetzt haben würde“. Das wäre ihm 
aber nur môglich gewesen, wenn er bis zu dem funktionentheore- 
tischen Standpunkte Riemanns vorgedrungen wäre, und das 
scheint auch später nicht der Fall gewesen zu sein, wenig- 
stens was die Theorie der Integrale mehrdeutiger 
Funktionen anlangt'). In Bezug auf das Prinzip der 
analytischen Fortsetzung hat GauB später alle Hilfsmittel 
bereit gestellt, die zur Formulierung dieses Prinzips erforderlich 
sind; wir kommen auch darauf weïiter unten zurück. 


8. Die Jahre 1813—1827. 


a) Die Abhandlungen der Jahre 1813—1816. 


Die folgenden Jahre bringen eine Reiïhe von Verôffentlichungen, 
die mit dem von uns behandelten Gegenstande in Beziehung stehen. 

Zunächst 1813 die ,Theoria attractionis corporum sphaeroidico- 
rum ellipticorum homogeneorum ?)“, aus der besonders die im ersten 
Teile enthaltenen sechs Theoreme über Integrale hervorzuheben 
sind. Sie enthalten die Reduktion des dreifachen Volumenintegrals 
auf ein Oberflächenintegral und die Auswertung des die scheinbare 
Grôe einer geschlossenen Fläche darstellenden Integrals 


[ ds cos (M, Q) 
r° 


für Punkte, die innerhalb, auBerhalb bezw. in der Fläche selbst 
gelegen sind. Die Bedeutung, die diesen Sätzen für die Theorie 
des Potentials und damit auch für die Funktionentheorie zukommt, 
ist bekannt. In einem Briefe an Olbers*) schreibt Gauf, daf 
er den Inhalt dieser Abhandlung bei seinem letzten Aufenthalte 
in Gotha (also Sommer 1812) gefunden und daf er einen Auszug 
davon schon im November 1812 an Laplace mitgeteilt babe“). 

Es folgt 1814 die , Methodus nova integralium valores per approxi- 
mationem inveniendi‘)* in der einzelne Entwickelungen mit den 


1) Wir kommen auf GauB’ Auffassung des Integrals im 9. Abschnitt noch 
einmal zurück. 

2) Vorgelegt 28. März 1813, Werke V, S.1f., Anzeige, ebenda S. 279. 

3) Briefwechsel I, S. 516. 

4) Vergl. auch den Brief an Bessel, Briefwechsel S. 179. 

5) Vorgelegt 16. September 1814, Werke III, S. 163, Anzeige ebenda S. 202, 


| 
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nDisquisitiones circa seriem etc.“ Berührungspunkte darbieten. Eine 
Anwendung auf die numerische Berechnung des Integrallogarithmus 
findet sich im letzten Artikel. 

Die ausführliche Anzeige vonJ.Fr.Pfaffs ,Methodus generalis !)“ 
bezeichnet GauB in einem Briefe an Bessel?) als ,nicht sowohl 
einen Auszug daraus, als vielmehr die Quintessenz der Sache, 
in einer durchaus verschiedenen Darstellung“. 

Im Dezember 1815 wird die ,Demonstratio nova altera‘)“ des 
Fundamentalsatzes der Algebra, und bald darauf‘) die für uns be- 
sonders wichtige , Demonstratio tertia“ vorgelegt. Inbezug auf die 
letztere schreibt Gau$, 27. Januar 1816, an Bessel®), daf er diesen 
dritten Beweis ,erst vor kurzem gefunden“ habe, und in einem 
späteren Briefe an denselben Adressaten (14. Juni 1816)°) begleitet er 
die Zusendung der Separatabdrücke der beiden Abhandlungen mit fol- 
genden Worten: ,In der ersten ist manches, dem die Leser nicht an- 


. sehen werden, wie viel Nachdenken es mich gekostet hat: dies ist nicht 


so bei der zweïiten, die nachdem die Hauptidee einmal geboren war, 
sogleich in einem Gusse entstand‘. In der Tat geht aus der 
Tagebuchnotiz 141 (vom 29. Febr. 1812) hervor, da GauB die 
»Demonstratio altera“ schon im November 1811 gefunden, aber 
nicht aufgezeichnet hatte; infolgedessen war eine ,pars quaedam 
essentiale“ seinem Gedächtnis entschwunden, und er muête diese 
später erst wiederentdecken”). Es ist dies der von Kronecker 
besonders hochgestellte ,arithmetische“ Beweis, der die Wurzel- 
existenz einer beliebigen algebraischen Gleichung durch Resolven- 
tenbildung auf die Wurzelexistenz einer (Gleichung ungeraden 
Grades mit realen Koeffizienten zurückführt. 

Die ,Demonstratio tertia“ ist funktionentheoretischer Natur. Sie 
gründet sich darauf, da, wenn die ganze Funktion "”-ten Grades 


Von æ — re mit realen Koeffizienten : 
X = t+ui = 2" + An + Bart... + Lx + M 


für keinen endlichen Wert von x gleich Null wäre, das über die 


1) Juli 1815, Werke III, S. 281. 

2) Briefwechsel, S. 213, vergl. auch Brief an Olbers, Briefwechsel I, S. 598. 

8) Werke III, S.31, Anzeige ebenda S. 105. 

4) Januar 1816, Werke III, S.57, Anzeige ebenda S. 107. 

5) Briefwechsel S. 230, vergl. auch an Olbers, Briefwechsel I, $S.616, und die 
einleitenden Sätze der Abhandlung selbst. 

6) Briefwechsel Gauf-Bessel S. 240, 

7) Vergl. auch den Brief an Olbers vom 19. Februar 1826, Briefwechsel II, 
S. 439. 
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Fläche eines Kreïises r — R erstreckte Doppelintegral 


R 27 
f ar [ ydp, 
0 0 


wo y den realen Teil von 


d log X 
dx 


bedeutet, einen endlichen bestimmten Wert haben müfte, was auf 
einen Widerspruch führt. GauB macht zwar auch hier von der 
ihm geläufigen Integration im komplexen Gebiete keinen direkten 
Gebrauch, es ist jedoch als sicher anzusehen, daB er sich bei der 
Redaktion von funktionentheoretischen Erwägungen hatte leiten 
lassen. Ein Vergleich dieses Gaufschen Verfahrens mit dem 
Ausgangspunkte von Cauchy’s , Mémoire sur les intégrales dé- 
finies prises entre des limites imaginaires (1825) macht es, wie 
Gundelfinger’) bemerkt, mehr als wahrscheïinlich, da8 Cauchy 
durch diesen Gaufschen Beweis zu seinen Untersuchungen über 
die Integration im komplexen Gebiete angeregt worden ist ?). 


x 


b) Das agM. in der Korrespondenz mit Schumacher 
(1816) und in der Determinatio attractionis. 


Während die vorhin erwähnten Abhandlungen sozusagen 
spontan, kürzere oder längere Zeit nach ïihrem Entstehen von 
Gau$f der Offentlichkeit übergeben worden sind, bedurfte es stets 
eines gewissen äuBeren AnstoBes, damit Gauf sich entschlof, mit 
einem Spezimen aus dem von ihm aufgespeicherten reichen Schatze 
der Theorie der transzendenten Funktionen hervorzutreten. Ein 
solcher liegt in dem von uns schon wiederholt angeführten Briefe 
vor, den Schumacher am 6. April 1816*) an Gau$ gerichtet 
hat. Schumacher, der nach einem nur wenige Jahre dauernden 
Aufenthalt in Mannheim, wieder nach Dänemark und zwar nach 
Kopenhagen zurückgekehrt war, hat daselbst den dortigen Professor 
der Mathematik Degen kennen gelernt. In dem gedachten Briefe 
schreibt nun Schumacher: ,Ein Landsmann von Ihnen ist hier 

1) Berliner Sitzungsberichte 1898, S.345. , 

2) Vergl. in Bezug auf die in Rede stehende GauBsche Abhandlung: 


Bôcher, American Journal of Mathem. XVII (1895), S. 260 und Bulletin of the. 


Am. Math. Soc. I, S. 205. 
8) Briefwechsel I, S, 123 ff. 
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Professor der Mathematik. Er heift Degen') Vor einiger Zeit 
sagte er mir, er beschäftigte sich schon seitdem er Tetens*) Schüler 
sei, mit gewissen Mediis arithmetico-geometricis, die von den Ibrigen 
verschieden sind. Er nimmt nämlich zwei GrôBen, von denen a 
die grôBere, b die kleinere sein soll (die Stelle ist gleichgültig) 


a, &(a+b) = a, &(a'+0') = a”, u.s.w. 
b, Vab = b!, Va'b" —= D", u.s.w. 


Er selbst weiB nur, daB diese Reihe einen Limes hat, den man 
bald findet. Ich habe mich sehr mit diesem Limes beschäftigt und 
bin so glücklich gewesen, einen Zusammenhang mit der Ellipse zu 
finden, den ich mir die Freiheit nehme Ihnen vorzulegen. Da der 


Limes dieser Reïhe, so wie ich ihn dargestellt habe, von L abhängt, 


s0 bezeichne ich ihn mit M (2) Ich nenne ferner die sehr schnell 


” konvergierende Reïhe . 


q—= a! a — a! a! en a” a a! a! sk a” a" pen a" 


SE 7 DURE 7 ASS 7 D AA NS 


m (2) dann ist 
a 


; , b 
À a’ (a 4 ) m (7) b' 
Hem t Es 7 US Quadrans Ellipseos (5) à 
Ar Poe 


wo das Zeichen es eine Ellipse bedeutet, deren groBe Achse gleich 1, 


(91) 


kleine Achse — - ist. Ich habe nun Degen angezeigt, ich habe 


seinen Limes gefunden und halte es für billig zu warten, ob er 
dasselbe findet. Wie ich vor 14 Tagen an Lindenau schrieb, 
hatte ich den Limes noch nicht. GewiB haben Sie bei Ihren Mediis 
auch dieses angesehen, und Sie würden mich sebr durch ein paar 
Worte darüber verbinden.“ 

Aus dem Antwortschreiben von GauB haben wir schon S. 6, 
52 und 93 einzelne Sätze wiedergegeben, wir wollen dieselben hier 


1) Degen war in der Tat (1. Nov. 1766) zu Braunschweig geboren. Bio- 
graphische Daten findet man in dem ,Mémorial“ über Abel, Artikel von Holst, 
S. 14, 15. 

2) Job. Nik. Tetens (geb. 1736, gest. 1807) war 1776—1799 Professor in 
Kiel, dann Etatsrat in Kopenhagen. 
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des Zusammenhanges wegen wiederholen. GauB schreibt (April 
1816, a. a. O. S. 125): 

»Haben Sie denn wirklich vergessen, da das arithmetisch- 
geometrische Mittel, mit welchem Hr. Degen sich beschäftigt, 
ganz dasselbe ist, womit ich mich seit 1791 beschäftigt habe 
und jetzt einen ziemlichen Quartband darüber schreiben kôünnte ? 
Ich habe zwar auBer jenem auch noch andere arithmetisch - geo- 
metrische Mittel betrachtet, die aber ganz elementarisch sind. 
Jenes ist das wahre, worüber Sie hier auch eine im Jahre 1800 
von mir angefangene kleine Abhandlung gelesen haben (in einem 
blauen Oktavband, Varia betitelt, worin noch von Ihrer Hand 
eine Restitutio in Integrum eïiniger durch einen Dintenfleck un- 
kenntlich gewordener Stellen zu sehen ist). In jener Abhand- 
lung steht teils ein Beweis, daf wenn ein Ausdruck 


1 
VQ+h cos p) 
in die Reihe 
À + B cos y + C cos 29 + D cos 3p +.-- 
verwandelt wird, FF] das Medium Arithm. Geom. zwischen dem 


grôBten und kleinsten Werte von V(g+h cos æ), d.i. zwischen /(9+) 
und V(g9—h) ist; teils Beweis, daf 


def La x "lr-r = 7 ; 
(G PET RES PH, +ete.) 


d Med. (x,y) = Med. (x,y)*< den sure mul, Dre 
MORE TT +ete.) 
Gerade diese Formel unter andern ist von Ihnen selbst resti- 
tuiert. 
Durch die Media und ihre Differentiale kann man dann leicht 
die übrigen Koeffizienten B, C, D, etc. bestimmen, so wie über- 


haupt die Koeffizienten von (9 + h cos À ide wo k irgend eine ganze 


Zahl ist (welche Reduktion bekannt genug ist). In dem zweiten Teile 
der Abhandlung Disquisitiones Generales circa Seriem infinitam 


he 
Teil PS Untersuchungen über die Ar. Geom. Mittel bekannt 


zu machen anfangen. 


‘Leben Sie wohl, wertester Freund! und vergessen Sie nicht 
Ibren ergebensten C. F. Gauf.“ 


ie etc. (welche ich vielleicht bald gebe) werde ich einen 


LE 
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Auffallend ist der gereizte Ton dieses Gaufschen Briefes, 
der auch in der ironischen SchluBwendung ,vergessen Sie nicht 
Thren u.s.w.“:1) nachklingt. Schumacher hatte sich offenbar das 
was er seinerzeit (1808) über die Media von GauB gelesen hatte, 
wobl eingeprägt, aber er wufte nicht mehr, dafi er es gelesen 
hatte und hielt es für seine eigene Erfindung. Solche Fälle kommen 


- bekanntlich nicht selten vor. Besonders auffallend ist die voll- 


ständige Übereinstimmung der von Schumacher gegebenen For- 
mel (91) für den Ellipsenquadranten mit der im Leiste von Gauf 
aufgezeichneten (,Fragmente“, Gleichung |[11]?)); sogar die Bezeich- 
nung M für die Reihe (90) ist beiden Formeln gemein. Da es 
wohl ausgeschlossen ist, daf Gauf die Formel [11] erst nach dem 
Empfang des Schumacherschen Briefes in den Leiste eingetragen 
hat#), so wird man diese Übereinstimmung entweder dem ,Zufall“ zu- 
schreïben oder annehmen müssen, daf Schuhmacher die Formel (91) 
. etwa 1808 bei GauB gesehen und sie dann 1816 gleichsam aus dem 
» Unterbewuftsein“ reproduziert hat. GauB hat sich augenschein- 
lich gerade über diese Formel geärgert, denn er hetont, daB Schu- 
macher jene Reiïhe (90) in dem Handbuche Varia selbst restituiert 
habe. Allerdings steht in diesem Handbuche “) explicite nichts 
vom Ellipsenquadranten, aber Schumacher schreibt in seiner 
Antwort (vom 8. Juni 1816, a. a. O. S. 127): ,... wie Ihre elemen- 
taren Media, über die ich ein paar Zettel von Ihrer Hand immer 
[als] xequnaia bewahre . . .“5); er hat also seinerzeit (1808) auch noch 

1) Vergl. die Eingangsworte: ,Haben Sie denn wirklich vergessen ...“, 

2) S. 3 vergl. S. 17. 

8) Schon der Umstand, daf die Formel [4] der Fragmente für die Peripheria 
Ellipseos auch in der Scheda Ac (,Fragmente“, Gleichung [58]) und zwar in be- 
richtigter Form auftritt, spricht gegen eine solche Annahme. 

4) Es ist (vergl. oben) von dem Handbuche 15 und von der Abhandlung 
Werke III, S. 3861 ff, die Rede. 

5) In den im GauBarchiv befindlichen ,Gaussianis“ Schumachers finden 
sich Aufzeichnungen über jene ,elementaren Media“ (für die man etwa Bor- 
chardts Abhandlung, Werke, S. 455—462 vergleichen mag), teils von Schumachers 
teils von GauB’ Hand. Es handelt sich dabei um eine Folge von GrüBen, die aus 
zwei beliebigen a, b als erstem und zweitem Element so gebildet weïden, daB die 
aufeinanderfolgenden Klemente wechselweise die arithmetischen und geome- 
trischen Mittel der zwei vorhergehenden sind, also 


a+ ab+b? a+b+V2(ab + D) 
a, b, RU Vi To nt ae 


man hat dann als Grenzwert dieser Folge, für a = b, den Ausdruck 
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andere Handschriften von Gauf als das Handbuch eingesehen. 
Vielleicht hat auf diesen der quadrans ellipseos gestanden, viel- 
leicht waren es jene verlorenen Uraufzeichnungen, die den Leiste- 
notizen über das agM. zu Grunde lagen? 

In diesem Antwortschreiben Schumachers sind auch die lite- 
rarischen Angaben von Interesse (a. a. O. S. 127), die Schumacher 
über die von ihm zu Rate gezogenen Hilfsmittel macht. Er 
zitiert nämlich eine Abhandlung von Woodhouse aus den 
Philosophical Transactions, 1804 II, in der Abhandlungen von 
Wallace und Ivory excerpiert seien und wo die ,bekannte 

l1—eexx 


Umformung von 6 ax | er 


kleiner wird, ins unendliche fortgesetzt wird“. Es ist dies also 
die Landensche Transformation!) Ob Gauf diese Literatur 
schon früher gekannt, oder ob er sie erst aus diesem Briefe Schu- 
machers kennen gelernt hat, muB dahingestellt bleiben. Auf eine 
andere Stelle dieses Schamacherschen Briefes, der sich auf Degen 
bezieht, kommen wir weiter unten zurück. 

Die von (auf ausgesprochene Absicht, den zweiten Teil der 
»Disquisitiones circa seriem etc.“ mit einem Teil seiner Unter- 
suchungen über das agM. bald zu geben, kommt wieder nicht zur 
Ausführung. Jedoch scheint er — nach längerer Pause — bald 
. darauf die Untersuchungen über lemniskatische Funktionen wieder 
aufgenommen zu haben, wenigstens stammen die Werke III, S. 421, 
art. [41] abgedruckten, dem Handbuche 19 (S. 104) entnommenen 
Aufzeichnungen aus der Zeit nach dem 29. Febr. 1817 (vergl. die 
Angabe von Schering, Werke III, S. 494). Sie enthalten die 
Additionstheoreme der Thetafunktionen im lemniskatischen Falle 
und das Additionstheorem für das Integral zweiter Gattung 
de (sin lemn X) 4X. Bemerkenswert ist das erstmalige Auftreten der 
Zeichen P,Q,R,S für die vier Thetafunktionen, hier natürlich 
nur im Falle der lemniskatischen Funktion. Jedenfalls verdanken 
wir es aber dieser Korrespondenz mit Schumacher, daf Gauf 
bei der nächsten Gelegenheit wenigstens die Grundzüge seiner bis 
dahin streng geheim gehaltenen Theorie des agM. bekannt macht, 
in der Abhandlung ,Determinatio attractionis quam in punctum 
quodvis positionis datae exerceret planeta, si elus massa per totam 


4 
F 
) auf ähnliche Formen, wo e immer 


1) Die gedachten Abhandlungen von Ivory und Wallace befinden sich in 
den Bänden IV. bez. V. der Transactions of the Royal Society of Edinburgh. Sie 
enthalten in Bezug auf die Landensche Transformation nichts, was wesentlich über 
Lagranges Abhandlung von 1784/85 (vergl. oben S. 6) hinausgeht. 
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orbitam ratione temporis quo singulae partes describuntur unifor- 
miter esset dispertita“:). Über die Wichtigkeit des in dieser Ar- 
beit behandelten astronomischen Problems spricht sich GauB in 
einem Briefe an Olbers vom 11. Januar 1818 aus°), wo er auch 
angibt, daf er sich ,bisher“ mit der Arbeït an dieser Abhandlung 
beschäftigt habe. 

Der auf das agM. bezügliche Teil dieser Abhandlung (artt. 
16—19) bringt zuvôrderst den elementaren Algorithmus für zwei 
positive Zahlen m,n. Der Beweis, da8 u — M(m,n) dem reziproken 
Wert des vollständigen elliptischen Integrals erster Gattung 


; US 
2x Vm° cos’ T+ n° sin T 
0 


gleich ist, wird durch Anwendung der uns aus der Scheda An 
(vergl. oben S. 83) und den Zetteln im Anhang 4. bekannten Trans- 


* formation 
, 2m sin 7' m sin 7' 
(92) snT— (m + n) cos* T' + 2m sin° T°  msin’ T+m cos’ T' 


geführt, die das Differential 
aT 
Vm® cos" T'+ »° sin° T 
invariant läBt. Bildet man durch Wiederholung der Transforma- 


tion (92) die Folge 7’, T”, T”, ... so strebt diese einem Grenz- 
werte 0 zu, und es ist 


We = 
u , Vin cos’ T'+ n° sin° T” 


eine Gleichung, die offenbar mit der oben (S. 80) aus der Scheda 
An wiedergegebenen Gleichung (74) identisch ist. In der Anzeige !) 
fügt GauB noch hinzu, da8 der auf das vollständige Integral be- 
zügliche Satz sich auch so aussprechen läft, daB in der Ent- 
wickelung 
1 

— — At+Bcos + C'cos 2y + etc. 

Va+B cos y 
1) Vorgelegt 17. Januar 1818, Werke III, S. 331, Anzeige ebenda S. 367. 
2) Briefwechsel GauB-Olbers I, S. 679. 
3) Werke III, S. 359. 
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1 , ——— . PGA ; 
+ gleich M(Va+B, Va«—B) ist, was direkt an die oben wieder- 


gegebene Korrespondenz mit Schumacher erinnert. Das gleiche gilt 
von dem Satze, den GauB in der Anzeige als ,ein zweites eben 
so wichtiges Theorem“ bezeichnet, und wonach das vollständige 
Integral zweiter Gattung 


27 cos 2TAT 
2x Vm° cos’ T'+n’ sin° T 


1 pe — n° mn"? m 


ist. In der Anzeige wird sogar noch besonders die Darstellung 
des Ellipsenumfangs durch die Reiïhe 


. (n° —2(m" n°) —4(m° — n°) — :..) 


angegeben, die im wesentlichen auf Schumachers Formel (91) 
hinauskommt, gleichsam als wollte GauB hierdurch sein Eigen- 
tumsrecht auf diese Formel ausdrücklich betonen. Auch für ein 
Integral zweiter Gattung mit variabler oberer Grenze gibt GauB 
eine Darstellung (art. 18) (vergl. hierzu die Darstellung des Ellipsen- 
bogens im Anhang 4.). 

Den Ausspruch am Schluf der Anzeige, wonach Gauf ,diese 
Resultate, wie er sie schon vor vielen Jabren unabhängig von ähn- 
lichen Untersuchungen von Lagrange und Legendre gefunden hat, 
in ibrer ursprünglichen Form darstellen zu müssen geglaubt hat“ 
wird man was die ,ursprüngliche Form“ anlangt cum grano salis 
aufzufassen haben, denn wir wissen, daf Gauf jedenfalls den Zu- 
sammenhang des agM. mit dem vollständigen Integral erster Gat- 
tang nicht auf dem in dieser Abhandlung angegebenen Wege ge- 
funden hat. 


c) Konforme Abbildung. Hundert Theoreme. 

Im Juli 1816 schreibt GauB an Schumacher!) ,Mit Lindenau 
habe ich auch über eine Preisfrage konferiert, die in der neuen 
Zeïtschrift mit dem Preise von 100 Dukaten 'aufgegeben werden 
soll. Mir war eine interessante Aufgabe eingefallen, nemlich: 

»Allgemein eine gegebene Fläche so auf einer andern (ge- 
gebenen) zu proiiciren (abzubilden), daf das Bild dem Ori- 
ginale in den kleinsten Teilen ähnlich werde.“ 


1) Briefwechsel I, S. 131. 
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Als Preisfrage der Kopenhagener Societät wurde diese Aufgabe 
1820 verôffentlicht'). Nachdem sie 1822 wiederholt worden war, 
wendet sich Gauf ihrer Bearbeitung zu?). Die Abbandlung, mit dem 
Motto ,Ab his via sternitur ad maiora“ erscheint 1825 3), sie ist vom 
Dezember 1822 datiert und in deutscher Sprache ‘verfaft ‘. Als 
erste Vorarbeit zu dieser Abhandlung dürfte das Fragment anzu- 
sehen sein, das sich in dem (Nov. 1801 begonnenen) Handbuche 16 
(S. 70) befindet und Werke VII, S. 371, abgedruckt ist. Es han- 
delt von der konformen Abbildung einer Ebene auf eine krumme 
Fläche. Für uns ist hier nur der Umstand von wesentlicher Be- 
deutung, daB GauB den Zusammenhang der in Rede stehenden 
Aufgabe mit der Theorie der Funktionen einer komplexen Varia- 
beln erkannt hat) und daf er das Wesen einer solchen Funktion 
darin erblickt, daB P + Qi eine Funktion von p + qi ist, wenn für 
konstantes p + qi auch P+ Qi konstant ist (Werke IV, S. 197). 
In den Beiïspielen findet sich noch eine Reihe interessanter Ansätze, 
” deren ernente Durcharbeitung wünschenswert erscheint. 

Wir wollen hier noch die Besprechung der nachgelassenen 
Abhandlung ,Hundert Theoreme über die neuen Transzendenten“ 
anschliefen, die auf einzelnen Blättern (Fi) aufgezeichnet ist und 
für deren Entstehungszeit sich nur die untere Zeïtgrenze 1818 an- 
geben läft, da darin (S. 467) die ,Determinatio attractionis“ zitiert 
wird‘). Sie enthält nichts wesentlich Neues, nur in eleganter und 
überaus klarer Darstellung Dinge die uns schon aus der Scheda 
Ac und Scheda An bekannt sind. 

Für die drei ungeraden Thetafunktionen werden, da sie ,von 
grofer Wichtigkeit sind, ,besondere Funktionalzeichen“  ein- 
geführt: 


Pay) = 1+2(y +9) + (ut + y) + 2 (p + y) + ete. 
Org) = 1—x(y + y) +at (y + y) — a (p + y) Lee. 

] LR COMME | _4 2% 5 218 
R(x,y) = a (p}+y DEA 7) + at (y? +y ?) + ete. 


sodaB also in moderner Bezeichnungsweise für x — GB Y—= En 


1) Vergl. Schumacher à. à. O. S. 202, Brief vom 20. Jan. 1821. 

2) Brief an Schumacher vom 25. Nov. 1822, à. a. 0. S. 293. 

3) Werke IV, S. 189. 

4) Vergl. dazu die Briefstellen GauB-Schumacher à. a. 0. SS. 296, 297, 299, 
300, 303, 317, 328, 335. 

5) Dieser Zusammenhang ist auch schon bei Lagrange 1779, Oeuvres IV, 
S. 643 hervorgehoben. 


6) Vergl. P. Günther à. a. 0. S.101. Eine Verifikation der Formeln dieser Ab- 
handlung findet sich bei Pepin, a. a. O. S. 59 ff. 
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69) = 8,(019); Q(c,y) = 2,(v19); R(x, y) = 9,(v|9) 


ist. Auf Grund der drei ersten Theoreme, die Identitäten zwischen 
Reïhen und Produkten geben, folgt als viertes Theorem die Iden- 
tität (8) (S. 8), die die Umformung der Reiïhe für P(x,y) in ein 
unendliches Produkt liefert, und als fünftes die analoge Identität, 
die dasselbe für die Funktion R(x,y) leistet. Für y = 1 ergeben 
sich die Thetanullreihen, die durch Pzx, Qx, Rx bezeichnet werden, 
und für die durch einfache Umformungen das ,hôchst wichtige 
Theorem“ (die Zählung der Theoreme hôrt hier auf) gewonnen 
wird: ,Das Arithmetisch-Geometrische Mittel zwischen (Px)' und 
(Qx)'" ist allemal — 1“. Mit der Darstellung 


ws m — n° /n" 4 m" 1 m"" ë 
7 — 16m'm" mr) m7 mr) d: 
A2 À\ 2 
mo = ape), n° = (Qx"), à = M(m,n) 


ist, die uns aus der Scheda An bereits bekannt ist, bricht die Ab- 
handlung ab. 

Auf dieselbe Zeit wie die ,Hundert Theoreme“ würde die 
Notiz zu datieren sein, die Werke III, S. 384, abgedruckt ist und 
aus dem Handbuch 19 (begonnen November 1809) S. 147 stammt. 
Es finden sich nämlich (vergl. die Angabe von Schering a. a. O.) 
auf der vorhergehenden Seite (146) Formeln über die Reiïhen 
P(x,y), Q(x,y), R(x,y), also mit denselben Bezeichnungen wie in 
den ,Hundert Theoremen“, aufgezeichnet. Jene Notiz enthält das 
Theorem: ,das Produkt zweier Summen von vier Quadraten ist selbst 
eine Summe von vier Quadraten“, aus dem bekanntlich Jacobi 
in seinen Vorlesungen die wichtigsten Eigenschaften der Theta- 
reihen abgeleitet hat. Ob GauB wirklich, wie Schering vermutet, 
mit Hilfe dieses Theorems die Darstellbarkeit von zwei beliebigen 
Zahlen m,n durch die Funktionen (Px), (Qx) für 

M(m,n) 
Um, \m*— n°) 
nachgewiesen hat, entzieht sich unserer Kenntnis, jedenfalls hat 
er diese Darstellbarkeit auf andere Weise gefunden. 

Für die zunächst folgenden Jahre versiegen unsere Quellen 
gänzlich. Wir müssen gleich zu dem Jahre 1827 übergehen, das 
sich für GauB dadurch zu einem bedeutungsvollen gestaltet hat, 
da8 Abel und Jacobi in diesem Jahre mit der Entdeckung der 
Theorie der elliptischen Funktionen hervortraten. 


log x = —A 
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9. Die Jahre 1827—1843. 


a) Abels und Jacobis Entdeckungen. Logarithmisches 
PotentiaL Integralbegriff. 


Die Geschichte der Entdeckung der elliptischen Funktionen 
durch Abel und Jacobi ist so vielfach und mit Benutzung der 
sämtlichen zu Gebote stehenden Quellen so ausführlich dargestellt 
worden, daf es sich erübrigt, hier auch nur andeutungsweise auf 
dieselbe einzugehen. Auch der ausschlaggebende Einflu8, den die 
berühmte Stelle im art. 335 der Disquisitiones arithmeticae sowohl 
auf Abel als auf Jacobi ausgeübt hat, ist anerkannt; wir kônnen 
in bezug auf Abel nur ein gewisses persônliches Moment den bis- 
herigen Darstellungen‘) hinzufügen, das, wie es scheint, noch nicht 
bemerkt worden ist. 

Es ist nämlich bekannt, daf Abel durch De gen veranlaft 
worden ist, sich mit den elliptischen Funktionen zu beschäftigen ?); 
Abel war Juli—September 1823 bei Degen in Kopenhagen und 
beginnt*) 1823 sich mit Integralrechnung zu beschäftigen. Nun 
hat Schumacher, wie er in dem oben erwähnten Briefe an Gauf 
vom 8. Juni 1816 schreibt‘), Degen mitgeteilt, da8 Gau$ sich 
schon lange mit dem agM. beschäftigt, und es ist sehr wahrschein- 
lich, daB Degen von diesem Umstande Abel Mitteilung gemacht 
hat. Es künnte also Gau$ auBer durch seine Verôffentlichungen 
durch Vermittelang von Schumacher und Degen gewissermafen 
noch persônlich einen Einfluf auf Abel ausgeübt haben, wenn dieser 
Einfluf auch nur darin bestanden hat, daB er Abel veranlafte, in 
Gau$ Schriften nach Stellen zu suchen, die sich auf die Theorie 
der elliptischen Funktionen beziehen. DaB Abel jene Stelle in 
den Disquisitiones arithm. gekannt hat, geht z. B. aus dem Briefe 
an Crelle vom 4. Dezember 1826‘) hervor; für seine Bekannt- 
schaft mit der ,Determinatio attractionis“ haben wir kein direktes 
Zeugnis. 

Von GauB selbst besitzen wir eine Reihe von brieflichen 
Âuferungen über Abel und Jacobi; die eine Briefstelle an Bessel 
haben wir schon oben (S. 24) wiedergegeben. Wenn GauB darin 


1) Siehe Sylow, Mémorial, S. 35, 86. 

2) Mémorial, Brief von Degen an Hansteen, 21. Mai 1821, Corresp. S. 97. 
3) Siehe Sylow, à. a. O. S. 27. 

4) Briefwechsel I, $. 127. 

5) Mémorial, Corresp. S. 52, 53. 
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sagt, Abel ,überhebt mich in Beziehung auf etwa ein Drittel 
dieser Sachen der Mühe* so wird man dies als eine Bestätigung 
des von uns aufgestellten Programms für das von GauB geplante 
groBe Werk über die transzendenten Funktionen ansehen künnen. 
Das eine Drittel wäre die allgemeine Theorie der aus F(«, B, y, #) 
entspringenden Funktionen, das zweite die Theorie des agM. und 
der Modulfunktion, endlich das dritte, in bezug auf das Abel 
GauB zuvorgekommen ist, die Theorie der elliptischen Funktionen 
im engeren Sinne. Wenn Gauf noch hinzufügt'): ,Zu meiner Ver- 
wunderung erstreckt sich dies [nämlich die Übereinstimmung seiner 
Resultate mit denen von Abel] sogar auf die Form und zum 
Teil auf die Wahl der Zeïchen, so daB manche seiner Formeln 
wie eine reine Abschrift der meinigen erscheinen“, so wird man 
daran zu denken haben, da8 Abel die Perioden mit w, & bezeichnet, 
was in der Tat an Gauf” &, &' erinnert, und daf infolge dessen 
die Produktentwickelungen der Zähler und Nenner bei Abel fast 
ebenso aussehen wie bei Gauñ. 

Die beiden in den Astronomischen Nachrichten von 1827 im 
Auszug publizierten Briefe Jacobis?) an Schumacher hat dieser 
letztere an GauB zur Begutachtung geschickt. GauB schickt sie 
am 4. bezw. 19. August 1827 zurück*) und am 6. August trägt 
er in das Handbuch 16 (S. 137 #.) die Werke III, S. 470 ff. abge- 
druckte Aufzeichnung ein, die (vergl. Werke IIT, S. 475, art. [9]) 
am 29. August fortgesetzt wird. Es tritt in dieser Aufzeichnung 
zu den Charakteristiken P, Q, R für die drei geraden Thetafunk- 
tionen noch die Charakteristik S(x,y) für die ungerade Theta- 
fanktion 

9 h] : 
Sy) = a = y ht (y + 
hinzu (Werke III, $S. 472). 

In dieser, wie wir wohl sagen kônnen, unter dem unmittel- 
baren Eindruck der Jacobischen Briefe niedergeschriebenen Auf- 
zeichnung (Werke III, S. 470)*) finden wir zunächst Formeln für 
die Transformation 2. und 3. Ordnung der vier Thetafunktionen. Wie 
in der aus demselben Handbuch 16 stammenden Aufzeichnung 
Werke III, S. 436 #. (die nach Schering auf 1808 zu datieren ist 
und oben S. 75, 76 bereits besprochen wurde) wird auch hier (art. [4], 
Werke III, S. 472) die allgemeine Funktion 


1) Briefwechsel mit Bessel, S. 477. 

2) Jacobis Werke I, S. 29 ff. 

3) Briefwechsel II, S. 109, 112. 

4) Vergl. für diese Abhandlung Pepin, a. a. O. S. 76—89. 
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+ oo 0 (% +œ 2 ‘ 
De ET 2 (p à) 
k=— © 
eingeführt und für sie die Formel 


(6, 2a) (6,28) — (26, + 8) (28,&— 8) + (20, «+ 844) (20,«—8+ 4) 
angegeben, die die Formeln für die Transformation zweiter Ord- 


nung zusammenfaft. Der folgende Artikel [5] bringt dann die 
Verifikation, daB für 


S(x, y) Q(x, 1), jh 
Pad 2 


isinm0 — 


zwischen 0 und w die Differentialbeziehung 


dû 


du — 
V'P(x, 1)" sin’ 6 + Q(x, 1)°. cos’ 6 


* besteht, d.h. daB sin6 in der Tat die Umkehrung des elliptischen 


(2, 2) 
P(x, 1) 
fikation wird auch in der auf S. 111, 112 desselben Handbuchs 16 
befindlichen Notiz (Anhang 2) gegeben, worauf schon oben (S. 47 
hingewiesen wurde, als von den Aufzeichnungen der Scheda Ac die 
Rede war. 

Es folgt noch (art. [7]) die Transformation 7. Ordnung und, mit 
dem Datum 29. August versehen, die Transformation 5. Ordnung 
mit der Modulargleichung. Bemerkenswert ist die Stelle art. [10] 
(Werke III, S. 476), wo von der allgemeinen Transformation un- 
gerader Ordnung die Rede ist; GauB hat also wirklich, wie er an 
Schumacher schreibt ?), das in dem Jacobischen Briefe »<nthaltene 
Theorem ... ganz leicht aus [seinen] Untersuchungen über die 
Transzendenten abgeleitet‘. Der auf die Theorie der Modulfanktion 
bezügliche Artikel [12] wurde schon oben (S. 67) besprochen. 

Ein ganz neuer Gedanke tritt hier in überraschender Weise 
in den artt. [16], [17] auf. Diese beziehen sich auf die Laplace-. 
sche partielle Differentialgleichung 


OV 0 
Cu ve 
sodaf die Vermutung gerechtfertigt erscheint, GauB habe zu 


Integrals erster Gattung mit dem Modul ist. Diese Veri- 


1) GauB bezeichnet die P(x,1), Q(x,1), R(x,1) in dieser Notiz wieder 
mit p, q,r. 
2) Brief vom 19. August 1827, Briefw. II, S. 112. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1919, Beihoft, 8 


114 L. Schlesinger, 


jener Zeit die Theorie der Funktionen komplexer Variabeln auf 
die Theorie des logarithmischen Potentials zu gründen versucht. 
Das in dem Artikel [16] ausgesprochene Theorem, daB eine har- 
monische Funktion, die auf der Begrenzung eines Gebietes den 
konstanten Wert À besitzt, auch im Innern überall gleich À ist, 
bildet die Grundlage für das Prinzip der analytischen Fortsetzung 
(vergl. Riemann, Inauguraldissert. art. 15, Werke, 2. Auf, S. 28); 
der handschriftliche NachlaB gibt aber keinen Anhaltspunkt für 
die Entscheidung der Frage, ob GauB bis zu diesem Prinzip vor- 
gedrungen ist’). GauB beweist dieses Theorem mit Hilfe von Inte- 
gralsätzen (ein Beweis, der bekanntlich Bedenken unterliegt) und über- 
trägt es sogleich auf den Fall des Newtonschen Potentials, sodaf 
dieser und der folgende Artikel zugleich als Vorarbeiten für die 
1840 verôffentlichte Abhandlung ,Allgemeine Lehrsätze in Beziehung 
auf die im verkehrten Verhältnisse des Quadrats der Entfernung 
wirkenden Anziehungs- und AbstoBungskräfte”)* gelten kônnen. 

Eine eingehende Analyse der letztgenannten Abhandlung muf 
einem folgenden Hefte dieser ,Materialien“ vorbehalten bleiben. 
Hier môge nur hervorgehoben werden, daf GauB in den artt. 29. 
(Werke V, S. 231.) den Beweis für die Lôsbarkeit des Rand- 
wertproblems für das Innere eines beliebig gestalteten Kôrpers 
in der Weiïse zu geben versucht, da er die Existenz einer Massen- 
verteilung auf der Oberfläche als evident ansieht, für die das über 
diese Oberfläche erstreckte Integral 


J(V-2U)mds 


1) DemgemäB muB auch die Frage offen bleïiben, ob GauB aus der Tatsache, 
da8 der reale Teil des Quotienten (G1. (57), S. 61) 
_ __M(m,n) 
M(m, Vm?—n?) 
stets positiv ist, die Folgerung gezogen hat, daB die Modulfunktion (GI. (64) S. 66) 
mn? __ g*(é) 
m3 p*(t) 
über die laterale t-Achse hinweg nicht fortgesetzt werden kann. Daf diese 
Funktion ihrer Definitionnach nur in der rechts von der lateralen Achse gele- 
genen Halbebene existiert, war GauB jedenfalls bewuft. / Dies geht einerseits aus 
der Bedingung für die Konvergenz der Reihen p(t), g(t), andererseits daraus her- 
vor, daB in der aus dem Jahre 1827 stammenden Aufzeichnung des Handbuchs 16 
(siehe oben 5) S. 60) der Fundamentalbereich der Modulfunktion nur in der ge- 
dachten Halbebene gezeichnet ist. Man vergl. hierzu auch das Polygonnetz in der 
weiter unten noch zu nennenden Figur Werke III, S. 104. 
2) Werke V, S. 195. 
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ein Minimum wird. Darin bedeutet V das Potential der Massen- 
verteilung mit der positiven Oberflächendichtigkeit »m und U eine 
gegebene endliche und stetige Funktion auf der Oberfläche. Wir 
erkennen hier die SchluBweise, die Riemann (1851) zur Grundlage 
für die Beweise seiner allgemeinen Existenztheoreme gemacht und 
(1857), unter Bezugnahme auf Gauf, als Dirichletsches 
Prinzip bezeichnet hat, dieselbe, die auch Lord Kelvin (1847) 
bei der Lôüsung der sogenannten zweiten Randwertaufgabe ange- 
wandt hat. Die wechselvollen Schicksale dieser SchluBweise, von 
ihrer Kritik durch WeïerstraB bis zu ihrer Wiederbelebung durch 
Herrn Hilbert sind bekannt. 

In einer anscheinend aus den vierziger Jahren des XIX. Jahr- 
hunderts stammenden Handschrift ,Bestimmung der Convergenz 
der Reiïhen, in welche die periodischen Functionen einer veränder- 
lichen GrôBe entwickelt werden“ (Fa, vergl. oben S. 89) gibt Gau$ 


É , 1} 
(im art. 6) die Definition eines Integrals à f(é)dt für eine zwischen 
Pad 


t, und T' eindeutige, endliche und stetige Funktion f(t) als Grenz- 
wert einer Summe und spricht sich dann (in den artt. 7, 8) über 
die Bedeutung eines solchen Integral weiter wie folgt aus: 

,Ist hingegen f{ eine vielwerthige Function, so ist erforder- 
lich, daB nach einem Principe bestimmt sei, welcher aus den ver- 
schiedenen Werthen der Function für jeden Werth von { zwischen 
den Grenzen { und 7 gelten soll. Das Princip,. da8 die Werthe 
der Function nach ‘der Stetigkeit zusammenhängen sollen, wird, 
sobald ft für einen der Werthe { gegeben ist zur Bestimmung 
des Zuges ausreichen, so lange man nicht auf einen Werth 
von é kommt, für welchen der betreffende Werth von ff mit einem 
andern zusammenfällt (also zwei Züge sich kreuzen), in welchem 
Falle über das fernere Fortschreiten eine anderweitige Bestimmung 
getroffen werden mu. Übrigens verstehe ich das Fortschreiten 
nach der Stetigkeit nur so, da unendlich kleinen Veränderungen 
von { unendlich kleine Ânderungen ft entsprechen, und sehe einen 
Übergang von reellen Werthen zu imaginären nicht als eine Unter- 
brechung der Stetigkeit an“. 

Über den Fall wo f(t) als eindeutige Funktion in einem 


zwischen t° und T gelegenen Werte f’ unendlich wird, heift es weiter: 
1€ 


»Wenn, indem f{’ unendlich wird, pu ftdt und # tdt, 


bei unendlich abnehmendem w, nicht beide endliche Gaiden 
8* 
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haben, so bildet .... der Werth { —{' eine unübersteigliche Scheide- 
wand, so lange man (wie man bisher immer gethan hat) sich dabei 
ausschlieflich auf reelle Werthe von { beschränkt. Es findet sich 
hier also eine Lücke in der Integralrechnung .... Die gründliche 
Abhülfe dieses Mangels ist nur dadurch zu gewinnen, da man den 
imaginären GrôBen vüllig gleiche Rechte einräumt, also die Ana- 
lysis gleichmäfig über das ganze Gebiet der complexen GrôBen 
erstreckt. In diesem Gebiete kann man von einem Werthe der 
veränderlichen GrôBe { zu einem andern auf unendlich vielen ver- 
schiedenen Wegen nach der Stetigkeit gelangen, und so bei der 


Integration # ftdt solche Werthe von #, für welche ff unendlich 
groB wird, umgehen. Eine vollständige Abhandlung der aus diesem 
Gesichtspunkte aufgefaften Theorie des Integrirens würde einen 
viel grôBeren Raum erfordern als hier zulässig ist. Es werden 
jedoch einige für unsere Hauptuntersuchung nothwendigen Sätze 
hier entwickelt werden müssen.“ 

Hier bricht die Handschrift ab. Wir erwähnen noch, daf 
die artt. 1—b dieser Handschrift Betrachtungen über Analysis 
situs mehrfach zusammenhängender ebener Bereiche enthalten, 
die jedenfalls in der Theorie der Integrale benutzt werden sollten. 

Die Bemerkung ;,wie man bisher immer getan hat“ zeigt, 
daB GauB zur Zeit, als er diese Aufzeichnung verfaft hat (also 
jedenfalls nach 1831) noch keine Kenntnis hatte von Cauchy’s Un- 
tersuchungen über die Integrale von Funktionen komplexer Vari- 
abeln. Daf er diese Untersuchungen aber später kennen gelernt 
hat, zeigt ein Blättchen des Nachlasses (Fm, Varia analytica), 
wo unter der Überschrift ,Tailors Lehrsatz nach Cauchy’s Behand- 
lung“ der Cauchysche Integralsatz für den Fall eines Kreïises ab- 
geleitet wird‘). 

Das was Gauf über die Integrale mehrdeutiger Funktionen 
sagt, bestätigt (vergl. oben S. 98fF.), da er in das Wesen dieser Inte- 
grale nicht vüllig eingedrungen ist. Denn dadurch, daB er nach 
dem Einrücken in einen Verzweigangspunkt ,über das fernere 

1) Auf der letzten Seite dieses Blättchens steht der Riemannsche Integral- 
satz für das logarithmische Potential in der Form: 


rs 6 logr Ou 
ou = f(e 3p — os r ge) de. 


GauB hat diesen Satz also entweder vor Riemann selbständig gefunden, oder er 
hat — was mir, wegen der vollständigen Übereinstimmung mit Riemanns Bezeich- 
nungen (Inauguraldissertation, art. 10, Werke, 2. Aufl., S. 20), wahrscheinlicher 
dünkt — ihn sich aus Riemanns Inauguraldissertation notiert. Im letzteren Falle 
würde diese Aufzeichnung aus dem Jahre 1851 herrühren. 
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Fortschreiten eine anderweitige Bestimmung“ für erforderlich hält, 
beschränkt er sich auf die Betrachtung eines eindeutigen Zweiges 
der Integralfunktion, statt — wie es z. B. Jacobi 18351) getan 
hat —, gerade aus dem Fehlen einer solchen Bestimmung die Ab- 
hängigkeit des Integralwerts vom Integrationswege zu folgern. 


b) Pentagramma mirificum Drehungen der Kugel. 
Zusammenfassung. 


Die der Zeit nach nächstfolgende Aufzeichnung, die sich auf 
die Theorie der elliptischen Funktionen bezieht, ist (vergl. die An- 
gabe von Schering, Werke III, S.495) vor dem 28. Januar 183 
geschrieben und handelt von dem als Pentagramma mirificum be- 
zeïichneten sphärischen Fünfeck, dessen Diagonalen Quadranten 
sind”). Die Bestimmung eines solchen Pentagramms hängt mit der 
Fünfteilung der elliptischen Funktionen zusammen. Auf denselben 


+ Gregenstand beziehen sich noch zwei aus dem Jahre 1843 stam- 


mende Aufzeichnungen*). Herr Fricke spricht die Ansicht aus, daB 
Gauf die Beziehung zwischen dem Pentagramma und der Fünfteilung 
der elliptischen Funktionen ,auf Anregung von Jacobïÿs Abhand- 
lung Uber die Anwendung der elliptischen Transzendenten auf 
ein bekanntes Problem der Elementargeometrie (1828) erkannt hat‘. 


Diese Aufzeichnungen von 1843 sind anscheinend die letzten, 
die GauB über elliptische Funktionen gemacht hat. Da er 1791 
begonnen hat, sich mit der Theorie des agM. zu beschäftigen, so 
erstreckt sich seine Arbeit an der Theorie dieser Funktionen auf 
einen Zeitraum von mehr als fünfzig Jahren. 

Entspringend aus den beiden Wurzeln des agM. (1791) und 
der Theorie der lemniskatischen Funktionen (1797) erwächst der 
Stamm der Theorie der elliptischen Funktionen in den 
grofen Entdeckungen von November 1799 bis Mitte des Jahres 
1800 zu seiner vollen Hôhe. Mit Hilfe der durch das agM. def- 
nierten Perioden wird der sinus lemniscaticus zum sinus lemnis- 
caticus universalissime acceptus ausgebaut, und mit der Einführung 


1) Vergl. Bibliotheca Mathematica (III) 9, S. 211—226 (Gundelfinger); 11, 
S.138—152 (Schlesinger). 

2) Handbuch 19, S.181, 182, gedruckt Werke III, S.481#, artt. [1] [2]. 
Auf S.184 des Handbuchs befindet sich das Datum 1835, Januar 23, gedruckt 
Werke V, S. 609. 

8) Handbuch 19, S.240—251, gedruckt Werke III, $. 484, artt. [3], [5]—[8] ; 
auf S.249 des Handbuchs, im Druck.art, [7], das Datum 1848 April 30; ferner 
Werke VIII, S. 106, vergl. die Anmerkungen von Herrn Fricke daselbst 
S. 112—117, 
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der vier Thetafunktionen, die als unendliche Reïhen und Produkte 
dargestellt werden, gewinnt Gauf das Instrument, das ihm, im 
Verein mit seiner Reduktionstheorie der quadratischen Formen, die 
Herrschaft über die elliptischen Funktionen und die Modulfunktion 
sichert. 

An die Stelle des agM. tritt dann (zu welcher Zeit, läBt 
sich nicht genau feststellen, jedenfalls vor 1808) die allgemeinere 
Betrachtung der durch die Reïhe F(«, B, y, x) definierten Funktionen, 
mit der Gauf in die Theorie der homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung einlenkt und 
die Grundlagen für die funktionentheoretische Behandlung derselben 
schafft. 

In welchem Mafe er auch als Vorläufer für die Theorie der 
automorphen Funktionen angesehen werden muB, zeigt 
nicht nur seine Konstruktion des Fundamentalbereichs für die Mo- 
dulfunktion, sondern auch seine Deutung der linearen Substitution 


LES (a + Bi)t — (y + di) 
(y — dit + œ — Bi 
als Drehung der Kugelfläche in sich selbst, die in zwei, Werke VIII, 
S. 354—356 abgedruckten, Aufzeichnungen erôrtert wird, und das 
auf einen Fall transzendenter Dreiecksfunktionen, der sich nicht 
der Modulfunktion unterordnet, bezügliche Polygonnetz, das 
Werke VIII, $S. 104, nach einer Zeichnung auf einem besonderen 
Blatte, wiedergegeben ist. 

Für die Funktionen einer komplexen Variabeln 
hat GauB die Mehrdeutigkeit einer solchen Funktion durch ihre 
Wertänderung bei einem Umlauf (reditus) der Variabeln um einen 
singulären Punkt erklärt, die Integration in einem Gebiete, wo die 
Funktion eindeutig ist, beherrscht, die Bedeutung der Analysis situs 
schlichter ebener Bereiche für die Theorie dieser Integrale ge- 
kannt, und den Zusammenhang entdeckt, der zwischen diesen 
Fanktionen und der konformen Abbildung einerseits und der The- 
orie des logarithmischen Potentials anderseits besteht. 

Das oben (S. 89) bereits erwähnte, im Anhang 6. abgedruckte 
Fragment zeigt uns GauB auf dem Wege zu den Grundbegriffen 
der Mengenlehre. 
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dites. 


Abdruck einiger Gauss-Handschriften. 


1. [Zwei Zettel zur Theorie des agM.')] 
[Erster Zettel] 
Ponendo 
y == that et tr Eat ot 
Œœ pz 
eruitur 
æy + (Br) M + o (ar 1) 29 = 0 


Iam ponendo x — (+ tr") erit 


PL NET AS 

dæ . 1—1" 
dy __ dy 2 
dr dt 1-6 


d'y _(_2 ‘av 1(_2 \a 
dis Peer dé ee dt 
Hinc 


#+1  3#+2#+8 dy 
24 Ÿ 2-2 dt 


RU 2tt \° d'y 2t 
24 | 2r | =) dé (= 


give 
t(#t+ 1) d'y 
2 dt 


+1 34 +1 
y 


24 24 —2 0 


dy 
dt 
give 
(es Dy+ie+1# CAP LE = 0 
Hinc facile dedncitur 
1 1 9 11025 


ee 2(P+T 4 tes + ete.) 


4 16 36 


1) Ff. Entstehungszeit spätestens 1799, Nov.-Dez. (vergl. unten). 


1] 
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dy 


dt 
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sive 

pal+5) = 2tott 
Ponendo z — : erit 


d'y 
dpt D 


d 
y—p(i +) + pp (1 — pp) 


[Zweïter Zettel] 


Wenn mx — g+ratt _ 


4.16 


a + etc. 


so ist bewiesen, daf 


2xpax = non: [1] 


WOTAUS, Ve — u gesetzt, folgt qu — ce ot do 0 


xx — 1 Vuu—T. w\/ uu 


uu — 1 


dann gibt die Funktionalgleichung [1], 
2x 1 


Fe A a xx 1, 2741 
Vz iv 2x GA 
at Me ax +1 
s-E = ET Mr 


xxæ—1 . mbct 4 
pr tt, so wird æx = -— und 


, mithin 


man setze 


1+4 1 
21 mer ie 
1+#t 1 


Nun ist aber auch M TK 8 TM tt 


y 


Macht man daher allgemein — = Fe, so wird 


woraus man leicht schlieft, da$ F2 eine Konstante sein müsse. 
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té. À uw 
Nun ist für # — co, qu = also sp oder + 


Es ist aber auch M1 — 1 folglich die Konstante — 1 und daher 
_Vaz=1 


NE 


Also Es der von V freie Theïil des Ausdrucks 


Mr —= 


——, oder auch der von V freie Theïl 
Vax — 1. VE — COS r) 
bei 

il 1 jl 


VG@z—cos V'(xx-1))  V{axsin V'+cos V) — V(1+(@x-1)sin V) 
and folglich 


1 to 1 (abiectis partibus angulum V 
MVA+y)  V(+ysin PV’) implicantibus) 
Übrigens ist es gleichgültig, ob man sin V* oder cos V* schreibt. 

p(x) = 1+ a + . z* etc. 
pu Ba à 
FERRER 
c 
0 0 
80° 0,728395 
45° 0,847213 
60° 0,931608 
90° 1. 


Bemerkungen zu diesen Aufzeichnungen. 


Man wird diese Zettel mit den in den ,Fragmenten“ abge- 
druckten Aufzeichnungen [44]—[74], die der Scheda Ac entstammen, 
in Verbindung zu setzen haben. Die Funktion ox des ersten 
Zettels stimmt mit Q in [b3] der ,Fragmente“ überein. Der erste 
Zettel gibt den Beweis der Formel[1] des zweiten. Dieser letztere ist 


also der spätere. Er enthält einen Beweis dafür, da die Reihenent- 


: Lait 1.1.3. Sn : : 
wickelung l+5 5% 2 + = 35514 a+... mit dem reziproken Wert 
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von M(1, VI —2*) übereinstimmt. Interessant ist besonders, daf 
aus dem Bestehen der Funktionalgleichang F(#) — F(i®) 
gefolgert wird, daf F(z:) eine Konstante sein müsse'). Die Zahlen- 
tabelle am Schlaf des zweiten Zettels stimmt mit der auf S. 13 
der Scheda Ac befindlichen (von der in den ,,Fragmenten‘“ S$. 8 nur 
ein Auszug abgedruckt ist) für go und Jf sing überein, nur ist 
die letztere vollständiger, indem sie die Angaben von 5 zu b Grad 
enthält. Daraus geht hervor, daB die beiden Zettel älter sind 
als die betreffenden Aufzeichnungen der Scheda Ac. 


2. [Die Lüsung des Umkehrproblems des elliptischen 
Integrals erster Gattung]. 

[Handbuch 16 ,Den astronomischen Wissenschaften gewidmet 

November 1801“ S.111—112, wahrscheinlich aus dem Jahre 1825]. 


[S. 111] 
Setzt man 
1+ 2x cos g + 2x‘ cos 2@p + 2x° cos 3 + 2x"° cos 4 + &c = P, 
dP à +0 r : 
Fr ip Fe P”, so wird 
P'P'— PP" 


= (4xx + 162° + 36x°"° + 64x° + &c) (1 + 2xx cos 29 + 2x“ cos 4y + &c) 
25 4 25 
+ (2x? — 182? + 0x * + 98x° (2 cos p+2 cos 8p+zx* cos dp+ &c) 


Ferner PP = (1+2xx+2%°+9x"°+ &c)(1+2xx cos 2p+2x° cos 4p+ &c) 
25 49 5 26 
+ (Aa +4ri+ 4x°+4x° + &c) (a? cos p+ 23008 3p+2x* cos bp + &c) 


Noch 22? cos p + 27? cos 3p + ed dp + 27 "cos 7p+ &c—B gesetzt 
BB — 

 (2x+27 +22"+ 22" + &c)(1 +2r*cos4p+2r "cos 8p+2x" cos 129 + &c) 

+ (1+22°+ 22" + 22" + &c) (2x cos 2 +2x° cos 6p + 2x°° cos 10p + &c) 


2 « 
oder besser R = 21 sin 4 — Qi sin $ o+2x* sin $ o— 2x* sin ? + &c 


1) Vergl. meine Notiz ,Über eine Aufgabe von Hermite aus der Theorie 
der Modulfunktion“ in den Berichten des V. internat. Mathematiker-Kongresses 
zu Cambridge. 
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gesetzt, wird 


2% 
RR — Cri + Dr + 27 +971 + &c) (1+2zx cos 2p + 24° cos 4p + &c) 
25 
—(1+2xx + 27° +27" + &c) (a? cos p+22t cos 3p +2x° cosbp 


4 
+2x "cos 7p+ &c) 
und R'R'—-RR" — 
9 26 4 
42? + 1827 + 50z*-+ 98x° + &c) (1 + 2x cos 2p + 22° 08 dy 
+ 2x" cos 6p + &c) 


—(4xx +162° + 36%" + 64x°° + &c) (2? cos p+ 2 cos 3p 


25. 
+2x° cos bp + &c) 
Setzt man also 
1+2zx cos 29 + 2x° cos 4p + &c — p, 1+27x + 22° + &c = a, 
æoa 3 


CT 


2e? cos p + 22 cos 89 + &e = r, QT + 27 + &e = b, 


x Ob 5 
RP 
so wird 
© P'P—PP'—= ap+br PP = ap+br P+R' = (aa+bb) (pp+rr) 
R'R'-RR"= bpa'r RR = bp—ar — (aa+bb) (1427 co82p 
+2z* cos 4p 
+ 22° cos 6p + &c) 
Don por délire bb et fabt bat #i É $ 
PPT PPT RR  aa+ = (1+27+ 20 + &c) 
pr ppn _0b' —ba' aa'+ bb’ VASTE SE x À 
R'R—RR = PPH RER aa +bb = (1+24+97t+ &o) (2x 


+ Brt + &c) 


Hier ist noch zu bemerken (wovon jedoch der Beweis tiefer liegt) 
ab' — ba’ = 4 ab (a — b‘) also 


P'P-PP'_R'R-RR" 


PF RE ET ES 


aa 
ER PP 


A ab (aa — bb) 
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Noch findet man 
PR'—-RP' — (xh+ 3x8 br 778408... (xË cos à p 

— x cos Bp— 2% cos $ p+x$ cos 3 p + &c) 


[S. 112. 


Das Quadrat des 2 Factors im andern Theile der vorstehen- 
den Gleichung wird 


== a (et+at ta + x + &e) (1 — 2x cos 2p + 27° cos 4p — 2x° cos 6p 
+ &c) 


+4 (1— 2x + 22° — 2x° + &c) (x cos p+x* cos 8p+xi cos By 
+ cite 7 [+ &e]) 
Der erste Factor wird — (aa + bb) VE (aa — ne ab ) 


Zusammen wird, reductis reducendis 


PR'—RP') — }(aa + bb) (ap — br) (bp + ar) 
— 1 ((aa — 6b) PP + 2ab RR) (2ab PP — (aa — bb) RE) 
Setzt man also 


ER aa — bb 
P: 2ab 


— sin0 


so wird 
2 d0 


9 — JR 09 c0s 8° + Qan + DD} sin 0°] 


o Qt cos à p + 22° cos & p + 274 cos 5 o + &c, /aa + bb 
COR ET 


8. [Zur Theorie der Modulfunktion.] 


[Zwei Blätter in Fg, das eine (gelbliches Papier) 4 Seiten, das 
andere (weifes Papier) 2 Seiten, ersteres anscheinend das frühere, 
aber beide aus derselben Zeit.] 


[Erstes Blatt, gelbliches Papier, Wasserzeichen: FHF 1810.] 
Arithmetisch geometrische Mittel. 


m = p(1+ 2x + 22° + 22° + etc) 
n = p(1— 2x + 2x — 2x° + etc) 
V(mm: nn) = u (2xt + Ont + 2x4 +etc)' 


4 
Se 


2 


t 


… 


DS ee 


Bd he 


ne pin D EE pis* 
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Das AGMittel zwischen "» und V(mm—mnn) sei — 4. Man 


| hat dann 
+ Lo 
1 = il oder æ —e À 
log a 
Für Briggische Logarithmen wird 1 — j' WO log a = 0,1349342 
log — 
x 


Auch kann man sich folgender Formel bedienen: 


mm — nn m—n 
7 16m. Vn!'.Vm" Um. &c — 8Vm".ÿm". ÿm*…. 
Beispiel 
3,0000000  0,4771213 8,0000000  0,4771213 
1,0000000  0,0000000 2,8284270  0,4515450 
2,0000000  0,3010300 2,9142135  0,4645214 
1,7320508  0,2385606 2,9129510  0,4643332 
1,8660254  0,2709175 2,9135822  0,4644273 
1,8612098  0,2697953 
1,8636176  0,2703568 0,2703567  9,6989700 
1,8636159  0,2703564 0,2709175  0,5716671 
1,8636167  0,2703566 0,2706371 9,1273029 
0,3010300 

a . 0,1349342 
um. 0,2703566 0,6396307 — Canon 
C1 9,5355727 

9,9408635 

0,8726970 
z 9,1273030 


Die A.G-Mittel gestalten sich anders, wenn man für ein #',n",#" 
&c. den negativen Werth wählt: doch sind alle Resultate in fol- 
gender Form begriffen : 


1 li, 44 
Want 
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Schôner Lehrsatz 
20m 20n a0À _ xôy 


[S. 2] 


| 
| 
| 
Integrationsfähig durch eine Reïhe wird die vorstehende Glei- 
chung, wenn man sie in folgende Form setzt: | 


ee 
2 (PP) = (xd) 4 
u À 


mm—nn\m ñn 


Beiïspiel für einen imaginären Werth des A.G.Mittels. 


3,0000000 04771213 O0 
1,0000000 00000000  360° 
2,0000000 03010300 0° 
— 1,7320508 0,2385606 1809 
0,1339746 91270225 0° 
+ 1,8612098: 0,2697953 90° 
0,0669873 + 0,9306049 9,9698876  85°5258”,10 
0,3530969 + 0,8530969 9,6984089 45 O0 0 
0,2100421 + 0,6418509: 9,8295254 71 52 46,58 
02836930 + 0,6208239: 9,8341482 65 26 29,05 
0,2468676 + 0,6313374i 98311572 68 38 36.08 
02470849 + 0,6324002: 9,8318368 68 39 37,82 
0,24699624 + 0,6318688: 9,8314971 68 39 6,95 
0,24699624 + 0,6318685: 9,8314970 68 39 6,93 
0,24699621 + 0,63186864i 9,83149704 68 39 6,94 
1 dd 


— = 0,8365910 — 1,3728774i = — + — 
Fm, MS T3 


Das Hauptmoment des Beweises des umstehenden Lehrsatzes ist 
folgendes. Setzt man 


Meg, NOM) LG, M 2 4, 2 D, 50 wird 


u 


0 


n 
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1 14.9 1. 9. 25 
AN — 1+ patate à + ete. 


2 
B=1+ + Pos LÉ 54 ete. 
| a4+(Baa—1) LE + (#0) D = 0, (1) 
bB+(88—1) + (DE —0, woraus 
aB+(Gaa-1) + (aa —0, (2) 
Aus (1) und (2) folgt, wenn wir is .- — u setzen 


(Baa — 1)u + (a — à) LE = 0 oder (a°—a)u = Const. 


[S. 3. 
Nan wird für a— 1, b—=0 
dA 
A=0c, (&—a)A—=0; B=l; rec 
ÔA 2 dB 1 2 
hd ———— —=—— = =——. 
(a* — a) da x '"da 2? (a —a)u à 
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Samination einer Reihe, wo die Logarithmen der Glieder eine 


arithmetische Progression zweiter Ordnung bilden. 


Es seyn die Logarithmen dreier auf einander folgender Glieder : 


a—b—0c, a, a+b—c 
und von einer andern Reiïhe 


a—B—7, a a+B—7 


Ist nun 
bb 1 1 
«a+ + logkx—- loge 
b 
PS ” Mi 
B = à.180°. : 
kkan 


C 
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+ log kx — 0,0674670.920.5 Ex — 1,3643763538.418 


khan = 1,86152283b63 | 
Akknx — 7,4460913425 


so sind die Summen beïider Reiïhen gleich. 


Beispiel. 
4,2 
+4,7 - ee p 
8,9 si [Es folgt eine logarithmische Rechnung für 
cf fi à a = 10, b——0,7, c — 1,8, die ergibt: 
10,0 — 3,6 
TUNER 1 a — 1,01832497, 
? 
7,5 — 3,6 B—=—i.70, y = 1,0341798] 
— 6,1 
1,4 
[S. 4.] 
Ist 
mu) u(1—2e— me PU TTE 
MU pp Be 2 3 Be VPMPOUTe OMAN 
so kann man statt M setzen 
1 
5, 1 


PORN qES de ete + 


wo a,b,c,d,e u.s.w. eine beliebige ungerade Menge ganzer reeller 
Zahlen bedeuten; oder auch 


wo ?,9,r,S beliebige der Bedingung 
pr + 4gs = 1 


genüge Leistende Ganze reelle Zahlen sind. 


27ru 


Setzt man Pe = pt P(e 7") — p(t,u) 
sc ist so ist 
1) p(t+ 2ik) = pt uu 


PE 1 , 
1 1 € #mi\fé.p(s, u) = (5 7 
2) pt = Ve + t' t 
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LA 


pi — PE+N+(Grrt- 


EU UE à PPDA 1 


Et) 


pt = arzt+gr(rt+i) 


pl+p(i+i) — 2p4t 
p(t+i) = 2p4t — pt 


ESRRUN PLE . 
a AL Di) 
€ = h gesetzt 
ist 
HS de 


sb 1 2 pi 
Pandes RES 


[Zweites Blatt] 
Es sei «ÿ — By — 1 und 


2ci += M' 
2di + a M" 
DOTE. 
DER 
M 
Qi + = MI 
Dai 1 — pr 
MN 
etc. 
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pM' =VM:pM 

DM" =VM'pM' 

pM"=VM"-pW 
etc. 


oder 


PM\=VMM M M MS .pM 


pMY= V(2bi, 2ci, 2di, 2ei, M].pM. 


ac = bb +1, 


= ist hier M = +, x 


AC = BB+1 


1+ Bi 


so geht die Form (a,b,c) in (4, B, C) über 


durch die Transformation wi T6 


Wir unterscheiden 6 Füälle jenachdem nach dem Modulus 2 


mt 
B|0 
710 
ù |1 


1 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1919. Boiheft. 


L'ER'TON TL 
11011 

OT ENT 
L | ART 


2 3 4 5 6 


0 
LM 
1/1 

Lolo 
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Es ist dann 
AU ut a M id 
hpN = |pM|\qM\rM|\qM|\rM|pM 
kaN = |9M|\pM|\pM|rM|pM|rM 
hrN = |rM\rM|qM|pM|aM|aM 
h = V8+7M) 


Die Reduction von pM, qM, rM auf die einfachste Form 


Es sei M — se 7 wo «, B, y, à ganze reelle Zahlen und Zähler 
und Nenner ohne gemeinschaftlichen Factor; man setze 

ax + BB — À 

ay + 69 = B 

rr#û = C 


a«ÿ — By — Y(AC— BB) = D 


Man suche die einfachste Form des Det. — DD, welche der 
Form (4,B,C) aequivalent ist; sie sei (a, b, c) 
Dann lassen sich die Functionen von M auf Functionen von 


te zurückführen. Der Algorithmus ist dieser 
DB _ y DD+BB = 44 B+B' = hA' 
7 ee = M'  DD+B'B = A'4 B'+B" = WA" 
DER m" DD+B"B = 44 B'+B" = WA" 
[S. 2] 

ee -pM = pM' für gerades À 


= qM' für ungerades X 


at gM =,rM'..e = Vi 


Vi rM = qM' für gerades À 
= pM' für ungerades k 
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_Wenn man aus b, k',h” u.s.w. die Transformation von (4, B, 4') 

in (a, b,c) ableitet, so werden deren Elemente (ob sie gerade oder 

D + bi 
a 


ungerade) entscheiden welche Funktion von mit der ge- 


gebenen von M 50 zusammenhängt, daf letztere in 


#/2+ Bi D+B'i D+B'i 
A ANT 


multipliziert werden muf. Wo M nicht rational ist, mag man 


D — —1 setzen und den Algorithmus ebenso bilden. Nämlich 
wenn M — g+hi so geht man von der Form _ 2, Hi 
(Det. —1) aus und sucht ibre abgeleitete &c. 
Es ist 
M. Ar.-G. zwischen 1 .. 0,2 | 0,5208016 | log 9,7166723 = 77 
1,2...0,8 | 0,9898721 | log 9,9955791 | — &: 
Pur 
0,5261302 9,7210932 M 
Man sucht 
fr M+Ti) — — 0,4201578 + 0,3006159 à M = cotgy 
—— 0 ! 11 
= 4(7M-7i) y — 61°14'59 
7 7 Ti 
= 7M , Ti \/M+ M à 
7 U+MM rm) 1+MM b — 7siny 


r(a+ bi) = 24 (cos Li sin + bx) 


9 er 19) 
9 ——— — à — 
77 | (cos z bx — sin Æ ba) 
&e 


9* 
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1 
log À == — 74 hx.a Man hat 
1 æ d 
log kx — 9,5328742 sf VU — sin g. cos 4”) = x(pt) 
a... 0,4600640 F7 d “! = «| 7 = > 
9,9020882 | J VA-shosma) — 7) = #00) 


A... 9,0151289 | ;5 — pt. sin 1. 
2A... 9,3171589 
0,39602 
9,71318 
Richtig. | 


4. [Berechnung der elliptischen Integrale erster und 
zweiter Gattung (Rektifikation der Ellipse) 


[Mehrere Zettel in Fi.] 


[Ein Zettel, rauhes Papier, anscheinend von einem Buchdeckel ab- 
gelôst.] 


Setzt man 
te TV+ = tgT 
tg27" VF = tg27" 
tg4T" V D = tg47" 
U. 85. W. 
so wird 


aT le f aT' ne 
V (aa sin T*+0bb cos T*)  J V(a'a' sin 27" + b'b' cos 2T"*) 
daT!! 
— J Va" sin 27 +607 cos 217) 
auch ist 
sin2T ya mn À 
Vlaa sin 1°+06 cos 1°) — yaa sm2l" +00 cos 217) 
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[Drei Zettel, gelbliches geschüpftes Papier; zwei dieser Zettel sind, 
wie das Wasserzeïichen, der niederländische Wappenlôwe mit Pfeil- 
bündel und Schwert, zeigt, von demselben Bogen abgerissen.] 


[Erster Zettel]: 


a BL +277 + 22° +274 etc) — ufx 
b = p(l—2xx + 22° + 22% ete) — ufix 


A  — 


3 ire 
= px" +x*+x? + ete.) 
= 16cc 
a+b = 24, ab = bb, ce = ac, a—b = 8! &c. 


æ ist die Grenze vone, VE &) VS a Ve. 


Ferner ist das ar. geom. Mittel zwischen a und 4c 


S 
I 
TE 


pS) 
& 
| 
œ 
on 


= — EPS do v 
Es ist also 
log z = 5H. Log %E — 9,8930041884. 
Setzt man (aa sin T°+bbcos T?) — 4 
eat 
4 u 


so erhält man 6 durch folgenden Algorithmus 
te T\/ += ter 
L CA 1) 
te2T VF = tg27" 
tg 4T” VF w = [tgl4T" 


tg 8T" VF Te = [telB7N 


etc. 


Dann ist 0 = T®, 


Se 


Man hat ferner 
c sin 30 — 2 sin 30 + ze sin 50 — etc. 
ET = — 5 2 2 
æ" cos 40 + x cos 50 + x cos $0 + etc. 
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5 RE 5 . 
x° sin 0 — x° sin 30 + x? sin b0 — etc. 


tg T' — 3 3 35 
æ? cos 0 + x? cos 380 +z3 cos b0 + etc. 
to 27" = æ sin 20 — +° sin 60 + x" sin 106 — etc. 
8 æ cos 20 + x° cos 60 + x” cos 108 + etc. 
[S. 2] 
Eine independente Rechnung ist folgende 
+ tgT = gU 


tg T = VteT.te U, U' = WT+U) 
tg27" = Vtg2T'tg2U, U" = H{T'+U') 
tg4T" = Vtg4T"tg4U", U" = WT'+U") 
U. S. W. 
Dann ist: TL, UT. ==:0 
JV (aa sin T° + bb cos T')dT 
= La Lè 2(a'a” En bb") he (4a"'a”" 2 bb") Le ) 
+ 4 (a — 6) sin 2U' — 4 (a! — b') sin 4U” 
— 4 (a" — db") sin SU" — 4 (a — B”) sin 16 UN 


[Zweiter Zettel.] 

Zur Rectification der Ellipse 
Es sei 

JV (aa cos T° + 6b sin T*)dT = W. 


Man bilde die Reïhe der arithm. geom. Mittel 


a,b | aa—bb — 16cc = ac 
a',b" | a'a'—0b'b —= 16c'c' c'e! = ac” 
a”, b" aa — b'b" — 16 c'c" c'c” — ac" 

&c &c &c. 

æ | 


Man hat dann ferner zu setzen 


4 sin T A tu por ap 
= = Ÿ cp — sin 2u p = sn 

4 sin TT" ñ DCE ! (Le p' 
=? cp = sin2u" p"— so 
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4 sin T'' ” 
a'! Fr P 


Dann ist, den letzten Wert von T = 


W = {aa — 820"c! 
(4 


c''p'!" —= sin 2u” 


— 6400" — 128cIVclV.. 


&c. 


© gesetzt, 


! 


+ 8c! cos T'sin T'+ 16c' cos T' sin T°" + 320" cos T” sin T".… 


© (aa — 82c!/c'"— 64c"c”" — 128600... 


) 


+ 2a'p' cos T + 4a"”p" cos T' + 8a"p" cos T''…. 


salv. factore const. 


a — 302,78000 
b — 301,78000 
a’ — 302,28000 
b' — 302,27944 
« — 302,27977 


24811272 | c … 
2,4796904 | c'. 


2,4804094 | c”… 
2 4804086 | c”… 


9, 4804090 


0,7886597 | 


… 9,0969100 — 10 


B,7134110 — 10 
8,9464130 — 20 


Factor von @.. 2,4804098 Pa die Länge des Bogens 


4 0,1961199 


Erdquadrant 2,6765297 
7,0000000 


Factor Const. 4,3234703 
. 2,4811272 


a 6,8045975 


[S. 2.] 


= gp 


+10000 0007 + 21060,580 cos T'sin T' 


+ 17,418 cos T'sin 7" 


Die Winkel finden sich 


sin 2u = gsin T'|9::. 


sin L'—= ———- 
cos # 


8,9095925 À ...9,9992822 
h sin T g' es 7,218d606 Pi 


9,9999996 


g'...8,8360620 % 0 
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z. B. 51.31.48 — @| Man führe noch ein 
0,09986 atg U—= btgU 
00144 a'tg U' = b'tg T' 
38.38.46 = T a" tg U° = b"tg T” 
sin 7 9,79475 va 
8'90959 Dann rt, k 
9,99928 | sin 7' — el 
9.79403 TE vin RE 
98 CA AR —. sa b'sin T pe bein?" 
sin T'9,79431 a tg T a'tgU a'Vtg me: U 
T' = 38.31.0 , = -sin 0 cos 7’ = Sin U 
cos T Vie Lie Ü b' cos T' — T 
b sin U' 
! LIRE 
b' cos T' — eU 
[S. 3.] 
cos (T+U) _ cos (T'+ U')cos (T'— U') 
cos TcosU cos T'*' 
cos(T+U) __ cos (T'+ U") cos (T' — U') 
sin ZsnU sin U" 
2co8(T+U) _ cos(T'+ U').cos (7 — U') 
Vsin2Tsn2U cos 7”, sin U’ 


[8. Zettel. HEnthält zwei Beispiele und die Wiederholung von 
Formeln, die sich auf den andern Zetteln ebenfalls finden.] 


5. Grundbegriffe der Lehre von den Reihen'). 


1. Der Inbegriff einer jeden Anzahl beliebiger GrôBen kann 
im weiteren Sinne des Wortes eine Reihe genannt werden; inde 
würde diese Ausdehnung des Begriffs wenig Nutzen haben und 
man beschränkt daher in der hôheren Mathematik den Ausdruck 
Reihe auf den Inbegriff solcher GrôBen, die, insofern man jeder 
derselben ïihre eigene Stelle anweiset, d.i. die erste, zweite, 
dritte GrôBe u.s.f. unterscheidet, alle nach einem Princip be- 
stimmt werden. Der wesentliche Charakter einer Reihe ist also, 


1) [Manuskript von 3 Quartblättern in Fa; auf der letzten Seite Rechnungen 
zur Osterformel.] 
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daf für jeden Ort in derselben die entsprechende GrôBe (das 
Glied der Reïhe) sofort vüllig bestimmt ist, und es daher als 
môglich angesehen wird, sobald man das Princip nach welchem die 
Reiïhe gebildet wird (ihr Gesetz) kennt, sie soweit man will 
fortzusetzen. Den Ort eines jeden Gliedes bezeichnet man durch 
eine Zabhl, die der Index desselben heïft, so daB 1 der Index des 
ersten Gliedes ist, 2 der des zweiten u.s. f. 


2. Der hier gegebene Begriff einer Reïhe ist von weiterem 
Umfange als der gewühnliche, da man sie durch den Inbegriff der 
Werthe einer Funktion Einer veränderlichen GrôBe erklärt, welche 
dieselbe erhält, indem man diese veränderliche GrôBe nach und 
nach = 1, 2, 38. u.s.f. setzt, wenn man anders nicht auch den 
Ausdruck Function in einer ausgedehnteren Bedeutung nehmen 
will, als bisher geschehen ist. Denn nach dieser Erklärung wäre 
z. B. die Reïhe der Primzahlen 1, 2, 8, 6, 7 u.s.f. oder jede daraus 

sd Mal Hi KM à 


*abgeleitete wie 1, =, —, =, -—, —— u.s.f. nicht unter den Reïhen 


4? 9? 25 49 121 
enthalten, welches dem Sprachgebrauche weniger gemäB ist. Zum 
Unterschiede kann man solche Reïhen, wo jedes Glied durch eine 
analytische Function des Index dargestellt wird, analytische 


Reïhen nennen, so wie man die Function selbst, allgemein vorge- 


stellt, das allgemeine Glied der Reïhe zu nennen pflegt. 


8. Ist eine Reiïhe a’, a”, a” u.s.f. .... [AR], in welcher für 
jeden endlichen Index das entsprechende Glied einen endlichen 
reellen Werth erhält, so beschaffen, das in ihr, so weit man sie 
auch fortsetzt, kein Glied vorkommt, das grôfier*) als eine ge- 
gebene GrôBe 1 wäre, so kann man À eine obere Grenze für die 
Reiïhe nennen (limes supra seriem, une limite en plus); ist hingegen 
keine GrôBe groB genug, um nach diesem Begriffe eine obere 
Grenze genannt werden zu kônnen, oder mit anderen Worten, 
kann man in der Reihe zu so grofen Grôfen als man will oder 
zu grôBern gelangen wenn man sie nur weit genug fortsetzt, so 
sagt man die Reiïhe habe keine obere Grenze. Es ist klar, daB 
wenn À eine obere Grenze der Reïhe [AR] ist, jede GrüBe, welche: 
grôBer als 1 ist, gleichfalls eine obere Grenze der Reiïhe sein werde, 
und im Fall nicht schon 4 selbst die kleinste obere Grenze ist, 


*) Die Würter grôBer und kleiner werden hier allemal, wo nicht das Gegen- 
theil erinnert wird, mit Rücksicht auf die Zeichen verstanden, so daf 0 und jede 
positive GrôBe grôBer als jede negative, und von zwei negativen GrôBen diejenige 
die grôfere genannt wird, die ohne Rücksicht auf das Zeichen die kleinere würe. 
Ebenso sind die Ausdrücke zunehmen und abnehmen zu verstehen. 
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wird es noch kleinere als À geben; nun ist aber von selbst klar, 
daf es kleinere GrôBen als 1 gebe, die nicht mehr obere Grenzen 


der Reïhe genannt werden künnen; läft man demnach 4 durch alle 


ZwischengrôBen stetig abnehmen, so muB man nothwendig auf eine 
kleinste obere Grenze L' kommen, die also die Eigenschaft haben 
wird, daB kein Glied der Reihe [AR] grôBer als L' ist, wohl aber 
in dieser Reiïhe, wenn sie nur weit genug fortgesetzt wird, Glieder 
vorkommen kônnen, die grôBer sind, als jede andere GrôBe, die 
kleiner als L' ist. 

Ganz auf ähnliche Weise kann w eine untere Grenze (une 
limite en moins) der Reiïhe [A] heifen, wenn in derselben kein Glied 
vorkommen kann, das kleiner als uw wäre, woraus von selbst er- 
hellet, was Reïhen sind, die keine untere Grenze haben. Bei jeder 
Reihe, die untere Grenzen hat, wird es eine grôBte untere Grenze 
M' geben, so da jede grôüBere Grôfe als M' nicht mehr untere 
Grenze der Reïhe heifen kann. — Da wir diese kleinsten oberen 
und grôüBten unteren Grenzen allein brauchen, so wollen wir die- 
selben in der Folge schlechthin die obere, und die untere Grenze 
nennen und also den vorigen allgemeinen Begriff einer obern und 
untern Grenze, welchen wir bloB zur Ableitung des gegenwärtigen 
gebraucht haben, ganz bei Seite setzen. 

Übrigens sieht man leicht ein, daf es zwei verschiedene Arten 
gebe, wie eine Grôfe L' die obere Grenze einer Reïhe sein kônne; 
entweder nemlich, wenn es in der Reïhe wirklich ein Glied (oder 
mebrere) gibt, das] der L' gleich ist, die übrigen aber alle kleiner 
sind, oder, wenn zwar kein der GrôBe L' gleiches Glied in der 
Reiïhe vorkommen kann, aber doch, wenn [A] weit genug fortge- 
setzt wird, Glieder, die so wenig als man will von L' abweïchen 
[vorkommen]. Ganz auf dieselbe Art verhält es sich mit den unteren 
Grenzen. 

Auf diese Weise gibt es vier verschiedene Arten von Reïhen: 

I. Reiïhen, die weder eine obere noch eine untere Grenze haben, 

z. B. 1, — 2, +3, —4, +5 u.s.f. 

II. Reïhen, die keine obere aber eine untere Grenze haben wie 

1, 2, 3, 4 u.s.f., wovon die untere Grenze 1. 

III. Reïhen, die keine untere aber eine obere Grenze haben, wie 

— 1, —2, —3 u.s.f. 

IV. Reïhen, die sowohl eine obere als eine untere Grenze haben. 

Diese beiden Grenzen werden immer ungleich sein, wenn 

nicht alle Glieder der Reïhe einander gleich sind. Z. B. 


sr Se 3 : 1 
D 32506 f. wo die obere Grenze 1, die untere 3 
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Die letztere Art von Reiïhen ist hier für uns die wichtigste. 

4 Wenn die Reiïhe a', a”, a” u.s.f. die obere Grenze L' hat, 
so sieht man leicht, daB dieselbe auch mit Weglassung des ersten 
Gliedes, oder die Reïhe a”, a” u.s.f. eine obere Grenze L” haben 
müfe, und zwar wird L” kleiner als L’ sein, wenn a’ = L’ und 
die folgenden Glieder alle wenigstens um eïne bestimmte GrôBe 
kleiner sind; sonst wird sein L” = L', in keinem Falle aber L' = L”. 
Auf gleiche Art wird die Reïhe a”, a u.s.f. die obere Grenze 
L" haben, die Reiïhe a!V, a* u.s.f. die obere Grenze LA u.s.f, 
und so werden alle diese obern Grenzen eine neue Reïhe bilden 
L', L', L”, LA u.s.f. in welcher keiïn Glied kleiner ‘) als das vor- 
hergehende sein kann. So leitet man aus der ursprünglichen Reïhe 
—1, —2, —3, u.s.f. die Reïihe —1, —2, —3 u.s.f. als obere 
Grenzen Reïhe ab, die mit jener selbst überein kommt; aus der 


Reihe eu ee £ u. s. f. diese 1, 1, 1 a.s.f. wo alle Glieder 1 sind; 
a RM UE JA ee 
HE Auats AN EC PAIE 64 


welche aus Entwickelung des Bruches iris, Pt D boue entsteht *), 


l—-t+-s ax 


aus der Reihe 1 LAN. de 


; Liubia :  Ober e ? 
diese 1, D? 32° 39° 30° 30° 64’ 1024 © f. Auf gleiche Art werden, 
wenn die Reïhe a', a”, a”, a u.s.f. eine untere Grenze M’ hat, 
auch die Reïhen a”, a” u.s.f., a”, al u.s.f., a, a u.s.f. u.s.f. 


untere Grenzen M”, M”, M'Y u.s.f. haben, und diese werden 


‘eine neue Reïhe W', M", M”, M! u.s.f. bilden, in welcher kein 


Glied kleiner sein kann als das vorhergehende. 

Wenn beide Umstände sich vereinigen, daB die ursprüngliche 
Reïhe sowohl eine obere als eine untere Grenze hat, oder zur 
IVten Gattung gehôrt, so kann in [der] Reihe L', L”, L” u.s.f. 
kein Glied vorkommen, das kleiner als irgend ein Glied der Reihe 
M", M", M" u.s.f. wäre. Denn gesetzt es wäre L'< M", so 
würde wenn * irgend eine ganze Zahl bedeutet die kleiner als 1 
und » (oder auch der kleinsten von beiden gleich) ist, sein L' = L/, 
M"Z M" und folglich L"< M", welches widersprechend ist, da 
L" die obere, M” die untere Grenze von Einer und derselben Reihe 
a”, a"*', a"* etc. bedeuten. — Hieraus folgt nun leicht, daf die 


1) [Es muf heifen: grüBer] Schl. 
*) Die Gründe, worauf die Formation dieser Reiïhen beruhet, werden anders- 
wo vorgetragen werden. 
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Reïhe L', L”', L" u.s.f. eine untere, die Reïhe M', M", M" u.s.f. 
aber eine obere Grenze haben werde; jene wollen wir durch Z, 
diese [durch] M bezeichnen*), und man begreift leicht, da L nicht 
kleiner als M sein kônne, sondern entweder L => M oder L = M 
sein müfe. L nennen wir die letzte obere Grenze der ursprünglichen 
Reiïhe [A], M die letzte untere derselben. Zugleich erhellet, daf 
L, M auch die letzten beiderseitigen Grenzen der Reïhen a”, a”, 
a u.s.f.; a”, a! u.s.f. u.s.f. sein werden, oder da man bei Be- 
stimmung der letzten Grenzen einer Reiïhe von ihren Anfangs- 
gliedern so viele weglassen kann, als man will. 

5. Erklärung. Wenn in einer Reïhe der vierten Art die 
letzte obere Grenze und die letzte untere einander gleich sind, s0 
nennt man sie die absolute Grenze der Reïhe. 

6. Lehrsatz. Wenn a, a’, a” etc. eine Reïhe ist, die die 
absolute Grenze À hat; b, b', b", b" etc. eine Reïhe, deren ab- 
solute Grenze B, so hat die Reïhe a+, a'+b', a”+b" etc. die 
absolute Grenze À + B. 


2 


*) Die erstere Reihe wird auch eine obere Grenze L/, die zweite eine untere 
M' haben, auf die aber nicht weiter Rücksicht genommen zu werden braucht. 


Bemerkung zu dem vorstehenden Fragment.. 


In diesem aus den Jahren 1800—1801 stammenden Aufsatz 
hat Gau$ die Bedingung für die Existenz des Grenzwerts (Limes) 
einer abzählbaren Menge als ganz speziellen Fall mit Hilfe der 
stets existierenden letzten oberen und unteren Grenzen hergeleitet. 
Vgl. z.B. Pasch, Mathem. Annalen 30 (1887), S. 132 #f., wo jedoch 
die Abzählbarkeit der betrachteten Menge nicht vorausgesetzt wird. 
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Verzeichnis der im Text wiedergegebenen Auszüge aus 
Gaufischen Handschriften. 


. 11, Fufnote 4), aus ,Exercitationes mathematicae“ (Fh). 


11—12, vom Deckel des Leiste. 


. 17, FuBnote 1), aus Leiste, S. 48. 
. 17, FuBnote 2), aus Leiste, S. 52. 


18, FuBnote 3) und S. 19, FuBnote 2), aus Leiste, S. 88. 

20, FuBnote 4), aus Leiste, S. 78. 

22, FuBnote 3), aus Leiste, S. 48. 

23, FuBnote 1), aus Scheda Ac, S. 23, 25. 

25, 26, FuBnote 8), von einem Zettel (Ff). 

26, aus Leiste, S. 56. 

27, FuBnote 1), von einem Zettel (Ff). 

28, FuBnote 1), aus Scheda Aa, S. 26. 

32, Fubnote, aus ,Bestimmung der Convergenz der Reihen usw.“ (Fa). 
33, aus dem Tagebuch, letzte Seite. 

40, von einem Zettel (im Privatbesitz des Herrn C. GauB in Hameln). 
42—44, Ergänzungen zu Werke III, S. 433—435, aus Scheda Ac, S. 26—81, 35. 
48—49, aus Scheda Ac, S. 34. 

51, FuBnote 1), aus Scheda Ac, S. 20. 

65, aus Scheda An, S. 7, 8. 

76, 77, Ergänzungen zu Werke III, 8. 436ff., aus Handbuch 16, S. 40—58. 
78—80, aus Scheda An, S. 37-49. 

84 und ebenda Fufnote 1), aus Handbuch 18, S. 234— 935. 

93, FuBnote, aus Handbuch 19, S. 42—45. 

105, FuBnote 5), aus Schumachers ,Gaussianat. 

115—116, aus ,Bestimmung der Convergenz der Reïhen usw.“ (Fa). 
116, von einem Zettel (Fm, Varia analytica). 
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